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QUANDO OS METODOS DE EULER E DE NEWTON COINCIDEM

JOSE CLAUDINEI FERREIRA

Resumo: Este texto € dedicado ao estudo do uso de problemas de otimizacdo e equacdes diferenci-
ais para a deducao de métodos numéricos para a determinacgao de zeros de fun¢des. Em particular,
tratamos de estimativas sobre convergéncia exponencial para o método de Euler, em duas aborda-
gens distintas, sendo que em uma delas, o método de Newton surge como uma das possibilidades.
Acreditamos que a estrutura do texto nfo € usual, em textos introdutdrios ou avangados sobre o
tema. Aproveitamos a oportunidade para estimular a repensarmos as formas de apresentar con-
teddos ou conceitos em matemdtica, porque acreditamos que a organizacdo de resultados, ou a
performance em um texto, sobre matemética pode dar maior ou menor impacto na compreensao e
no interesse do leitor.

1. INTRODUCAO

Um raciocinio comum para aqueles que lidam com matematica, no meio das chamadas
ciéncias exatas, envolve lidar com varidveis e, para alguns, € isso que amplia o conceito
do que € matemaética para além do conceito de lidar com nimeros, ou de fazer aquilo que
a calculadora do caixa de supermercado ou de alguma loja faz.

Um primeiro contato com varidveis ou incognitas aparece quando os jovens alunos do
Ensino Fundamental se deparam com equagdes como = + 2 = 4 ou 2% + 22 — 1 = 0.
Mais adiante, talvez em cursos de graduacdo, alguns se deparam com equacdes como
3cos(z) = 2, 2° + * — 1 = 0 ou uma mais interessante (ou complexa) z? + 1 = 0.
Mas serd que sabemos resolver tais equagdes? Bem, sem calculadora, muito poucas. E
com calculadoras ou computadores, s6 algumas. Isso talvez motive alguns professores de
matematica a dizerem que matematico nao é calculadora, e de fato ndo €, e achamos que
nem deveria tentar ser. Mas, certamente, alguns dos argumentos que contribuiram para o
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funcionamento das calculadoras e dos computadores surgiram com a matemética, ou com
algum uso dela.

Como as equagdes estdo presentes em muitos problemas que surgem em aplicacdes e
em teoria matemadtica € comum uma breve apresentagdo desse tema, em cursos de for-
macao, para tratar de métodos para resolver equacgdes, ou para aproximagdo de solugdes,
quando solucdes existem.

Neste texto tratamos de duas formas de aproximacao de solu¢des de equagdes, por meio
do uso do método de Euler para a resolu¢do numérica de equacdes diferenciais ordinarias
que surgem em problemas de minimiza¢do. Em uma dessas formas o método de Newton
surge como uma das possibilidades.

Os métodos de Euler e de Newton costumam ser apresentadas a discentes de cursos de
graduacdo em matematica, computacdo e engenharia, por exemplo. Mas nem sempre sao
apresentados da forma que pretendemos aqui. Aproveitamos isso como uma oportunidade
de mostrar que a matematica, seja 14 o que isso for, ndo parece ser algo dividido em partes
disjuntas, mas sim possuir intersec¢des importantes entre os mais diversos temas.

O problema que tentamos introduzir nesses breves comentarios € o caminho que pre-
tendemos seguir neste texto, pode, de certa forma, ser formalizado neste final de secdo.

Antes de qualquer formalismo, alertamos o leitor que vamos usar simbolo em negrito
para denotar vetores, como o0 vetor u, e itdlico para denotar nimeros reais, como 0 nimero
t.

Vamos denotar o médulo ou a norma euclidiana de um vetor por || - ||, que depende
do produto interno usual (ou escalar) aqui denotado por (-, -). Quanto a matrizes A, s,
denotamos

|Al| = max ||Au]], ue R™
f[uf=1

Consideramos uma fungdo f : U — R'™, que por simplicidade supomos que possua
derivadas continuas até a ordem 2, no conjunto aberto U C R™. Supomos ainda que a
equacao

f(u) = (fi(w), f2(u), ..., fin(u)) =0
possua solucdo a € U. Nesse caso, cada f; : U — R € uma funcdo que possui derivada
de segunda ordem continua e tal que f;(a) = 0. Argumento semelhante pode ser aplicado
a funcdo
1
gw) = SIEW*,  uel,
em que
0= g(a) = min g(u).

Isso mostra que a determinacdo de raizes de equagdes estd ligado a problemas de otimi-
zacdo. O que, de certa forma, € sabido por quem ja cursou disciplinas de Calculo Diferen-
cial, porque nessas disciplinas problemas de otimizacao estdo relacionados ao problema
de determinar as raizes da funcéo gradiente de g(u), por exemplo. E um tema antigo e
que estd ligado a muitos artigos recentes ([ 1, 2, 3, 4]); o tema vai e volta em meio a outros
interesses que vao surgindo ([5, 6]).

Nesse ponto, cabe mencionar que a ideia de escrever este texto surgiu apds leitura do
artigo [2] e de perceber que a compreensdo do tema tratado 14 parecera-nos muito mais
intuitiva se o texto fosse conduzido numa ordem diferente, e € isso que buscamos aqui.
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2. A DERIVADA E A DERIVADA DIRECIONAL

Lembramos rapidamente que a derivada da func¢ao f, no ponto u, € uma transformacao
linear que denotamos como f'(u) : R™ — R™, que melhor aproxima a variagio da func¢do
f, quando aplicada a pontos préximos de u. Podemos também visualizar f'(u) = Jf(u)
como a matriz

dfi(u)  9fi(u) 9 fi(u) ]
oul Ousg Oum
dfo(w) 9 fa(u) 9 fo(u)
Jf(u) = e e v
O fm() O fm(u) 9 fm ()
ouq Ous Oum,

cujas entradas sdo derivadas parciais de f;, e que também é conhecida como matriz Ja-
cobiana de f(u). A fim de simplificar a notagdo vamos considerar o vetor u como uma
matriz coluna e f’(u)h denotard a multiplicagdo da matriz Jf(u) por h, ou a aplicacdo da
transformagdo linear f'(u) no vetor h, que é a derivada direcional de f, no ponto u e na
direcdo h ([7, 8, 9]).

Em resumo, vale a relacdo

(1) f(u+h) =f(u) + f'(uh + r(h),
o ()
h>0 ||| =0,

que € equivalente a defini¢do da derivada de f no ponto u.
Isso (ou a regra da cadeia) nos ajuda a calcular a derivada de g, no ponto u. Antes,
observe que

@ () = S IE)I = 5 (), F(u)

denotando o produto escalar usual de R™ como (-, -) ([9]). Segue entdo que
glu+h) = —(f(u+h),f(u+h))

(f(u) + f'(u)h + r(h),f(u) + f'(u)h + r(h))

N RN~ DN

(£(u), f(u)) + (f'(a)h, f(u)) + R(h)

com

IRM
h—o |h|

O que nos diz que
g (wh = (f'(w)h, f(u)) = (h, [f'(w)]"f(w)),
em que [f'(u)]* denota a matriz adjunta (no caso, a transposta) da matriz .Jf(u), conside-

rando f(u) também como matriz coluna.
Como g(u) é um nimero real, ¢ comum denotarmos

g'(u) = [f'(w)]"f(u) = Vg(u),

@~ sBm
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em que V representa o vetor gradiente, o que implica na igualdade
3) g'(wh = (h,Vg(u)),

que € a derivada direcional de g, no ponto u e na direcdo h.
Para uso seguinte, observamos que a Expressao (1) pode também ser escrita como

1
@) f(u+h) = F(u) + / £(u + thhdt.
0

Isso produz de imediato a desigualdade do valor médio
- < ! :
(5) lf(u+h) — £(u)]| < max [[f'(u + th)|||[h]

2.1. A direcao de maior decrescimento. Lembramos que a direcio de maior decres-
cimento de g(u), partindo de um ponto uy € U, é dada pela direcéo oposta a do vetor
gradiente Vg(uy).

Isso define uma curva (ou caminho) u(t) € U, para 0 < ¢t < T, cuja derivada coincide
com o oposto do vetor gradiente de g, no ponto u(t). Ou seja, u(t) é solu¢do da equagio
diferencial ordindria ([10, 11]), ou problema de valor inicial,

u(0) = wu ’

o que quer dizer que g(u(t)) é decrescente, desde que Vg(u(t)) # 0.

No caso em que ug é suficientemente proximo de a, isso sugere que u(t) estd ainda
mais préximo de a, para t > 0, o que melhora quando ¢ cresce ([1]). Um olhar mais
atento para questdes de unicidade da solugdo da Equacdo (6) sugere também que u(t)
nunca atinge a, a menos que U, seja a.

Nesse ponto, podemos pensar, bem, eu tinha uma equagio f(u) = 0 para resolver
e agora tenho uma equacao diferencial para resolver. Parece que a situacdo piorou um
pouco! E isso tem como agravante o fato de ndo sabermos resolver a maioria das equa-
coes diferencias. Ou ainda o fato de equagOes diferenciais ndo ser um tema tratado de
forma explicita em muitos cursos de graduacdo em 4reas exatas. Mas acreditamos que
isso mudaria se prestdssemos mais aten¢do as leis de Newton e se permitissemos e incen-
tivassemos, em salas aula, mais conversas direcionadas aos motivos de estudarmos certos
conceitos, como os relacionados com as disciplinas de Célculo e de Fisica.

3. O METODO DE EULER

Nem sempre é possivel determinar a fungio u(¢) que é solucdo da Equacéo (6) e, por
isso, vamos discutir como aproximar u(h), u(2h), ..., u(ph), para algum nimero real
0 < T e ph =T, para algum nimero natural p.

Como supomos que f(u) tem derivadas continuas até a ordem 2, entdo podemos usar
u(t) e u'(t) no lugar de f(u), nas expressoes (1) e (4), para escrever a igualdade

™) u((j +1)h) = u(jh) = Vg(u(jh))h + 7;(h),

em que Tj(h) ¢ o erro de truncamento ([7, 11, 12]), que representa o erro cometido na
aproximacgao
u((j +1)h) = u(th) — Vg(u(jh))h,

lﬁ"ﬁ RMU @ sBMm
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sendo
I (W[l < MR,
Esse argumento produz o método de Euler para aproximar u(jh) como
u(h) =~ uy—hVg(u) =wu
u(2h) =~ u; —hVg(w) =uy

u(ph) ~ wu,_1 —hVg(u,_1) =1,

Cabe aqui observar que, para obtermos uma aproximacao de u(7"), fazemos p aproxi-
macoes e que em cada uma delas pode haver um erro

Ej:LI(tj)—Uj, 1<]§p,

que certamente interfere na aproximacao final.

Vamos estimar até que ponto os erros E;, em cada estimativa u;, podem interferir na
aproximacdo u, ~ u(ph).

Da nossa hipétese sobre f(u) e da Expressio (5), diminuindo um pouco o conjunto U
e deixando-o convexo, se necessdrio, segue que

®) IVg(w) = Vgv)| < Liju=v|,  u,vel,

para L > 0, que depende da segunda derivada de g.
A Expressao (7), o método de Euler e a desigualdade (8) implicam que

IEj1ll = lla(t;) — Vg(u(ty)h + 7;(h) — (u; — Vg(uy)h) |
< |||l + hL||E;|| + MR?,

quando A for suficientemente pequeno.
Repetindo o raciocinio, para 0 < j < p — 1, obtemos
1Bl < (1+hL)IE;| + Mh>
< (14hL)((1+hL)|Ej1| + MRE?) + MA®

(L+hL)y +---+ (1+hL)+1) MK
(1+hLy*H —1
= Mh
hL
M
TL
— 1=
< (e )Lh

As duas ultimas desigualdades seguem da soma dos termos de uma progressao geomé-
trica e do fato de que 1 + hL < e"E, para 0 < h.

Esse raciocinio para estimar |E;| mostra que este depende linearmente de / e demonstra
o lema a seguir ([10, 11, 12]). Em particular, segue que, se 7" for suficientemente grande,
u, for suficientemente préximo de a e h for suficientemente pequeno, entdo (a menos de
limitagdo computacional) u, serd uma boa aproximagdo para a.

lﬁdﬁ RMU @ sBMm
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Lema 3.1. Considere a equagdo diferencial

©) {zggz aamm, 0<t<T

com F continua e tal que
[E(t,u) = F(t, v)[| < Ljju—v].

Existe unica solugdo u(t) para a Equagdo (9), para 0 <t < T.

Ainda, se

LdF(tu@)|| _

2 dt -
e

U1 :uj—i-hF(jh,uj), OS]SP—L
entdo
. M M
lu(in) = wll < (1 + ALY = 1)Fh < (" = ).

O erro que pode ocorrer em calculos aproximados, causados pela precisdo da calcula-
dora que usarmos, ¢ importante, mas ndo vamos nos ater a isso aqui. Esse erro tende a
diminuir cada vez mais, com o passar do tempo ou com o avanco da tecnologia (se puder
veja [12, 13]).

O Lema 3.1 é bastante importante em andlise de métodos numéricos. Mas como pode-
mos ver, é resultado geral, e ndo diz algo sobre a estimativa de ||u, — al|, que é o que nos
interessa nessa discussdo. Serd que a forma da Equacgdo (6) pode nos mostrar algo nessa
linha?

4. CONTROLANDO A VELOCIDADE DE CONVERGENCIA

A forma de determinar uma aproximacao para a, tal que f(a) =0, por meio da direcdo
de maior decrescimento de g(u) e do método de Euler, parece que pode ser bastante lenta,
porque o erro que estimamos € proporcional a h, e ndo sabemos o qudo perto u(7") estd
de a.

Sendo assim, procuramos determinar agora se € possivel, a partir de certo ponto, esti-
mar a velocidade de convergéncia de u; para a, ou mesmo escolher outra curva u(t) em
que g(u(t)) tenha um decrescimento que conseguimos controlar ou estimar.

Para termos uma ideia de possiveis caminhos a escolher observe o argumento que se-
gue. Este raciocinio estd relacionado com teoria de controle e de funcionais de Lyapunov
(se puder veja [1, 2, 3, 6]).

A deducdo da Expressdo (3) e a regra da cadeia nos ajudam a concluir que

WO gy (e
(10) — (1), Vg(u(t)
= ((e). ()]
(

24
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Supondo que u(t) é solu¢do da Equac@o (6) e usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz
concluimos entio que

w — —(Vg(u(t), Vg(u(t)))
= —([JE(u(t)]*f(ut)), [JE(ut)]f(u(t)))
= —[|[JE ()] fu)]?

< —a(t)|f(u()]*
—2a(t)g(u(?))

sendo 0 < «(t) o menor autovalor de matriz [Jf(u(t))]*Jf(u(t)), ou seja \/«(t) é o
menor valor singular de Jf(u(t)) ([9]).

Nos argumentos a seguir aproveitamos para apresentar uma equacao diferencial que
pode ser resolvida. Por isso usamos ¢(t) no lugar de g(u(t)), e podemos supor que a(t) é
uma func¢do continua qualquer. Definimos

Sejar : [0,7] — [0, +00) uma fung¢do continua e tal que
g'(t)+2a(t)g(t) +r(t) =0.
Entdo, pelas regras do produto e da cadeia,

d (> g(t))

dt = g/ (1) + 2a(t)e? Vg )

= —PWOp(1)

Integrando ambos os lados da igualdade e usando o Teorema Fundamental do Célculo
temos que

t
204(1) — g(0) = — / 20 p(s) ds.
0

Como 0 < r(t), concluimos que

e que

Isso demonstra o lema que segue.

Lema 4.1. Seja u(t) uma solugdo da Equagdo (6) e 0 < «(t) o menor autovalor de
matriz [Jf(u(t))]* Jf(u(t)). Entdo

g(u(t)) < glug)e 2hot)ds

No caso em que a matriz Jf(a) for invertivel, existe um nimero real 0 < a < «(t) e 0
lema anterior pode ser reformulado como segue.

% RMuU @~ sBm
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Lema 4.2. Nas consicdes Lema 4.1, se Jf(a) for invertivel e ug for suficientemente pro-
ximo de a. Entdo existe 0 < « tal que

(11) g(u(t)) < glug)e™™.

Isso nos diz que a escolha da dire¢do de maior decrescimento nos dd uma curva u(t)
que, em tese, nos permite aproximar a de tal forma g(u(¢)) tenha decaimento exponencial,
desde que Jf(a) seja invertivel. Em tempos de pandemia principalmente, é conhecido que
esse decaimento € rapido. Mas determinar o valor de o pode ser uma tarefa complicada,
afinal queremos descobrir o valor de a, que supomos existir, mas que nao conhecemos.

Por outro lado, como geralmente precisamos aproximar u(¢) numericamente, uma ou-
tra pergunta interessante € a seguinte: Serd que, nas condi¢des do Lema 4.1, € possivel
que o método de Euler para resolver a Equacdo (6), com u, suficientemente préximo de
a, seja tal que ||u; — al| tenha decaimento exponencial?

A resposta dessa pergunta é sim, e o curioso é que Jf(a) precisa apenas ser uma matriz
ndo nula. Se for esse o caso, entdo Jf(u) serd também ndo nula para todo u € U e
suficientemente préximo de a, digamos, para todo u tal que ||lu — a|| < r, para algum
0<r.

Para nos auxiliar, definimos a funcdo ¢ como

o(u) =u— h[JE(u)]" f(u), lu—al| <r.
Sendo assim, se ||ug — al| < r e u; for obtido pelo método de Euler, lembrando que
Vg(u) = [Jf(u)]" f(u), entdo
w1 = o(uy).

Como f(a) = 0, temos ainda que ¢(a) = a.

Isso nos leva a observar que o método de Euler toma a forma de um método de ponto
fixo (se puder veja [12, 14]).

Usando a regra da cadeia e a regra do produto obtemos a igualdade

¢(u) = I—h[(JEW)] fu) = h[JEw)]" Jf(u)

em que / denota a matriz identidade.

Seja
si 0 0
0 s2 -+ 0 .
S*S=1, D= - - S*DS = [Jf(a)]” Jf(a)
0 0 - s

a decomposi¢do em autovalores e autovetores da matriz [Jf(a)]" Jf(a) ([9]). Segue que
1S =1157]l = 1 e que

¢ (a)]] |1 —h[JE(@)]" JE(a)|
= ||$*(1 - hD)S)|
< |II = hD||

= max |1 — hs?|
1<i<m

lﬁ"ﬁ RMU @ sBMm
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Supondo que s, < -+ < 59 < 51, podemos escolher 0 < h < 231_2 e obtermos
¢’ (a)|| = No < N < 1.
Diminuindo r, se necessdrio, a desigualdade do valor médio implica que
[p(u) —o(V)[| < Nfu=v|,  Jlu-al <r, [v—-al<r
Em particular, se ||uy — al| < r, entdo
a1 —al] = [lé(w;) — o(a)]
Nlju; — al
Nllp(uj) = ¢(a)]]

N?|lu;_; —a

IN

IN

N7"Hu - al

6—(j+1)6||uO _ a||

VAN VANNERE

em que e ? = N, 0 que nos dé o decaimento exponencial para a ||u; — a||, e demonstra
o teorema que segue. Observe que nos argumentos anteriores poderiamos ter tomado h
varidvel em cada itera¢do, mantendo a restrigdo |1 — hs?| < N < 1.

Teorema 4.3. Se a matriz Jf(a) for ndo nula e |1 — hs?| < N < 1, entdo existe 0 < r,
tal que

Iy — af] <7 = |lu; —al| < e|lug —all,
em que e=® = N, quando u; for dado pelo método de Euler para resolver a Equagdo (6).

Porém, como ndo conhecemos a, ndo temos como conhecer s; e escolher i que nos dé
o decaimento estimado para ||u; — al|, o que nos leva a se¢do seguinte.

4.1. O método de Newton. Com a resposta que obtemos nos lemas 4.1 e 4.2, nos per-
guntamos se € possivel escolher antes um valor para « e encontrar um caminho u(t) que
satisfaca a Desigualdade (11)?

No ponto em que estamos, a resposta vem rapido. Segue da Expressao (10) que

w = (JE(u(t))u'(t), f(u(t))),

o que demonstra o resultado que queremos e apresentamos agora.

Lema 4.4. Seja o > 0. Se u(t) for solugdo da equacdo

JE(u(t)u'(t) = —af(u(t))
(12) { u(0) = ug ’

entdo

Em particular,

lﬁdﬁ RMU @ sBMm
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Em tese, obtemos uma nova equacao diferencial, dada pela Expressao (12), que nos
permite controlar a velocidade em que g(u(t)) converge para 0. Mas como ocorre com a
Equacgao (6) pode ser necessario o uso de um método numérico para a aproximagao da
solucdo dessa nova equacao.

Supondo que a matriz Jf(a) seja invertivel e que u, esteja suficientemente préximo de
a, podemos mais uma vez aplicar o método de Euler para aproximar a (Unica) solucdo da
Equacdo (12), que pode agora ser escrita como

{U'(t) = —alJf(u(t)]” f(u(t)
u(0) = up

Para evitarmos o cdlculo da matriz inversa de Jf(u(¢)), escrevemos o método de Euler
como
(13) { Jf(u;)w; = —hof(u,)

Wi = uitw;
em que u(tj1) ~ Wy, tjr1 =t; + h,sendo 0 < h.

O restante da secdo nos mostra que essa nova forma de determinar u; traz alguma
melhora em relagdo a escolha de h e quanto a convergéncia de u;, quando comparamos
com o Teorema 4.3. Os argumentos que usaremos sdo quase idénticos aos que usamos
antes, por isso apresentamos aqui apenas o que achamos que difere um pouco.

Se Jf(a) for invertivel, entdo Jf(u) serd também invertivel, quando |ju — al| < r, para
algum 0 < r, e podemos definir a fun¢do

Y(u) =u— ha [Jf(u)] " f(u), |lu—al| <r.
A Expressao (13) implica que
U = ¢(u])a

caso ||up — al| < r, e, mais uma vez, vemos um método de ponto fixo relacionado ao
método de Euler, agora para outra equacgao diferencial, pois

f(a) =0, (a) = a.
Ainda,
YP'(u) = I—ha [(Jf(u))/r1 f(u) — ha [Jf(u)] " Jf(u)
= (1= ha)I — ha [(JE(w)' ] £(u)

[5(@)ll = |1 = hal.

Escolhendo 0 < h, tal que 0 < |1 — ha| < N < 1, e repetindo argumentos anteriores,
obtemos a demonstragdo do teorema que segue, o que nos dd novamente um decaimento
exponencial para ||u; — a||, mas agora podemos escolher % de forma clara. Em particular,
a restricdo imposta a & ndo impede que o mesmo varie, em cada iteracao.

Teorema 4.5. Se a matriz Jf(a) for invertivel e |1 — ah| < N < 1, entdo existe 0 < r,
tal que A
luo —all <r = [lu; —al| < e™"luo — all,

em que e ¥ = N, quando u; for dado pela Expressdo (13).
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Quanto melhor for a escolha de 1y, menor pode ser N no teorema anterior. A conver-
géncia tende a ser cada vez mais rdpida a cada iterac@o, porque u; pode ser visto como
condi¢do inicial para a proxima iterag@o.

Em tese, podemos ainda tomar N tdo pequeno quanto quisermos, quando escolhemos
ha = 1, 0 que produz o método de Newton para resolver a equacéo f(u) = 0. Sob o ponto
de vista prético, de certa forma, isso desmotiva a escolha de a # 1 na Equagéo (12), caso
tenha a intencdo de usar o método de Euler. Entretanto, tendo em mente o Lema 3.1, a
escolha de i menor pode aumentar a regido de escolha de uy em que u; converge para a.

O Lema 3.1 sugere que o método de Euler pode ser usado inicialmente para aproximar o
valor de u, ~ u(7") ~ a, usando a Equagio (6), que ¢ computacionalmente mais simples
que a Equagdo (12). Depois disso, se desconfiarmos que Jf(a) possui inversa, podemos
usar a Expressdo (13) para calcular u;, para j > p, para tentar convergéncia mais rdpido
para a. Mas se desconfiarmos que Jf(a) ndo possui inversa, ou que estd proxima disso, o
Teorema 4.3 pode ser reconfortante.

4.2. Outras possibilidades. Uma outra possibilidade para tentar aumentar a velocidade
de convergéncia de u;, dado pelo método de Euler, para a solugdo da equacdo f(u) = 0,
¢ ndo se preocupar muito com a curva u(t), que é solucdo de alguma equagdo diferencial,
e deixar h variar em cada iteragdo, com algum critério para que g(u;;1) < g(u;) (veja
(2, 3]).

Podemos também usar outros métodos numéricos para resolver as equacdes diferenci-
ais que aparecem neste texto e, com isso, diminuir o erro que cometemos nas aproxima-
coes ([11, 12]). Por simplicidade, vamos descrever o caso do método de Euler Modificado,
que € dado por

h
u((j+1)h) = ujsy = u; + h' (uj + Eu’(uj)> :

No caso da Equacdo (12), por exemplo, esse método pode ser aplicado em duas etapas.
Obtemos primeiro uma estimativa u; como

—_— h JE(u))w; = —Laf(uy)
sendo 1y = uy, e depois obtemos u; como
_ = JE(u)w; = —hof(a;)
w1 = u; + hu'(n;) = { Wi = w4 w,

Entretanto, esse método € computacionalmente mais caro que o método de Euler.
Mesmo assim, podemos usar argumentos da demonstracdo do Teorema 4.5 para mos-
trar que a convergéncia desse dltimo método € mais rdpida que a do método de 14, mas
deixamos isso para o leitor.

E possivel manipular a Expressdo (4) para obter métodos numéricos que tém seme-
lhangas com o que discutimos neste texto ([6]). Se o leitor tiver interesse em outros tipos
de métodos, ou em estimativas de custo computacional, ou desejar evitar o cdlculo de
derivadas em suas implementa¢des computacionais, sugerimos, por exemplo, a leitura do
texto [4] e referéncias.
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5. COMENTARIOS FINAIS

Para finalizar este texto, observamos que os teoremas 4.3 e 4.5 sugerem que a equagao
f(u) = 0 pode ainda ser resolvida por meio da equagdo diferencial

14 (vl = cadwenrae)

em que A(f(u(t))) é uma matriz que faz com que g(u(t)) tenha decaimento controlado,
ou estimado, de alguma forma. O uso de método numéricos para aproximar u(t¢), dado
pela Equagdo (14), nos dé vislumbres para criar varios métodos de ponto fixo para apro-
ximar a solucd@o da equagdo f(u) = 0.

Como exemplo particular, seja f(u) = Bu—v, para alguma matriz B,,, e algum vetor
v conhecido. Escolha A(f(u(t)) = [diag(B)]™}, sendo diag(B) a matriz cuja diagonal
principal € igual a de B e com zeros nas demais entradas. Entdo o método de Euler, para
resolver numericamente a versdao da Equacdo (14), nesse caso, inclui o método de ponto
fixo de Jacobi-Richardson, para resolver a equacdo Bu = v, quando h = 1. Se, em vez
disso, tomarmos A(f(u(t)) = [diag(B)+ L], sendo diag(B) + L a matriz cujos termos
acima da diagonal principal sdo nulos e os demais sdo iguais aos de 5. Entdo o método
de Euler, com h = 1, € agora o método de ponto fixo de Gauss-Seidel.
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