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ALGUNS TEOREMAS DO TIPO VALOR MEDIO:
DE LAGRANGE A MALESEVIC

MARCELO BONGARTI E GERMAN LOZADA-CRUZ

REsUMO. Nosso objetivo neste trabalho é apresentar alguns teoremas do tipo
valor médio que nao sao estudados em disciplinas cldssicas de calculo e analise
matematica. Trata-se de teoremas simples e de grande aplicabilidade na analise
matemédtica (por exemplo no estudo de equagdes funcionais, operadores integrais,
etc), matemdtica computacional, economia e outras dreas.

1. INTRODUCAO

Dos teoremas classicos da andlise matematica, o teorema do valor médio se destaca
por sua simplicidade e vasta aplicabilidade. E, sem duvida, um dos resultados mais
conhecidos pela comunidade matematica, e, sem favor algum, um dos tijolos que
constituem os alicerces do Célculo e da Analise Matematica como um todo.

O objetivo deste artigo é apresentar uma gama de outros teoremas do tipo valor
médio que somam-se ao classico e que também sao de altissima aplicabilidade,
simplicidade e contribuem para o avanco da Matematica.

Atualmente existem diversas maneiras para abordar o teorema do valor médio,
cada qual ligada a alguma meta especifica a qual se pretende chegar. Neste caso,
como queremos um panorama, acerca dos diferentes teoremas do tipo valor médio,
utilizaremos a abordagem classica.

Nossa histdria comeca em 1691 quando Rolle' usou técnicas do Célculo diferencial
e integral para provar o seguinte resultado, nosso primeiro teorema do tipo valor
médio:

Teorema 1.1 (Teorema de Rolle). Seja f : [a,b] — R uma fun¢do continua em [a, b]

e diferencidvel em (a,b). Se f(a) = f(b), entao, existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) =0,
isto €, a reta tangente ao grdfico de f no ponto (¢, f(c)) € horizontal.

Data de aceitagao: Janeiro de 2021.

Palavras chave. Teorema de Lagrange, Teorema de Flett, Condicao de Tong, Condicao de
Malesevic.

'Michel Rolle (1652-1719), matemdtico francés.
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Ainda que Rolle tenha sido merecidamente homenageado pela formalizacao do
resultado, é interessante comentar que Bhaskara II?, demonstrou um caso particular
do teorema de Rolle muito tempo antes, embora sem pouca ou nenhuma formalidade.

O teorema de Rolle ficou mais conhecido depois que Drobisch® usou o termo pela
primeira vez em 1834, seguido por Bellavitis* em 1846. Maiores detalhes podem ser
encontrados em [2].

O teorema do tipo valor médio mais famoso da historia é o teorema do valor médio
de Lagrange:

Teorema 1.2 (Teorema do valor médio de Lagrange). Se f : [a,b] = R é uma
fungdo continua em [a,b] e derivdvel em (a,b), entao existe c € (a,b) tal que

Fo =101

Este resultado foi inicialmente descoberto por Lagrange®, que o demonstrou sem,
inicialmente, fazer mencao ao teorema de Rolle. Entretanto, a deducao mais
conhecida tem como ideia principal a aplicagao do teorema de Rolle a funcao auxiliar

o) = 1)~ | POy 4 g

e esta foi feita por Bonnet®. Publicamente, o teorema do valor médio de Lagrange foi
citado pela primeira vez em um trabalho do renomado fisico Ampére’. Para maiores
detalhes, a referéncia [16] pode ser consultada.

Geometricamente, o teorema do valor médio de Lagrange diz que existe um ponto
¢ dentro do intervalo (a, b), tal que a reta tangente ao grafico de f no ponto (¢, f(c))
é paralela a reta secante que passa pelos pontos (a, f(a)) e (b, f()).

Fisicamente, o teorema do valor médio de Lagrange garante que se uma particula
possui uma trajetéria suave (¢, f(¢)) no intervalo de tempo [a, b], entao existird um
instante . € (a,b) tal que a velocidade instantanea da particula (em ¢ = ¢.) coincide
com a velocidade média de todo o percurso.

Motivado por esta aplicacdo, Cauchy® se perguntou o que poderia ser dito a
respeito de uma particula de trajetéria suave (f(t),¢(t)) no intervalo de tempo
[a, b]. Entao, Cauchy aplicou o teorema de Rolle & fungao

p(x) = [g(b) — g(a)lf(x) = [f(b) = f(a)]g(x)

e o resultado foi o que conhecemos hoje por Teorema do valor médio de Cauchy.

Teorema 1.3 (Teorema do valor médio de Cauchy). Se f, g : [a,b] — R sao fungoes
continuas em [a,b] e derivdveis em (a,b), entao existe ¢ € (a,b) tal que

F(©)lg(b) = g(a)] = ¢'()[f(b) — f(a)].

2Bhaskara Akaria (1114-1185), matematico indiano.
3Moritz Wilhelm Drobisch (1802-1896), matemético aleméo.
4Giusto Bellavitis (1803-1880), matemético italiano

%Joseph Louis Lagrange (1736-1813), matematico italiano.
SPierre Ossian Bonnet (1819-1892),matematico francés.
"André-Marie Ampére (1775-1836), fisico francés.

8 Augustine-Louis Cauchy (1789-1857), matematico francés.
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Alguns teoremas do tipo valor médio 58

Geometricamente, o teorema do valor médio de Cauchy garante que dada uma
trajetéria suave (f(t), g(t)) com t € [a, b], existird ¢ € (a,b) de tal forma que a reta
tangente a trajetéria no ponto (f(c), g(c)) é paralela a reta que passa pelos pontos

(f(a), g(a)) e (f(b),g(b))-

As demonstracoes detalhadas dos teoremas do tipo valor médio discutidos nesta
segdo podem ser encontradas em [1, Teorema 6.2.4 e Teorema 6.3.2] ou em [16,
Teorema 2.2 e Teorema 2.17]. O leitor interessado em variagoes do teorema de
Lagrange pode consultar [6]. Para variagoes e aplicagoes do teorema de Cauchy,
recomendamos [7] e [§]

2. TEOREMA DE FLETT E SUAS VARIACOES

O teorema a seguir é uma versao do classico teorema do valor médio para integrais
e a partir de observacoes acerca dele que nasce a motivagao para o teorema do tipo
valor médio que abordaremos a seguir.

Teorema 2.1. Se f : [a,b] — R é uma fun¢do continua, entao existe n € [a,b] tal
que

[ fade = s~ a).

A demonstracao do Teorema 2.1 pode ser encontrada em [16, Teorema 7.1].

Considere, agora, uma funcao ¢ : [a,b] = R como no Teorema 2.1, entao existe
¢ € (a,b) tal que
b

96 = 5= [ st

a

Além disso, se considerarmos uma tal funcao g, continua, e tal que

ofa) =0, [ gttyit o

e definirmos a funcgao

gp(q;) . i a .afg(t)dt7 T € (a, b]

0, T =a.

A fungao ¢ é continua em [a, b], derivavel em (a,b) e para x € (a,b),

/ _ _; r g()
¢ ) =~ [+ L2

Tr—a

a
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59 M. Bongarti e G.Lozada-Cruz

Observemos que, p(a) = 0 = @(b), logo segue do teorema de Rolle que existe
€ € (a,b) tal que ¢'(§) =0, i.e., existe £ € (a,b) tal que
] 13
1 = t)dt.
(1) 96 = = [ ot

a

Notemos que (1) é exatamente o teorema do valor médio para integrais com a
substituicao de b por . Olhando rapidamente para o teorema fundamental do
célculo, podemos escrever a equagao (1) da seguinte forma:

@) G'(€) =

onde G é uma primitiva de g, ou seja, G' = g.
Neste sentido, dada uma funcao g, é natural nos perguntarmos se podemos trocar

b
a condi¢ao de que [g(t)dt = 0 simplesmente por g(b) = 0. A seguir, como

a
uma consequéncia do teorema do valor intermediario, vemos que é possivel. Estas
observagoes foram feitas por Flett? e o resultado (de 1958) leva o seu nome como
homenagem.

O teorema de Flett (veja [4]) é uma variagao do teorema de Rolle onde a condigao
f(a) = f(b) foi substituida por f’(a) = f’(b). Por este motivo, dizemos que o
teorema de Flett é um teorema do tipo de Lagrange com uma condicao do tipo
Rolle, ou simplesmente, teorema do tipo valor médio com uma condicao do tipo
Rolle.

Teorema 2.2 (Teorema do valor médio de Flett [4]). Seja f : [a,b] — R uma func¢ao
diferencidvel em [a,b] com f'(a) = f'(b). Entao, existe £ € (a,b) tal que

ey S &) — fla)
3 flo = Fu—,
Demonstragao. Sem perda de generalidade podemos supor f’'(a) = f'(b) = 0, pois
caso contrario fazemos ¢ (z) = f(z) — zf'(a) e dai teremos ¢'(a) = ¢'(b) = 0.

Definamos a fungao ¢ : [a,b] — R dada por

o(z) = w, x € (a,b]
f(a), T = a.
A fungao ¢ é continua em [a, b], derivavel em (a,b] e para = € (a,b),
- 1) ple)

r—a T-—a
Observemos que, ¢(a) = 0. Se ¢(b) = 0, pelo teorema de Rolle existe £ € (a, b)
tal que ¢'(£) = 0 e o teorema esta provado.

9Thomas Muirhead Flett (1923-1976), matemético britanico.
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Alguns teoremas do tipo valor médio 60

Suponhamos ¢(b) # 0. Se p(b) > 0, segue que

_SB) =) p(b)

"(b == <0.
7 (b) b—a b—a<

Logo, para € > 0 suficientemente pequeno existe x; € (b—e¢,b) tal que ¢(b) < ¢(xy).
Como ¢ é continua em (a, 1) e 0 = ¢(a) < ¢(b) < p(z1), segue do teorema do valor
intermedidario, que existe n € (a,z1) tal que ¢(n) = ¢(b). E entdo, do teorema de
Rolle aplicado ao intervalo [n, b, existe £ € (n,b) C (a,b) tal que ¢'(§) = 0, isto é,
f/(é‘) _ f(fg:g(a).

O caso p(b) < 0 é andlogo. O

Geometricamente, o teorema de Flett diz que se uma curva (¢, f(t)) é suave no
intervalo [a,b] e as retas tangentes nos extremos (a, f(a)) e (b, f(b)) sdo paralelas,
entdo, existe um ponto ¢ € (a,b) de modo que a reta tangente ao grafico de f que
passa por (&, f(§)) também passa por (a, f(a)), como podemos ver na Figura 1.

JOF == mmmmmmmmmmeaas

\-
f(a)
F(&)

y=f'(&)(z = &)+ (8

N e I —
2
[ 2 U

FI1GURA 1. Interpretagao geométrica do teorema de Flett

Por outro lado, do ponto de vista cinematico, Flett concluiu que, se as velocidades
inicial e final de uma particula com trajetéria (¢, f(¢)) suave no intervalo de tempo
la,b] forem iguais, entdo, existe um momento ¢t; € (a,b) tal que a velocidade
instantanea da particula neste instante, é exatamente a velocidade média do percurso
até o instante t;.

Por comodidade, dada uma funcao f : [a,b] — R, chamaremos o ponto £ € (a,b)
tal que satisfaz a conclusao do teorema de Flett simplesmente de ponto de Flett.

Um exemplo bésico para exemplificar o uso do teorema de Flett pode ser dado
quando consideramos a fungao f : [—2,2] — R dada por f(z) = z® + 2z — 1. Como

% rmu @ sem
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61 M. Bongarti e G.Lozada-Cruz

f é um polinémio segue que f ¢é derivavel em [—2,2] e usando (3) vemos facilmente
que £ =1 € (—2,2) é um ponto de Flett de f.

A seguir trataremos brevemente dos resultados apresentados por R. Meyers
em 1977. Estes apresentam variagoes do teorema de Flett. As interpretacoes
geométricas e fisicas sao andlogas as interpretacoes do teorema de Flett, portanto,
nao serao verbalmente discutidas nesta secao.

Teorema 2.3 ([13, Teorema 1']). Seja f : [a,b] — R uma fun¢ao diferencidvel em
[a,b] com f'(a) = f'(b). Entao, existe & € (a,b) tal que

y= (&) (= - &+ 9

/ """ ‘
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FiGURA 2. Interpretacao geométrica Teorema 2.3

Teorema 2.4 ([13, Teorema 2|). Seja f : [a,b] — R uma func¢do diferencidvel em
[a,b] com f'(a) = f'(b). Entao, existe £ € (a,b) tal que
f(€)

e 40)
fle =1

Teorema 2.5 ([13, Teorema 2']). Seja f : [a,b] — R uma fun¢ao diferencidvel em
la,b] com f'(a) = f'(b). Entao, existe & € (a,b) tal que

(&) — f(a)
o

fie) =18

Teorema 2.6 ([13, Teorema 3|). Se f € diferencidvel e f' é continua em [a,b] e
1f(b) — f(a)][f(b) — f(a) — (b—a)f'(b)] <O0. Entao, existe & € (a,b) tal que
! o f(b) - f(a)
f(&) = T e—a

uuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuu
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F1GURA 3. Interpretacao geométrica Teorema 2.4

SO -= === - - - - -

fa
HOF == -- -2

y=f'(€)(= - &)+ f(§)
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FIGURA 4. Interpretacao geométrica Teorema 2.5

Teorema 2.7 ([13, Teorema 3']). Se f ¢é diferencidvel e f' é continua em [a,b] e

(
[f(b) — f(a)][f(b) — fa) — (b—a)f'(a)] < 0. Entao, existe £ € (a,b) tal que

f(b) = f(a)
b—&

Teorema 2.8 ([13, Teorema 4)). Se f ¢é diferencidvel e f' é continua em [a,b] e
f'(@)[f(b) — f(a) — (b—a)f'(b)] > 0. Entdo, existe £ € (a,b) tal que

f'(€) =

16 = fla)

e = =5
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63 M. Bongarti e G.Lozada-Cruz

Teorema 2.9 ([13, Teorema 4']). Se f ¢é diferencidvel e f' é continua em [a,b] e
F'®)[f() — fla) — (b—a)f'(a)] > 0. Entdo, eziste £ € (a,b) tal que

RIS ()

3. EXISTENCIA DE PONTOS DE FLETT

O assunto discutido nessa secao tem motivacao no exemplo a seguir.

Seja [a, b] um intervalo fechado que contém o 0 no seu interior e considere a fungao
f :la,b] — R dada por f(z) = |z|, que nao é diferencidvel em x = 0, entretanto,
supondo que a < x < 0 temos,

flz) = fla) _|z[—fo] _—z+a _

r—a r —a r—a

—1 = f'(z), Vz € (a,0).

Portanto, existem infinitos pontos de Flett em (a,0) C (a,b).

Este exemplo mostra que o conjunto das fungoes que satisfazem as hipdteses do
teorema de Flett estd estritamente contido no conjunto das fungoes que tém um
ponto de Flett. Portanto, é natural perguntarmos que outras condicoes suficientes
existem que garantam a existéncia de pontos de Flett.

Originalmente, em 1958, T.M. Flett demonstrou que pontos de Flett existem sob
as hipdteses de que f seja diferenciavel no intervalo fechado [a, b] e que f'(a) = f'(b).
Mas esta nao € a unica.

Os primeiros estudos sobre os resultados de T.M Flett e suas generalizagoes foram
feitos em 1966 pelo matematico Donald. H. Trahan em 1966 (ver [18]). Ele deu
uma nova condi¢ao para a existéncia de um ponto de Flett através de algumas
desigualdades, usando uma comparacao entre a inclinagao da reta secante ao grafico
da fungao f : [a,b] — R passando pelos extremos (a, f(a)) e (b, f(b)) e a inclinac¢ao
das retas tangentes ao grafico passando pelos mesmos.

Os seguintes resultados sao necessérios para a compreensao da condi¢ao de Trahan.

Lema 3.1 ([18, Lema 1]). Se f : [a,b] — R € uma funcao continua, diferencidvel
em (a,b] e f'(D)[f(b) — f(a)] < 0 entao existe ¢ € (a,b] tal que f'(c) = 0.
)-

Lema 3.2 ([18, Lema 2]). Se f : [a,b] — R € uma funcao continua, diferencidvel
em (a,b] e f'(D)[f(b) — f(a)] <O, existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.

Observemos que os Lemas 3.1 e 3.2 sao generalizagoes do Teorema de Rolle.

Teorema 3.1 (Condicao de Trahan [18]). Seja f : [a,b] — R uma funcao
diferencidvel e tal que

(4) (f'() = 1512 (f'(a) = F5=) > 0.
Entao, existe um ponto de Flett em (a,b].

Demonstracao. Considere a fungao ¢ : [a,b] — R definida por

f(z) = f(a)
o) =3 _a x € (a,b]
f'(a), T=a

% rmu &= sem
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Alguns teoremas do tipo valor médio 64

Observemos que ¢ é continua em |a, b], é diferenciavel em (a, b] e que ¢'(b)[¢(b) —
p(a)] <O0.
Logo, pelo Lema 3.1, existe £ € (a,b) tal que ¢/'(§) = 0, o que significa que
f(&) — f'(a)
/ —
f (5) - 5 —q )
ou seja, & é um ponto de Flett em (a, b]. O

No exemplo a seguir, temos uma funcao que nao satisfaz a condigao de Flett, mas
satisfaz a de Trahan e possui, portanto, um ponto de Flett.

Exemplo 3.1. Considere a fungao f : [ ,1] = R dada por f(x) = x*.

Notemos que f € diferencidvel e que f’( ) # f'(1), logo, f nao satisfaz a
condicao de Flett.
No entanto, [ satisfaz a condi¢ao de Trahan e, portanto, possui um ponto de Flett,

a saber & = % € (—%,1}.

Outra condicao suficiente para a existéncia de um ponto de Flett foi provada
por J. Tong em [17]. Um ponto interessante desta condi¢ao é que Tong s exige a
diferenciabilidade de f em (a,b), mas usa os conceitos de média aritmética de f,

AM(f) = LD o média de f, 7 (f f f(®)

Teorema 3.2 (Condicao de Tong [17, Teorema 2|). Seja f : [a,b] — R uma
fungdo continua em [a,b] e diferencidvel em (a,b). Se A (f) = F(f) entdio, f
admite um ponto de Flett em (a,b).

Demonstragao. Basta observar que a fungao h dada por
h: [a,b] — [a,b]
v h(z) = EHO G gy — [ f(t)dt.
é continua em [a, b] e diferencidvel em (a, b) com derivada
1 1
W) =S f'(@)(@ = a) + 5(f() + f(a)) = f(@).

Como h(a) =0e Z(f) = Z(f), segue que h(b) = 0. Agora, usando o teorema de
Rolle obtemos a conclusao do eorema. O]

O exemplo a seguir traz uma funcao que nao satisfaz a condi¢ao de Flett, nem de
Trahan, mas satisfaz a de Tong.

Exemplo 3.2. Considere a fungdo f(x) = arcsinz sobre o intervalo [—1,1].
Notemos que [ ndo satisfaz a condicdo de Flett, nem a de Trahan, pois nao é
diferencidvel nos extremos. No entanto, um cdlculo simples usando integragao por
partes garante que A (f) = Z(f), o que prova que a fun¢do arcsinz satisfaz a
condi¢do de Tong no intervalo [—1,1] e que, portanto, possui um ponto de Flett.

A terceira condicao se deve ao matematico B. Malesevic e é feita em termos de
uma func¢ao infinitesimal.

2.,
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65 M. Bongarti e G.Lozada-Cruz

Para tanto, seja f : [a,b] € R uma fungao diferenciavel em [a, b] e diferencidvel
um numero arbitrario de vezes numa vizinhanca a direita do ponto z = a.
Considere a expansao de Taylor de ordem um, com resto, dado por

f(@) = fla) + f(a)(z = a) + ¢(z)(x — a),
onde lim+ () = 0. Entao, definimos a func¢ao ¢ : [a,b] € R por
r—a

f) = fla)
—r -z b

(5) S01(‘7;): I —a f(a)7 .%‘E(CL, ]
0, T = a.

A partir desta fungao ¢, Malesevic demonstrou o seguinte resultado:

Teorema 3.3 (Condi¢ao de Malesevic [11]). Seja f : [a,b] — R é uma fungao
diferencidvel e p1 como em (5). Se uma das sequinte condi¢oes

Tyt (b)) pr(b) <0 e
M ¢y (a) pr(b) <O
¢ satisfeita, entao f possui um ponto de Flett.

Demonstracgao. Se a condicao T é satisfeita entao ¢} (b)[¢1(b) —¢1(a)] < 0. Logo,
do Lema 3.2 existe & € (a,b) tal que ¢}(&) =0, ie.,

e (1(6) — M=) = 0 & f(e) = 1,

Agora se a condigao M; ¢ satisfeita entdo ¢f(a)[e1(b) — ¢1(a)] < 0. Logo, do
Corolario 3 do Teorema 2 em [12] existe & € (a,b) tal que ¢/ (&) =0, i.e.,

1 (f,(§2) _ f(éz)*f(a)) =0 f(&) = f(&2)=f(a)

&2—a &2—a &2—a

OJ

Observagao 3.1. Se ambas as condicoes Ty e My do Teorema 3.3 sao satisfeitas,
entao existem dois pontos (distintos) de Flett. (veja [12]).

A relacao entre fungoes que satisfazem as condicoes de Flett, Trahan, Tong e
Malesevic é representada na Figura 5.

Observemos que Ajs # (), uma vez que f(x) = sgn(z) é uma fungdo que nao
satisfaz nenhuma das condigoes, pois nao é diferencidvel em (a,b) para qualquer
intervalo [a, b] da reta, que contenha o zero. Entretanto, possui infinitos pontos de
Flett.

Analogamente,

(i) f(z) =23 x € [-1,1] estd em A;.

(ii) f(z) =sin(z),z € [-2, %] estd em A,.
(iil) f(z) = 2% 2 € [-2,1] estd em As.
(iv) f(z) = arcsin(z),z € [—1, 1] estd em Ajs.

Prova-se que todos os conjuntos A;, i = 1,2, ..., 12 sdo nao vazios, mas a confeccao
de exemplos para i = 4,5,6,7,8,10 e 11 fogem ao objetivo deste trabalho e por isso
nao serao discutidos aqui.

% rmu &= sem
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F1GURA 5. Relacao entre as condigoes de Flett, Tong, Trahan e Malesevic

Maiores detalhes das demonstracoes e exemplos vistos nesta se¢ao, sugerimos a
referéncia [5].

4. GENERALIZAGOES E APLICAGCOES

4.1. Algumas Generalizagoes. A seguir trataremos de algumas generalizacoes e
consequencias do teorema de Flett. O teorema abaixo foi demonstrado em 1998.
Este resultado é uma generalizacao do teorema de Flett que nao exige a condigao
tipo Rolle, nesse caso o resultado ¢ mais geral. Notemos que nos dois teoremas a
seguir, o caso em que f'(a) = f'(b) é exatamente o teorema de Flett.

Teorema 4.1 (Riedel-Sahoo [16, Teorema 5.2]). Se f : [a,b] — R ¢ diferencidvel
em [a,b], entao, existe £ € (a,b) tal que
1f/(b) — f'(a
) £(O) - £la) = (¢~ ayf() - L LD =S10)
2 b—a
Demonstragao. Definamos a fungao ¢ : [a,b] — R por

olx) = fa) - IO =T gy

Fécilmente vemos que f é diferenciavel em [a,b] e

PO - S

(€ —a).

¢'(z) = f'(z) T(I —a).
Como ¢'(a) = f'(a) = ¢'(b), segue do teorema de Flett que existe & € (a,b) tal que
1oy PE) —p(a)
Portanto, existe £ € (a,b) tal que a equacao (6) é satisfeita, o que prova o teorema.

% rmu @ sem
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Inspirados, entao, pela afirmacao do Teorema 2.3, demonstra-se o resultado
abaixo.

Teorema 4.2 ([3, Teorema 2.1]). Se f : [a,b] = R € diferencidvel em |a,b], entao,
existe £ € (a,b) tal que

1/(b) - f'(a)

SR Ut I

fb) = (&) = (b= f (&) +

O resultado abaixo é também uma generalizacao do teorema de Flett com outra
condigao do tipo Rolle f(a) = f"(b).

Teorema 4.3 ([15, Exercicio 5.3.11(b)]). Seja f : [a,b] — R duas vezes diferencidvel
e tal que f"(a) = f"(b). Entao, existe £ € (a,b) tal que

_(E—a)?

2 f//(g)

O resultado abaixo é andlogo ao Teorema anterior, também com a condicao do
tipo Rolle f”(a) = f"(b).

Teorema 4.4. Seja f : [a,b] — R duas vezes diferencidvel e tal que f"(a) = f"(b).
Entao, existe £ € (a,b) tal que

_ / (b _ 5 )2 "
f0) = f(&) = (b= F(E) = —5 ().
A demonstracao do Teorema 4.4 é andloga a demonstracao do Teorema 4.3 e
portanto deixamos como exercicio para o leitor.
Os Teoremas 2.2 e 4.3 foram generalizados por I. Pawlikowska em [14] para fungoes

n vezes diferencidveis, com a condigdo do tipo Rolle ™ (a) = f™(b).

Teorema 4.5 ([14, Lema 2.2]). Seja f : [a,b] — R n vezes diferencidvel e tal que
f™(a) = f™(b). Entdo, existe £ € (a,b) tal que

7€) flay = 30 T

=1

(€ —a)' f9).

1!

4.2. Algumas Aplicagoes. A seguir vamos apresentar algumas aplicacoes do
teorema de Flett. Vamos tratar, principalmente, dos trabalhos feitos por C. Lupu e
T. Lupu em [9] e por C. Lupu em [10].

O objetivo desta secao é apresentar algumas propriedades importantes sobre
alguns operadores integrais, como o de Volterra.

Lembremos que C([0, 1]) denota o conjunto das fungdes continuas reias definidas
em [0,1] e C'([0,1]) é o conjunto de todas as fungoes reais continuamente
diferenciaveis definidas no mesmo intervalo.

%% rRmu @~ sBm
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Definamos operadores T, .S : C([0,1]) — C([0, 1]) por

TR0 = ¢l0) - [ ola)da

t

(50)(0) = t0(t) - [ wvlz)d

0

As seguintes propriedades valem para os operadores T' e S.

Teorema 4.6 ([9, Teorema 2.11]). Se f,¢:[0,1] — R sdo fungoes continuas, entao
existem &1,&2,&3 € (0,1) tal que

1

/ f(x)dz (Tg)(£) = / g(0)dz (TF)(&)

(Tf)(&2) = (S£)(&)

1

/ f(2)de (Sg)(E) = / g()dz (S) ().

=]

Teorema 4.7 ([9, Teorema 2.12]). Se f,g:[0,1] — R sdo fung¢ées continuas, entao
existem &1,& € (0,1) tal que

(1 ==)f(x)dx (Tg)(&) = [ (1 —x)g(x)de (Tf)(&)

(1 — ) f(x)dx (S9)(&2) = [ (1 —x)g(x)dx (Sf)(E2).

S O —_
O\H O\H

As demonstragoes dos Teoremas 4.6 e 4.7 encontram-se com detalhes em [9,
Teorema 2.11 e Teorema 2.12].

O seguinte resultado é a versao equivalente do teorema do valor médio de Flett
para o teorema do valor médio de Cauchy e é criticamente utilizado para obter os
resultados seguintes.

Teorema 4.8 ([10, Lema 2.1]). Sejam f,g : [a,b] — R fun¢oes diferencidveis em

la,b] com ¢'(x) # 0 para todo x € |a,b] e g:ég; g:((zg Entao, existe £ € (a,b) tal que
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Denotemos por L?((0,1)) o espago vetorial das fungoes reais quadrado integraveis
a Lebesgue sobre (0, 1), i.e

b
L*((0,1))= {f : (0,1) — R: f é Lebesgue mensuravel e/ fA(x)dw < oo}.

Observemos que para fungoes continuas no intervalo (0, 1) a integral de Lebesgue
e de Riemann coincidem, logo podemos pensar num primeiro momento no espago
L?((0,1)) como sendo o espago das fungoes continuas em (0,1) cujo quadrado é
Riemann integrdvel em (0,1). Mais ainda, o espago L*((0,1)) é um espago vetorial
normado com a norma

112201y = (/f daz) ,feLQ((O,l)).

Definigao 4.1 (Operador de Volterra). Sejam f € L?((0,1)) ex € (0,1). Definimos
o operador de Volterra, V', por

V. L*(0,1) — L2((0 1))
fooo = v g“f

Sejam W, ¢ : [0,1] — R fungoes sendo ¥ continua e ¢ diferencidvel com ¢'(z) # 0
para todo z € (0,1). Definimos o operador do tipo Volterra com peso

t) = /gb(:):)\ll(a:)dx

No que segue, definimos os espacos

el ) 1= {9 € €'t #(0) # 0.0 € o) 0(0) =0}
Crruta[a, ]) = {feC’([a,b]):/f(x)da::O}.

Teorema 4.9. Seja [ € Cprua(la,b]) e g € C([a,b]), com ¢ (x) # 0 para todo
x € |a,b]. Entao, existe £ € (a,b) tal que

VoS (§) = gla) - VF(E).

Demonstragao. Consideremos as fungoes ¢, 7 : [a,b] — R dadas por

F@)g(z)dr — g(t) | f(z)dz e
/ /

n()—g)
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Como ¢ é diferencidvel segue que

t

¢ = f090) - () [ 1) +0050) = ~40) [ sy

p'(a) _
')
Por outro lado, ¢'(b) = —¢'(b) [ f(z)dz = 0 pois f € Crua([a,b]), e dai,

Observemos que ¢'(a) = 0, assim

Equivalentemente
£ 4 £
J f(@)g(@)dz —g(&) [ fx)dz  —g'() [ f(z)dx
9(€) — 9(@) G

Disso segue que

7 f(x)g(z)dr = g(a) j f(x)dz.

0J
Teorema 4.10. Se f, g sao fungoes reais continuas em [0,1] e ¢ € €([0,1]), entdo
existe £ € (0,1) tal que
1

Vof () / g(x)dz — Vyg(€) / f(x)da

— $(0) (vm) / g(x)dz — V(€) / f(:r)d:r) .

0 0

Os detalhes da demonstragao do Teorema 4.10 podem ser encontrados em |10,
Teorema 2.4]. Além disso, algumas observagoes a respeito deste teorema sao
pertinentes:

(i) Se ¢(0) = 0 entao existe £ € (0, 1) tal que
1 1
Vid (€) [ gta)ds = Vagl€) [ )i

0 0
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Em particular se ¢(x) = x, existe £ € (0,1) tal que
1

jf(x)dxjmg(x)dx: /g(w)dxixf(:v)dx.

0 0 0

(ii) Considere o espaco L? com peso dado por

Li((),f) = {u :(0,) = R: /0€ u?(2)o(z) do < oo}

e equipado com a norma

¢ 1/2
lulizoe = ([ @otas) . we 0.6

Substituindo f e g por f? e ¢g* temos que existe £ € (0,1) tal que
1 1
Vaf(©) [ @)do=Vig'©) [ Pato
0

0
1 1

— (0) Vf2(§)/ g2<x>dx—v92<£>/ A (a)dz |
ou seja,

|9H%2(o,1)— HgHii(o,g)HfH%Z(o,n

= o(0) (117206 191172001) = [19[720.6) 1 F1[72(0.1)) -
Desta 1ltima igualdade, se ¢(0) = 0, obtemos

112 0

(7) A2z 0.0 1911220,0) = 19ll22 0,6) || f 1 20,1
Escrevendo a equagao (7) da seguinte maneira

Hf”Li(O,g) _ 1 2200,1)
HQHL;(Q@ ||9HL2(0,1) ’

(8)

concluimos a seguinte propriedade interessante: dadas duas funcgoes f,g que tem
normas iguais (ou proporcionais) em L?(0,1), e se for dada uma fungao peso nao
constante ¢, entao existe um nimero £ € (0,1) onde as normas das fungoes serao
iguais (ou proporcionais) em L3(0,&).

5. PROBLEMAS EM ABERTO

O estudo de condigoes necessérias e suficientes para a existéncia de pontos de Flett
(veja secao 2) nao é, até onde sabemos, completo. Recorde que a funcao f(x) =
sgn(z) pertence ao conjunto Ay, (veja a Figura 5), portanto, ndo satisfaz nenhuma
das condigoes discutidas anteriormente. No entanto, possui infinitos pontos de Flett.
Esta observacgao, sozinha, torna natural trés perguntas, ainda nao respondidas na
literatura:

% rmu &= sem
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Pergunta 5.1. Além das apresentadas meste trabalho, existem outras condicdes
suficientes para a existéncia de pontos de Flett?

Pergunta 5.2. Eziste uma condi¢ao necessdria para a existéncia de pontos de Flett?

Pergunta 5.3. Assumindo que uma fungao possua pelo menos um ponto de Flett.
Sob quais condicoes este seria unico?
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