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MERGULHOS CLASSICOS DE VARIEDADES
GRASSMANNIANAS: UMA VISAO GERAL

IVO TEREK COUTO

RESUMO. Neste artigo discutiremos conceitos basicos sobre variedades Grassman-
nianas  em particular a motivacdo e o contexto histérico por tras do seu surgi-
mento, como tais objetos aparecem em Geometria (Diferencial e Algébrica) hoje
em dia, e alguns mergulhos isométricos de Grassmannianos em esferas e espagos
projetivos.

1. INTRODUGAO E UM POUCO DE HISTORIA

Em Matematica, Geometria Diferencial é o estudo das chamadas variedades dife-
renciaveis, objetos que “localmente se parecem” com o espago Euclideano usual R"
com o qual estamos acostumados, desde cursos basicos de Algebra Linear. Trocando
R™ por C™ e “diferenciabilidade” por “holomorfia”, inicia-se a discussao na categoria
complexa. Em todo caso, sendo uma area ativa de pesquisa, é natural que cursos
de Geometria Diferencial sejam frequentes e bem estabelecidos em programas de
pos-graduacgao nao apenas no Brasil, mas em universidades no mundo inteiro afora.

Neste texto, vamos brevemente explorar uma classe de variedades rica de sime-
trias e propriedades interessantes, injustamente negligenciada na maioria dos cursos
introdutorios de variedades diferencidveis e Geometria Riemanniana. Comegamos
com uma ideia simples: fixado de uma vez por todas um espaco vetorial V sobre
um corpo IK, pode-se considerar o conjunto de todas as K-retas em V passando pela
origem. Explicitamente:

PV = {L C V| L é um subespago vetorial de V e dimL = 1}.

Dizemos que PV é o espaco projetivo associado a V. Quando V = K"t escreve-
mos simplesmente P(IK"™!) = IKP". Uma generalizagao natural consiste em passar
de retas (i.e., subespagos 1-dimensionais) para subespacos k-dimensionais, e assim
passamos a considerar

GriV = {W C V| W é um subespaco vetorial de V e dimW = k},

Data de aceitacao: Setembro de 2020.
Palavras chave. Geometria Diferencial, Grassmannianos.
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de modo que claramente temos PV = Gr;V. Este conjunto GryV é chamado o
Grassmanniano de k-planos de V, e serd o protagonista desta historia.

Agora, ha dois fatos histéricos particularmente surpreendentes e que merecem
algum destaque. O primeiro deles, é que a ideia de um “espaco Grassmanniano”
precede a formalizacao do conceito de variedade diferenciavell Com efeito, a pri-
meira edigdo da Teoria da Extensao (Ausdehnungslehre) de Hermann Grassmann
(1809-1877) foi publicada em 1844, enquanto a grande aula inaugural de Bernhard
Riemann (1826-1866) na Universidade de Gottingen ocorreu apenas em 1854! O
segundo deles, é que Grassmann nunca teve uma educacao formal em Matematica
e nunca foi professor universitario, tendo iniciado sua carreira como matematico re-
lativamente “tarde” e dai em diante trabalhando como professor no que hoje mais
ou menos equivale ao nosso Ensino Médio (o gymnasium alemao). Por outro lado, é
seguro dizer que Grassmann foi um exemplo tipico da versatilidade dos cientistas de
antigamente, tendo investido muito de seu tempo também em Teologia, Filologia,
Filosofia e Fisica.

Fica entao a pergunta: se a ideia original de Grassmann nao comegou como sugeri-
mos acima, qual foi a motivagao? Surpreendentemente simples, foi representar uma
particula com massa m > 0 localizada em coordenadas (x,y, z) em um espaco Eucli-
deano tridimensional como uma quadrupla (mx, my, mz,m). Deste modo, o centro
de massa de um sistema formado por duas tais particulas (m;x;, m;y;, m;z;, m;),
1 =1, 2, é descrito apenas pela soma

(myxy + maxa, Mayy + Maya, Mi2zy + MaZa, My + My).

Quando o “peso” de tal centro de massa é zero, descrevemos a direcao dada pelo
vetor (rq — 2,91 — Yo, 21 — 22) — neste momento, o leitor familiarizado com Geo-
metria Projetiva talvez reconheca algum semblante de coordenadas homogéneas de
um plano projetivo. Uma massa nao-nula pode ser assumida como 1, e isto levou
Grassmann a analisar matrizes das formas

(331 Y1 21 1) o <$1 Y 21 O)

Ty Yo 2o 1 Ty Yo 29 0)7

bem como analogos de ordem mais alta. Por outro lado, mediante escolhas de
bases, note que elementos de Gri(K"™) sao identificados com classes de equivaléncia
de matrizes de ordem k x n com entradas em K e posto méaximo, onde diremos que
A ~ B se os espagos-linha de A e B coincidem (isto ¢, as linhas de A geram o mesmo
subespago de K™ que as linhas de B).

Vale observarmos que mesmo tal linguagem simplificada também nao foi utilizada
no Ausdehnungslehre original, que dispensou completamente formulas mateméaticas
e tratou apenas de argumentos filosoficos extremamente gerais, sendo (por falta de
um termo melhor) intragéavel. Mas de qualquer modo, dai em diante o resto foi
historia.

Infelizmente, o potencial das descobertas de Grassmann nao foi devidamente re-
conhecido na época. Mas hoje, vemos claramente como estes objetos sao ubiquos em
Geometria, nao apenas pura mas também aplicada. A titulo de ilustracao, alguns
exemplos:
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3 Ivo Terek

1. Em Geometria Riemanniana, Grassmannianos complexos sao exemplos particu-
lares de variedades de Kéhler-Einstein homogéneas e localmente simétricas (ve-
remos isto na Secao 3). Recordamos que uma variedade Riemanniana (M, g) é:
Einstein se o seu tensor de Ricci é um miultiplo constante de g; Kéhler se esti-
ver equipada com uma estrutura quase-complexa paralela; localmente simétrica
se o seu tensor de curvatura é paralelo. Aqui, “paralelismo” é sempre relativo a
conexao de Levi-Civita de g.

2. Em Geometria Algébrica, Grassmannianos sao exemplos classicos de variedades
projetivas (entederemos isto melhor na Se¢ao 4). Por variedades projetivas quere-
mos dizer subvariedades de espacos projetivos descritas como o conjunto de zeros
de alguma colecao de polinémios homogéneos.

3. Em Geometria Simplética, o Grassmanniano de subespagos Lagrangeanos de um
espago vetorial simplético (V,€2) é uma ferramenta importante para estabele-
cer propriedades do chamado indice de Maslov: um isomorfismo explicito entre
mSp(V, Q) e Z, onde Sp(V, Q) é o grupo de simplectomorfismos de (V,2) e m; é
o funtor grupo fundamental. Para mais detalhes, veja [8] e [10].

4. Em Otimizagao, ha o chamado algoritmo de Riemann-Newton: uma generaliza-
¢ao do método de Newton conhecido dos cursos basicos de Calculo, agora para
aproximar zeros de campos de vetores em variedades Riemannianas. Tal algo-
ritmo é descrito explicitamente para variedades Grassmannianas em [1]. Claro
que esta nao é a unica situacao em que Grassmannianos aparecem em problemas
mais computacionais — veremos na Sec¢ao 4 um mergulho motivado por proble-
mas desta natureza.

Para mais contexto historico e detalhes sobre a vida de Grassmann, recomendamos
o Capitulo 3 de [6]. Neste ponto, o leitor deve estar razoavelmente convencido da
relevancia de entender o minimo sobre Grassmannianos. Mas com o que GriV
se parece? Nosso objetivo final aqui é tentar responder, mesmo que de maneira
possivelmente vaga, tal pergunta. E para isto, vamos ter que sujar nossas maos um
pouco.

Gostaria de agradecer a Andrzej Derdzinski pelos varios comentarios uteis e ao
parecerista anénimo por apontar algumas correcoes a serem feitas na versao inicial
deste texto.

2. CALcULO EM GRASSMANNIANOS

Como nosso objetivo inicial é realizar Calculo, comecemos assumindo que o corpo
com o qual trabalharemos ¢ I{ = R ou K = C, e também que n = dimgV > 1 (a
nao ser que digamos o contrario). Denotando uma k-upla ordenada [z, - - - 23] € V**
de elementos de V apenas pela letra ¥ (digamos, em fonte gotica), consideramos a
variedade de Stiefel de k-referenciais de V:

StyV = {¥ € V** | ¥ ¢ linearmente independente}.

Vemos que St;V é um subconjunto aberto do espaco vetorial V**, e portanto ¢ uma
variedade diferenciavel. Ainda, temos uma projecao canodnica II: StV — GriV, que
leva % no subespaco de V gerado por 2. Com isto, equipamos GriV com a topologia
quociente induzida por I, que herda (direta ou indiretamente) todas as propriedades

% rRmu = sBm
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boas de St,V, e mais. Isto é, Gr;V torna-se um espago topologico compacto, conexo,
Hausdorff e com base enumeravel. A construcao de um atlas para Gr,V parte de
uma ideia simples: dada qualquer aplicacdo linear sobrejetora f: V — KF e um
ponto W € Gr;V, vale de duas uma: ou f|w é um isomorfismo, ou nao é. Entao
considere o subconjunto aberto

Ur ={W € GrV | f|lw é um isomorfismo}

de GrV, e defina @;: Uy — f(eg) x -+ x f~1(ex) declarando ¢ (W) como a tnica
base (ordenada) de W que ¢ levada por f na base canonica (eq, ..., e;) de K¥. Um
calculo direto mostra que a funcao de transicao entre duas tais cartas é uma aplicacao
diferenciavel (resp., holomorfa) entre abertos de R (resp., C*¥) — observando que as
entradas da inversa de uma matriz nao-singular sao fungoes racionais das entradas
da matriz original). Assim, concluimos a:

Proposigao 1. GriV é uma variedade (real ou complera) de dimensio (real ou
compleza) igual a k(n — k).

Antes de prosseguirmos, ha trés comentarios instrutivos a serem feitos.

1. Como recuperar, neste contexto, a descri¢ao de Grg(IK™) em termos de classes de
equivaléncias de matrizes, dada na Secdo 17 Basta notar que temos uma acao
(livre) de GLg(K) em St;V pela direita, dada por mudanga de bases: (¥, A) — %A.
Assim, GriV é o quociente Stg(V)/GLg(K).

2. Ha outra acao em St,V, desta vez pela esquerda, pelo grupo de automorfismos
GL(V): nada mais é do que uma acao diagonal dada por avaliacdo. Em outras
palavras, se ¥ = [z1--- 2] e T € GL(V), entao colocamos T% = [Tz, ---Txy)|. E
o ponto chave para descrevermos concretamente os espacos tangentes a GriV na
Proposicao 2 adiante é que esta acao é compativel com a acao descrita no ponto
acima, isto é, vale que T(¥A) = (T%)A, em vista da linearidade de T.

3. Quando k =1 e lidamos com PV, ¢ simples descrever as cartas (Uy, ¢f) explici-
tamente: dado L € Uy, tome um vetor « € L nao nulo (ou seja, tal que L = Kx),
de modo que ¢(L) = z/f(x). Veja a ilustracao a seguir:

P
/./

e P

0

ker f ) \

Em particular, quando V = K" as cartas (U;, ¢;) = (Un,, ¢r,) ja cobrem KP",
onde para cada i de 0 até n, m;: K" — K é a projecdo na i-ésima componente.
Cada pré-imagem 7; '(1) é isomorfa & K" mediante o deletamento da i-ésima
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componente. Isto nos da

i Ti—1 Tj+1 T
wl([xoxn]):<” ? , ’L—}—,'.‘7n>7

onde [zg : - -+ : x,| denota a reta gerada pelo vetor (xo,...,z,), como talvez seja
mais familiar para o leitor.

Grassmannianos sao suficientemente abstratos para que nao seja imediato reco-
nhecer seus espacos tangentes. Afinal, o que seria o vetor velocidade de uma curva
de subespacos de V?

Proposicao 2. Ty Gr,V = Hom(W,V/W).

Demonstracao: Recordando que temos a projecao II: StV — GrV e, portanto,
a sua derivada dIlg: V** — Tri(x)Gr1V, a descrigao do isomorfismo é simples:

Hom (W, V/W) 3 H — dll;(H%) € TyCr,V,

onde ¥ € StV é qualquer base de W e H:W —Vé qualquer levantamento linear de
V. Obviamente a aplicacdo acima serd linear e sobrejetora (pois cada dllx o &), de
modo que ser um isomorfismo segue de ambos Hom(W,V /W) e T\yGr;V possuirem
a mesma dimensao (finita). Assim, o verdadeiro obstéculo aqui consiste em mostrar

que nada depende das escolhas de ¥ e H.

e Se H1 e HQ sao dois levantamentos lineares do mapa H fixado, entao a
diferenca H2 — Hg W — W toma valores em W. Para t real pequeno o
suficiente, Z—i—t(HQ — Hl)! ¢ uma base de W, de modo que aplicar II e derivar
em t = 0 nos da que dH;(le) = dH;(ng).

e Se ¥ e ¥, sao duas bases de W, podemos escrever ¥, = ¥ A, onde A € GL(K)
¢ a matriz de mudanca de base. Denotando também por A a sua acao
(linear!) pela direita A: StV — St;V, vale que I o A = II. Tomando a
derivada total dos dois lados desta igualdade no ponto ¥;, a regra da cadeia
nos da que dllg, 0 A = dllg,. E avaliando no vetor Hx,, finalmente obtemos
que dllg, (H%) = dllg, ((H%)A) = dllx, (H (% A)) = dlls, (H%).

O

E como usar tal isomorfismo na pratica? Se temos uma curva t — W(t) em
GrV, usamos W também para denotar W(0), e queremos entender o que o vetor
H =W(0): W — V/W faz, devemos descrever Hzx, para x € W arbitrario. Para
tanto, escreva W(t) = kerT'(t), com T'(t): V — V para cada t. Tome uma curva
t — x(t) com z(0) = x e z(t) € W(t) para cada ¢, de modo que T'(t)z(t) = 0.
Derivando tal igualdade em ¢ = 0, obtemos que T"(0)x+7(0)2’(0) = 0. Moralmente,
o que queremos é dizer que Hx = 2/(0), mas a relagdo anterior nos diz que z'(0) so
estd determinado modulo ker 7'(0) = W. Entao que seja Hz = 2/(0) + W, e vamos
em frente.

Proximo passo: se N é qualquer variedade (real ou complexa), uma funcao dife-
rencidvel (ou holomorfa) f: GryV — N ¢ identificada unicamente com uma funcao

f:StsV — N do mesmo tipo, com a propriedade adicional de que f( ) = f(IA)

7 RMU @% sBm

REVISTA MATEMATICA UNIVERSITARIA



Mergulhos classicos de variedades Grassmannianas 6

para toda A € GLi(K) — via a relagao foll = f Entao a regra da cadeia nos diz
que dfw(H) = dﬁ(ﬁz), onde ¥ é qualquer base de W e H & qualquer levantamento
linear de H.

Note também que uma vez escolhido um produto interno em V, o quociente V/W
é identificado com o complemento ortogonal W+. Isto geralmente facilita alguns cal-
culos, como veremos no restante do texto. Vejamos alguns exemplos bem concretos
de tudo o que foi descrito até agora:

Exemplo 3 (Projetivizagoes). Cada aplicagao linear injetora T: V; — Vy entre
dois espagos vetoriais induz uma aplicagao Gri(T'): GryV; — GriVs via imagens
diretas, ou seja, Gry(7)(W) = T[W]. Com esta defini¢ao, vemos que Gry de fato
tem um comportamento funtorial (ou seja, valem Gry(T o S) = Gry(T) o Gry(S)
e também Grg(Idy) = Idg,v). Suponha agora, para facilitar, que V. = V; =V,
e que T' € GL(V). Dado um vetor tangente H € T\yyGriV qualquer, realizado por
uma curva suave t — W(t), tomamos uma curva com ¢ — y(t) € T[W(t)], de modo
que d(Gri(T))w(H) = ¢'(0) + T[W]. Mas derivando em ¢ = 0 a curva invertida
t — T ly(t) € W(t), vemos que HT 'y = T-!(y/(0)) + W, e assim concluimos
que d(Gry(T))w(H) = THT 'y + T[W], onde T ¢é o isomorfismo V/W = V/T[W]
induzido por T. O grupo de transformacoes {Gry(7") | T' € GL(V)} tera um papel
importante na Se¢ao 3. Quando k = 1, tal grupo é denotado por PGL(V). Restrin-
gindo de GL(V) para SL(V), ou O(V) ou U(V) (quando V tiver estrutura adicional),
também faz sentido falarmos em PSL(V), PO(V) ou PU(V).

Exemplo 4 (Projegoes ortogonais). Equipe V com um produto interno (-, -), real
ou complexo, fixe u € V e defina F': Gr,V — V por F(W) = pryu. Se H: W — W+
é um vetor tangente a GripV em W, tome uma base ortonormal ¥ para W e calcule
k k k
FW) = (ua)z; = dBw(H) =Y (u,Ha)z;+ Y (u,z;)Ha;.
i=1 i=1 i=1
Como H toma valores em W+, segue que dFy (H) = H*pry.u+ Hpryu. No calculo
acima, ha talvez um passo nao-trivial: a saber, que de fato podemos tomar as curvas
t — x;(t) € W(t) sempre ortonormais (para todo instante ¢ e nao apenas para t = 0)
e mantendo a propriedade x}(t) = Hz;(t). Caso seja necessario, substituimos H por
H + T, para algum operador anti-simétrico T: W — W, afinal valera que
k k
Z(u, Tx;)x; + Z(u, xi)Tx; = =T pryu + T pryu =0
i=1 =1
e, como T toma valores em W, H 4+ T determina o mesmo vetor que H no espago
tangente TywGrV.

Exemplo 5 (Dualidade). Considere desta vez a aplicagdo polar, denotada aqui
por Pol: GryV — Gr,_iV*, que leva um subespaco W no seu espago aniquilador
WO = {f € V*| flw = 0}. Sabemos da Algebra Linear que Pol é bijetiva, e também
que V*/W? =2 W*. Set s x(t) € W(t) et — f(t) € W(t)° sdo curvas com W(0) = W,
W' (0) = H, 2(0) = z e f(0) = f, derivar os dois lados de f(¢)z(t) = 0 imediatamente
implica que f'(0)x = —f(Hz). Isto quer dizer que d(Pol)w(H) = —H*, onde H* é

REVISTAMATEMATICAUNIVERSITARIA . $0CIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATI(
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a aplicagao dual de H. Logo Pol é um difeomorfismo local pelo Teorema da Funcao
Inversa (e portanto um difeomorfismo global por ja ser bijetora).

Como uma tiltima curiosidade para esta se¢do, note que se E — M é um fibrado
vetorial sobre uma variedade M, tudo o que fizemos até agora pode ser aplicado de
forma suave ponto a ponto, nos dando fibragoes localmente triviais Gr,E — M, para
cada k. Note que o espaco total GriE é compacto sempre que a base M o for. Esta
construcao pode ser utilizada para expressar de forma elegante algumas curvaturas
de uma variedade Riemanniana (M, g). Por exemplo, a curvatura seccional é uma
fungao K: Gro(T'M) — R, o tensor de Ricci avaliado quadraticamente ao longo
de vetores unitarios nos da uma fungao Ric: PT'M — R que é constante precisa-
mente quando (M, g) é Einstein, e por af vai. Se M* é uma subvariedade de algum
(V,(-,-)), a aplicacdo de Gauss generalizada é¢ G: M — GrgV que leva x em T, M,
e sua derivada (identificada com uma aplicagdo bilinear T, M x T, M — (T,M)*) é
precisamente a Segunda Forma Fundamental de M em V.

3. A METRICA NATURAL EM Gr;V

Suponha que V esta equipado com um produto interno (real ou complexo) h, e
seja g = Reh (no caso real temos g = h, e no caso complexo h pode ser recuperado
de g via a relagdo h = g —ig(i-,-)). Por Wt sempre denotaremos o complemento
h-ortogonal de W. A métrica natural em Gr;V é definida do seguinte modo: dados
W e GriV e Hy, Hy € TwGriV, escolhemos uma base h-ortonormal ¥ para V, e
(ligeiramente abusando da notacdo) decretamos que

k
gw(Hy, Hy) = ZQ(Hﬂi,Hﬂi)-

i=1
Para ver que a escolha de ¥ nao importa na definicdo acima, observe que vale a
igualdade gw(H1, H2) = Retr(HjHs). Com isto, temos uma métrica Riemanniana
g em GriV (que no caso IK = C é compativel com a estrutura complexa de Gr;V, ou
seja, gw(iH1,1H2) = gw(H;, Hy) para todos os vetores tangentes Hy, Hy € TwGrV).
A significancia geométrica deste produto é que se consideramos a variedade de Stiefel
de k-referenciais h-ortonormais de V,

Str(V,h) = {x € V¥ | h(z;, 2;) = &;; para todos os 1 < i,j < n},

a restricao I1: Stx(V, h) — GriV torna-se uma submersao Riemanniana — um con-
ceito nao apenas amplamente estudado por si s6 em Geometria, mas também muito
util para o estudo de variedades homogéneas, por exemplo. O artigo original [9] onde
tais submersoes aparecerem pela primeira vez é acessivel e apresenta varias formu-
las relacionando as geometrias do espaco total e da base da submersao. Por outro
lado, expressar a geometria de St;(V, h) (i.e., a conexao V, a curvatura R, etc.) de
forma limpa quando k > 1 é surpreendentemente trabalhoso (veja [11] para calculos
matriciais da curvatura seccional de Sty (R"), e [13] e [14] para Gry(IK"™*)). Quando
k=1, St;(V, h) é apenas uma esfera e a métrica definida acima em PV é chamada a
métrica de Fubini-Study. Mesmo este caso particular é de extrema relevancia pois,

% rRmu = sBm
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quando K = C, PV com esta métrica acaba por ser o modelo de forma espacial com-
plexa com curvatura seccional holomorfa constante e positiva (veja [7]). De qualquer
modo, mencionamos na Secao 1 que GriV é rico em simetrias. A seguinte classe de
isometrias é grande o suficiente para os nossos propositos:

Exemplo 6. O grupo de transformagoes
{Grp(T) | T € GL(V) e T*h = h}

age em Gr,V por isometrias. De fato, como estamos usando h para identificar
quocientes de V com seus subespagos, a derivada de Gry(7) é dada simplesmente
por d(Gr(T))w(H) = THT™'. Se % ¢ uma base h-ortonormal para W, T% ¢ uma
base h-ortonormal para T[W], e assim segue que

grw) (TH T, THT™") = gw(H1, Hy)

para quaisquer H;, Hy € TyyGriV, usando a defini¢ao da métrica g em GriV. Como
caso particular, fixado W, podemos considerar T como a reflexao ortogonal sobre W,
ou seja, T = Idy — 2 pry.. Dai ¢ = Grg(7) satisfaz p(W) = W e dpw = —Idg,arv
— e isto tem indmeras consequéncias que exploraremos em breve. Note que se
T:V — V é areflexdo ortogonal sobre algum subespaco Z fixado, um subespaco de
V é T-invariante se e somente se for a soma direta de um subespago de Z com um
subespaco de Z*:

A primeira consequéncia é que GryZ é uma subvariedade totalmente geodésica de
Gr,V para todo subespago Z C V com dimensao pelo menos k, pelo seguinte argu-
mento: a discussao acima nos leva a considerar o subconjunto () de Gr,V formado
pelos pontos que sao fixos por todas as isometrias de GriV induzidas por isometrias
lineares de V que restritas a Z sao Idz; Sendo precisamente o conjunto de pontos
fixos de uma familia de isometrias de GrV, vale que @) é a uniao disjunta de sub-
variedades totalmente geodésicas de GryV (possivelmente de dimensoes diferentes).
Tais subvariedades acabam por ser Gr,Z e {W € Gr;V | Z+ C W}.

Neste ponto, podemos nos perguntar se estas sao todas as subvariedades total-
mente geodésicas de Gr,V. Em geral, a resposta é nao, e ha varios estudos sobre tais
subvariedades com propriedades geométricas adicionais, como por exemplo em |2]
e |12]. Quando k = 1, a situac¢do ¢ bem mais simples: por exemplo, quando K = C
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vale que toda subvariedade (complexa, conexa, completa) e totalmente geodésica
N de PV é N = PZ para algum subespaco Z de V: se r = dim N, tomamos
Z=Lae@,_, HL], onde L € N é qualquer reta e {Hy,...,H,} ¢ uma base para
TN (afinal, subvariedades totalmente geodésicas nas condi¢oes dadas sao determi-
nadas por um ponto e seu espaco tangente).

Exemplo 7. Continuando o Exemplo 6, nos concentremos por um instante no caso
k = 1. Mostramos que PO(V) C Iso(PV,g) no caso real e PU(V) C Iso(PV,g)
no caso complexo. Na verdade, vale que estas sdo todas as isometrias (holomorfas,
quando KK = C), i.e., valem igualdades acima. Mais precisamente, é possivel mostrar
que dada uma isometria linear ¢: T, (PV) — T1,(PV), existe uma tnica isometria
linear T: V. — V tal que d(PV)_, = ¢ (construida explicitamente a partir de um
levantamento de ). Para GriV com k # 1 e n — 1, isto ja ndo é mais verdade em
geral: usando o produto h para identificar V com V*, a aplicacao GrpV — Gr,_;V
que leva W em W+ nada mais é do que Pol, vista no Exemplo 5. Vejamos que Pol &
uma isometria. Com efeito, d(Pol)w(H) = —H*, onde H*: W+ — W agora denota
o adjunto de H, donde

gwi(—H",—H") =Retr((H*)"H") = Retr(H"H) = gw(H, H).
Mas quando n = 2k > 4, Pol nao é induzida por nenhuma isometria linear de V.

O Exemplo 6 nos permite aplicar para (Gr;V, g) uma observacdo geral da Algebra
Linear: se B é um tensor r vezes contravariante e s vezes covariante em um espaco
vetorial Z, com r + s impar, que é preservado por —Idz, entao B = 0. Com efeito,
(—Idz)*B é simultaneamente igual a B (por hipotese) e também igual a —B (pois
r+s é impar). Como a aplicagao antipoda de cada espago tangente a GryV é realizada
como a derivada de uma isometria, podemos aplicar isto ponto a ponto para VR
e VJ (onde R é o tensor de curvatura e, no caso K = C, J é a estrutura quase-
complexa dada por JH = iH), que possuem valéncia total 5 e 3, respectivamente.
Obtemos o:

Corolario 8. (GryV,g) € uma variedade localmente simétrica e, quando K = C,
também € de Kdhler.

A 1ltima propriedade mencionada na Secao 1 que ainda nao estabelecemos é que
(GriV, g) é uma variedade de Einstein. Isto acaba sendo um caso particular de um
argumento mais geral sobre variedades homogéneas, entre as quais Grassmannianos
estao inclusos. Digamos, no caso K = C, fixado W € Gr,V, o estabilizador de W
sob a acao U(V) O GrV é o produto U(W) x U(W*), de modo que pelo Teorema
da Orbita e do Estabilizador, temos

U(v)
U(W) x U(WL)’
No caso real, trocamos U por O acima. Dito isto, se G é um grupo agindo por
isometrias em uma variedade Riemanniana (M, g) e fixamos = € M, o estabilizador
G, age em T, M via derivadas (mais precisamente, define-se g - v = dg,(v), onde
g: M — M), o que nos permite considerar as chamadas representacoes de isotropia
da acao. E vemos que se em algum z € M, esta representagao é irredutivel, ou seja, o

A
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espago tangente T, M nao possui subespagos G -invariantes, entao (M, g) é Einstein,
pelo seguinte motivo: se usamos g, para considerar Ric, como um operador linear
auto-adjunto em T, M, o fato de G, agir por isometrias nos diz que os autoespacos
de Ric, sao G, -invariantes, e logo a irreducibilidade implica que Ric, = A\g, para
alguma constante A € R. Mas novamente, G age por isometrias em M, entdao se
Ric, = A\g, vale para algum ponto x € M, vale para todos os pontos. Um argumento
ligeiramente técnico mostra que a representacao de isotropia da agao de U(V) em
GrV é irredutivel, e assim obtemos o:

Corolario 9. (Gr,V,g) € uma variedade de Einstein.

4. ALGUNS MERGULHOS CLASSICOS

4.1. O mergulho de Pliicker. Os produtos h e g em V induzem produtos (que
também denotaremos por h e g) na k-ésima poténcia exterior V¥ via determinantes
de Gram. Mais precisamente, definimos

h(ml/\/\xkvyl/\/\yk) = det ((h(muy]))k )’

ij=1
e similarmente para g. Deste modo, o espago projetivo P(V/*) também ganha uma
métrica de Fubini-Study. Se W € Gr,V e escolhemos uma base ¥ para W, podemos

considerar o k-vetor (ndo-nulo) x; A - -+ Az, e mudando a base para ¥ = ¥A, com
A € GLg(K), vale que

Ty N ANay =det(A)xy A Ay

Isto quer dizer que W determina uma certa reta em V**. O mergulho de Pliicker
P: GryV — P(VM) leva W nesta reta P(W). Verifiquemos que P ¢é, de fato, um
mergulho isométrico. Olhando para expressoes em coordenadas nao é dificil ver
que P ¢é diferenciavel (ou holomorfa se K = C). Em seguida, vejamos que P é
injetor: se P(W) = P(W’) e escolhemos bases % e ¥ para W e W', escrevemos
Ty N~ ANxp, =x1 A -+ Az Por absurdo, se ) € W, entao temos que

O£\ AT AN ANop=2] ANy A Az, = 0.

Repetir o argumento com qualquer x; no lugar de z) nos da a inclusao W' C W,
e logo W' = W pois ambos tem dimensao k. Assim, como Gr,V é compacto, uma
vez que também mostrarmos que P ¢ uma imersao, P serd automaticamente um
mergulho. E para mostrar que cada derivada dP,, ¢ uma aplicagao linear injetora,
vamos colocar a carroca na frente dos bois e mostrar logo que é uma isometria linear.
A regra do produto nos da que dp,,: Hom(W, W+) — Hom(Pp(W),p(W)*) ¢ dada
por

k
APy (H) (w1 A-- Aag) =Y oy A Az AHazg Axigg A Ay
=1

Com efeito, note que o lado direito da relacao acima estd em iP(W)l, visto que o
i-ésimo termo da soma
k

Zh(xlA/\xz—l/\sz/\xz—i-l/\/\xkaxl/\/\xk)
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é o determinante da matriz obtida substituindo a ¢-ésima linha da matriz de Gram
(h(xi, x;))F =y por (h(Hx;, xy) -+ - h(Hxy, x)) = (0---0).

E finalmente, para mostrar que dwa preserva as métricas naturais, suponha agora
que a base ¥ escolhida para W é h-ortonormal. Com isto, é suficiente mostrar que

k
APy (H) (@1 A~ Az)l® =) | Hal P,
=1

visto que o lado esquerdo ¢ igual a gpw) (AP, (H), APy, (H)) ¢ o direito ¢ gw(H, H).
Isto talvez requeira um esfor¢co de visuzalizacdo do leitor, mas o lado esquerdo é a
soma sobre ¢ e j dos determinantes das matrizes descritas do seguinte modo: comece
com a identidade de ordem k, troque a i-ésima linha e a j-ésima coluna por zeros, e
insira na posicao (7, j) o produto g(Hz;, Hx;). Os tinicos termos nao-nulos ocorrem
para i = j e assim obtemos a soma dos ||Hz||?, como desejado.

Isto conclui a demonstracdo, mas ainda ha dois comentarios instrutivos a serem
feitos, agora que o trabalho duro esta feito.

e Primeiro, para cada elemento o € V"* podemos considerar o subespaco
Wo={zxeV]aArz=0}deV. Quando a = x1 A --- Az, ou seja, o é
decomponivel (e portanto na imagem de P), temos que o — W, é a inversa
de P.

e Segundo, podemos reconciliar o que foi feito acima com o a situacdo em que
V = K" e temos a descri¢ao de Gry(KK") dada na Secdo 1. A aplicagao P deve
levar a classe de equivaléncia de uma matriz A de ordem k X n com posto
méximo em uma certa reta em um espaco de dimensao n!/k!(n — k). Mas
este é exatamente o nimero de menores principais de order k£ que uma matriz
k x n tem! Ou seja, teremos que P([A]) = (i | 1 < i3 < -+ < i <,
onde p;,..;, ¢ o subdeterminante de A formado pelas colunas 7y,... 3. O
fato de A ter posto maximo garante que realmente temos um elemento bem

definido em IKP(Z)A. A letra p, naturalmente, vem de Pliicker. E este ponto
de vista é o que evidencia que Grassmannianos sao variedades projetivas.
Por exemplo, temos coordenadas [p11 : p12 : P13 : P14 : Po3 © P2 © P3a| para
Gry(K*) mergulhado em KP5. Como Gry(K?) tem codimenséo 1, esperamos
poder descrevé-lo como o conjunto de zeros de um tnico polinémio. Dito e
feito, temos piapss — P13p2s + Prap23 = 0. Isto pode ser repetido em dimensdes
maiores, com mais equagoes, e descrito de forma intrinseca (isto é, sem apelar
diretamente para matrizes)  veja [4], por exemplo.

4.2. O mergulho de Conway-Hardin-Sloane. Dado W € Gr.V, sempre pode-
mos escrever a soma direta V = W @ W, e tal decomposicao nos fornece a projecao
ortogonal pry,: V — V. Claramente pry, é um operador auto-adjunto com traco k/n
que determina W completamente. Por outro lado, recorde que dado qualquer opera-
dor linear T € gl(V'), definimos a parte sem trago de T como Ty =T — (tr(T')/n)Idy.
E T, juntamente com o numero tr(7") determina 7' completamente, no sentido de
que se denotamos por gly(V) o espago dos operadores lineares em V com trago zero,
a aplicacao
gl(V) 2 T — (Ty, tr(T)) € gly(V) x K

A
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é um isomorfismo de algebras de Lie. Entao, denotando por glg"™ (V) o espaco dos

operadores auto-adjuntos em V com traco zero, é natural considerar a aplicacao
¢: GrpV — gly™ (V) dada por €(W) = (pry)o. Como estamos interessados em
Geometria Diferencial, precisamos de uma métrica no espago gy’ (V) para continuar
a discussao. A boa e velha métrica Euclideana servird para os nossos propositos:
(T,S) =Retr(TS5)/2.

Com isto em maos, a afirmagao é que nao apenas € é um mergulho isométrico,
mas também a imagem de GriV sob € é um subconjunto da esfera em gl (V) de
raio \/k(n — k)/2n.

A discussao acima ja mostra que € é injetora. Escrevendo

1
(prw)o = — ((n — k)pry — kprws ),
vemos que
1 9 9 _ k(n—k)

((Prw o, (Prw)o) = o2 ((n—k)*k +K*(n — k) = oy
Finalmente, vejamos que a derivada d€yy preserva as métricas dadas. Dado qualquer
H € TwGrV, como pryy, e (pry)o diferem por algo (constante) que nao depende de
W, o Exemplo 4 nos da que d€w(H) = H*pry. + Hpry,. Um céalculo direto implica
que vale a identidade d€y(H)? = H*Hpry, + HH*pry., ¢ portanto

(Aw(H), d€w(H)) = 5 (2Retr(H" H)) = gw(H, H),

concluindo o argumento (pois novamente, uma imersao isométrica injetora com do-
minio compacto é automaticamente um mergulho).

Historicamente nao é claro se tal mergulho de fato é devido a Conway e seus cola-
boradores, mas a atribuicao nao deixa de ser valida em vista de suas surpreendentes
aplicagoes. Em [3], tal mergulho é utilizado no estudo de empacotamentos de retas
em RR? (e mais geralmente, no empacotamento de subespagos k-dimensionais de R™,
que nos traz de volta a GryV), em uma pesquisa interdisciplinar relacionada com o
tratamento de tumores por meio de lasers de alta energia.

4.3. Os mergulhos de Segre e Veronese. Se (Vi,h;) e (Vq, hy) s@o espagos com
produtos internos (reais ou complexos) e escrevemos ¢; = Re h;, para i = 1,2, como
na Sec¢ao 3, o produto tensorial Vi ® Vy também ganha um produto h caracterizado
pela relagao

h(z1 ® 2,91 @ ya) = ha (21, Y1) ha(T1, 72),
e similarmente definimos um produto real g a partir de ¢g; e go. Em particular, cada

Grassmanniano de V; ® V5, ganha uma métrica natural. E a operacao de produto
tensorial pode ser vista como uma aplicacao

T Grklvl X GI‘k2V2 — Grk1k2 (Vl &® Vg),
explicitamente dada por T(Wy, Wy) = W; ® W,. Vejamos que T é injetora: suponha
que W; @ Wy = W @ W), onde assumimos que Wy, W| € Grg, Vi e Wy, W), € Grg,Vs.

Sem perda de generalidade, é suficiente mostrar que W; C W/. Tomamos x € W; e
fixamos y € Wy, nao-nulo. Se nao tivemos xz € W/, existira ¢ € Vi com ¢(x) =1 e
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dlw, = 0, donde segue o absurdo y = (¢ ® Idy, )(r ® y) = 0, visto que z ® y ¢ uma
soma de tensores puros em W} ® W). Portanto devemos ter x € W/.
Prosseguindo, temos que a derivada desta aplicacao ¥ é a aplicacao linear

d‘I(Wl,Wﬂ : T‘W1 GrkIVI X TWZGrk2V2 — TW1®W2Grk1k2 (Vl ® V2)

dada por

dTw, we) (H1, Hy) = Hy @ Idw, + Idw, ® H,.
Mas se % ¢ uma base hj-ortonormal para W; e p ¢ uma base he-ortonormal para W,
entao {z; @ y; | 1 <i < ky,1 < j < ky} é uma base g-ortonormal para W; @ W,.
Usando a caracterizacao de g em V; ® Vg, obtemos

g(W17W2)((H17 HQ)J (H17 HQ)) = ngWl (H17 Hl) + klgWQ (H27 H2)7

donde pelo menos segue que T é um mergulho suave, apesar de nao ser isométrico.
Mas quando temos que k; = ko = 1 (que incidentalmente é equivalente a relagao
k1 = kg = k1ks entre as dimensoes dos subespagos envolvidos), obtemos o chamado
mergulho de Segre de um produto de espagos projetivos: PV; x PVy — P(V; ® Vs).
Isto imediatamente se generaliza para um mergulho isométrico

ﬁPVi — P (® VZ)
i=1 i=1

quando temos r espacos Vi,...,V,. Quando tomamos V =V; = -..- =V, compor
T com o mergulho diagonal A nos da ainda outro mergulho isométrico

PV —— (PV)*" —— P(V®"),

onde V®" denota a r-ésima poténcia simétrica de V. Observe que a homotetia
causada pelo mergulho diagonal A é desfeita pela normalizagao da métrica natural
em V® (ou seja, considerar P(V®") ao invés de P(V®") nos d& apenas um mergulho
homotético). Este é chamado o mergulho de Veronese de grau r de V.

Estes dois mergulhos combinados nos dao uma gama de exemplos de subvari-
edades de espacos projetivos, e sao frequentes tanto em Geometria Diferencial e
Geometria Algébrica. Por exemplo, quando temos V = K3 e r = 2, o mer-
gulho de Veronese v: IKP? — IKP5 resulta nas coordenadas homogeneas consis-
tindo de todos os produtos possiveis (dois a dois) entre as variaveis x,y, z, isto é,
v(fx:y:z])=[2%:y*: 2%t yz : 2z : xy]. Uma exposi¢iao bastante detalhada sobre
variedades de Segre e Veronese, do ponto de vista da Geometria Algébrica, pode ser
consultada em [5].
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UMA INTRODUCAO A SOMATORIOS FRACIONARIOS:
APRENDENDO A SOMAR UMA QUANTIDADE NAO INTEIRA DE
PARCELAS

AGDA TALITA GALVAO E JOCEMAR DE QUADROS CHAGAS

RESUMO. Neste artigo apresentamos uma introducdo a teoria de somatdrios fraciond-
rios, que permite considerar somas finitas com quantidades nio inteiras de parcelas. Este
tipo de somatério tem seu primeiro registro em um exemplo devido a Euler, em uma pu-
blicacdo de 1755 [7], mas s6 voltou a ter vez na literatura em 2005 [18]. Expomos os
axiomas, a definicdo de funcoes fraciondrio-somdveis e a férmula fundamental para so-
matdrios fraciondrios propostos por M. Miiller e D. Schleicher, além de alguns exemplos,
incluindo o exemplo de Euler. Como este artigo €, possivelmente, o primeiro registro em
lingua portuguesa sobre somatorios fraciondrios, excluida a dissertag@o [11], para facili-
tar a leitura do texto e a ambientacdo do leitor com os detalhes introduzidos nesta teoria,
mostramos o passo-a-passo de muitos dos procedimentos realizados.

1. INTRODUCAO

Ao longo da histéria o conceito de niimero foi desenvolvido gradualmente. Inicial-
mente eram conhecidos apenas nimeros naturais, depois nimeros racionais, negativos,
reais e complexos, introduzidos em alguma ordem conforme o decorrer da evolucdo da
humanidade, quando surgiam necessidades, por exemplo, de contar animais, particionar
objetos, registrar dividas, etc.

E provavel que a primeira operagio matemdtica a surgir tenha sido a adicdo, surgida a
partir da sistematizac¢do do processo natural de contagem. O modo como a contagem foi
abstraida, junto com alguns dos sistemas usados para representar quantidades por meio
de simbolos, os nimeros, permitiram que algumas propriedades das quantidades fossem
observadas, como por exemplo a possibilidade de efetuar de uma vez s6 a adi¢ao de dois
ou mais objetos a um grupo, em vez de somar um objeto de cada vez. O entendimento
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da operacio aditiva foi sendo constantemente aprimorado, por exemplo, com o estabele-
cimento das propriedades comutativa e associativa:

i) A adicdo é comutativa: a +b=0b+a ;
ii) A adicdo é associativa: a+ (b+c¢) = (a+b) + ¢,

entre outras. A notagdo que usamos para escrever sinteticamente uma soma longa (com
uma quantidade finita ou infinita de parcelas) utiliza o simbolo . Nos referimos a esta
forma de denotar um somatdrio como notagdo sigma, pois “Euler estabeleceu a notacdo
de somatério que usamos hoje, usando sigma, uma letra grega maidscula, para o simbo-
lizar a soma.” (ROSA, [22]). A origem e difusdo desta notag¢do sdo melhores pontuadas
por Cajori ([3]):

O sinal de somatoério é devido a Euler (1755), que diz: “summam in-

dicabimus signo ¥, ou seja, X indica o sinal de soma. Este simbolo

foi utilizado por Lagrange, mas, de resto, recebeu pouca atengdo du-

rante o Séc. XVIIL - - - O simbolo X para expressar “soma’” aparece

novamente em La Théorie Analytique de la chaleur de Fourier, pu-

blicada em 1822, e nas fung¢des elipticas de Jacobi em 1829. Cauchy
n

utilizou trés indices m, n, r, como em » rfr.

m

Segundo Graham ([12]), a expressdo ZZ:1 f(k), onde n é um nimero inteiro positivo,
nos diz para incluir na soma precisamente aqueles termos f (k) cujo indice k& € um inteiro
que se encontra entre o menor e o maior limites 1 e n, inclusive. Por ser uma notacdo
compacta, elegante, e por ter propriedades que facilitam operacdes algébricas, a notacio
sigma para somatorios € muito importante em varios campos da matematica, bem como
em outras dreas como estatistica, fisica, quimica, etc.

Quando s@o considerados somatérios com um nimero infinito de parcelas, conhecidos
por séries numéricas (cuja notacao traz o simbolo co no limite superior do somatério),
inicialmente deve-se decidir se a série é convergente, e se for, é interessante tentar cal-
cular seu valor numérico, sendo importante conhecer o comportamento das sequéncias
envolvidas (ver, e.g., [17]).

Estes conceitos (somatdrio cldssico e séries numéricas) estdo bem claros para os ma-
tematicos da atualidade, e encontram-se inseridos em livros didaticos dos mais variados
niveis de estudo, na maioria das vezes usando a notagdo sigma para somatorios dire-
tamente (ou seja, sem uma sec¢do prévia introduzindo a notacdo), indicando que ela &
considerada pelos autores de tais livros como sendo de conhecimento pleno por todos (e
€ muito provavel que seja).

Mas que significado podemos atribuir a um somatdrio do tipo Z f(v),quando z € R

v=1

ouC?

Passamos agora a olhar para somatérios onde os indices sdo de ordens ndo-inteiras,
chamados indices de ordens arbitrarias, que abrangem indices racionais, reais e até mesmo
complexos, aos quais convencionou-se chamar indices fraciondrios (da mesma forma que
na nomenclatura do cdlculo fraciondrio - ver, e.g., [4], [14], [21]). Por exemplo, quais
seriam as somas dos primeiros —7 nimeros de uma sequéncia, ou dos 7 primeiros termos

% rRmu ass
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17 A. T. Galvao & J. Q. Chagas

da série harmodnica? Este tipo de somatdrio vem sendo tratado, recentemente, com o nome
de somatorio de indices fraciondrios, ou apenas somatorio fraciondrio ([1], [18]).

Miiller e Schleicher ([20]) comentam que poderiamos pensar que um método para cal-
cular este tipo de somas deveria ter sido descoberto ha pelo menos duzentos anos, mas
para surpresa desses autores (e nossa) uma tal teoria ndo parece ter sido investigada na
literatura ou ser conhecida pelos especialistas antes de 2005 ([18]), além de breves ob-
servagdes esporadicas, nem mesmo no trabalho de Euler ([6], [7]), que nos brinda com
um belo exemplo de uma soma com um nimero racional de termos, ao utilizar uma soma
com um nimero nao inteiro de termos como um dos métodos para introduzir funcdes. De
fato, Euler apresentou o primeiro exemplo de somatério fracionério:

—1/2 ]

(1) > - = —21n(2).

v=1

No entanto, uma formula¢do adequada do problema e sua solugdo foram apresentadas
apenas a partir de 2005 por Miiller e Schleicher ([18], [19], [20]), que entre varios exem-
plos encontraram o interessante caso onde somatdérios fraciondrios podem ser utilizados
para obter a fun¢éo gama, denotada por I'(z), e que em certo sentido estende a nogéo de
fatorial de um ndmero para os nimeros reais (e complexos).

Como afirmam Tenreiro Machado et al. ([16]) os conceitos de “fracionario” embutidos
nos conceitos de diferencial e de integral de fun¢des permitem uma notavel e frutifera
generalizacdo do sistema de operadores do cdlculo cldssico, e acreditamos que o mesmo
ocorrerd com o conceito de somatério. A extensdo do significado da insercdo adequada
de ordens fraciondarias nos operadores cldssicos da matemadtica pode ser comparada ao
avango que ocorreu na antiguidade quando surgiu a necessidade do conceito de nimeros
racionais, € na sequéncia € em momentos posteriores, dos irracionais e dos reais. O
sucesso destas “novas” ferramentas em aplicacdes as ciéncias de alguma forma podem
superar outras possiveis generalizagdes matematicas e ajustar-se melhor a modelagem de
fendmenos fisicos, contribuindo assim para o desenvolvimento da fronteira da ciéncia,
mas ainda é cedo para fazer a mensuracdo desta contribuicdo no caso dos somatorios
fraciondrios.

Pretendemos, com base nos trabalhos de Miiller e Schleicher ([18], [19], [20]) e de
Euler ([6], [7]), apresentar em lingua portuguesa os conceitos bdsicos da teoria para so-
matorios fraciondrios. Partiremos de um pequeno nimero de axiomas bem motivados,
e apresentaremos uma definicdo Unica para somatérios com um ndmero nao inteiro de
termos. Utilizando a defini¢do, mostraremos exemplos de identidades dos somatorios
classicos que permanecem validas no contexto dos somatdrios fracionarios, e além disso,
apresentaremos dois exemplos de somas fraciondrias que nao encontram expressao equi-
valente para somatorios cldssicos.

2. SOMATORIOS FRACIONARIOS - OS AXIOMAS
Consideraremos o contexto de fun¢des complexas definidas em C, isto €,

f:C — C

% rRmu ass
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Uma introdugdo a somatérios fraciondrios 18

onde se deseja somar quantidades ndo inteiras de termos deste tipo. Neste texto, x,y, z €
s sdo usados para representar nimeros complexos, enquanto f e g representam fungdes
complexas definidas em C ou seus subconjuntos, sujeitos a condi¢des que serdo especifi-
cadas na préxima secao.

A primeira necessidade € apresentar condi¢des naturais para somas com um nimero
complexo arbitrario de termos: os axiomas, que listamos a seguir.
Axioma (S1) - Continuidade da soma:

S + Y ) =3 fw).

v=y+1

Axioma (S2) - Invaridncia por translacao:

Y fwW) =) fw ).

Axioma (S3) - Linearidade para constantes arbitrarias \, ;1 € R:

Y

STOMW) +ug@) =AY F0) + 1> g(w).

v=x

Axioma (S4) - Consisténcia com a definicao classica:

Axioma (S5) - Somas de monomios:
Para cada d € IN, a aplicacdo
2 Z Ve
v=1

€ holomoérfica em C (fung¢des holomorfas sdo fungdes definidas sobre um subconjunto
aberto do plano complexo C com valores em C e que sdo diferencidveis em cada ponto;
ver e.g. [9]).

Axioma (S6) - Continuidade no deslocamento a direita:
Se lim f(z+ n) = 0 para cada ponto z € C, entdo
n—oo

Yy
) lim > flv+n)=0.

Mais geralmente, se existe uma sequéncia de polindmios (py),, .y de grau fixo, tal que
|f(z 4+ n) — pn(z +n)| — 0 quando n — oo para todo z € C, entdo vale

Y Y
3) S fw+n) = puv+n)| — 0.

Os primeiros quatro axiomas (S1) - (S4) sdo tdo 6bvios e necessarios, que € dificil
imaginar construir uma teoria para somatorios que os violem. Com esses quatro axiomas,

% rRmu = sBm
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19 A. T. Galvdo & J. Q. Chagas

facilmente pode ser verificado que vale

D@ =)+ f2) 4+ f(n)

para cada n € IN, de forma que, ao considerar esses quatro axiomas, fica estabelecida a
consisténcia com a defini¢do cldssica de soma.
O axioma (S5) € motivado pelas conhecidas férmulas
n

nn+1) = o nn+1)@2n+1) < ;3 (nn+1) g
j{: V= 44442544—3 2{: ve = 6 ; 2{: v = (iZ) )

v=1 v=1 v=1

e férmulas similares para poténcias superiores. Se respeitamos os axiomas (S1) - (S5),
todas essas formulas permanecem vélidas ao considerarmos valores n € C arbitrarios.
Finalmente, o axioma (S6) também pode ser apresentado como uma condi¢do natural.
No caso mais simples (2) estd expresso o fato que, se f tende a zero quando seu argumento
tende ao infinito, entdo a soma sobre "o dominio limitado" [z, y] deve fazer o mesmo. Em
(3) o mesmo se aplica, apenas € acrescentada uma aproximagao polinomial para a funcio

f
Para uma grande classe de fungdes f, hd uma maneira tnica de definir um somatério
z
Z f(v) com z € C que respeita a todos os axiomas (S1) - (S6). Na préxima se¢do
v=1

iremos apresentar tal definicdo, e denotaremos tais somas, os somatorios fraciondrios,

com o simbolo Z fw).

v=1
3. SOMATORIOS FRACIONARIOS - UMA DEFINICAO UNICA

Para ganhar experiéncia no uso dos axiomas (S1) - (S6) para o manejo de somas e come-
car a compreender como tais axiomas podem ser usados para determinar de forma tinica
um método para somar uma quantidade ndo inteira de termos, comecaremos somando

x

polindmios. O caso mais simples € uma soma do tipo g ¢, onde ¢ € C € constante e

v=1
r € R.
1/2
Como um primeiro exemplo, vamos somar E c. Se consideramos o axioma (S1)
. v=1
valido, podemos escrever
1/2 1 1
E c + E c= c.
v=1 y:3/2 v=1

Ao aplicarmos o axioma (S2) na segunda parcela do lado esquerdo desta equacio, e o
axioma (S4) no lado direito, obtemos

1/2 1/2
Zc + Z c=c,
v=1 v=1
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Uma introdugdo a somatérios fraciondrios 20

€ assim

Por linearidade, este procedimento simples pode ser estendido para definir qualquer soma,
com um nimero racional de termos, de polindmios.

O lema 3.1, a seguir, serd necessdrio na proposi¢do 3.2 para a definicdo de soma fra-
ciondria de uma fungdo polinomial (soma com quantidade de parcelas racional, real, ou
mesmo complexa).

Lema 3.1: Para qualquer polinémio p : C — C, de grau m, existe um tinico polinémio
P:C — Ctal que P(0) =0e P(z) — P(z — 1) = p(z) para todo z € C.
Demonstracao: Fixado qualquer polindmio p : C — C de graum, paran = 1,2, --- ,m+

1 definimos o, = Z p(i) e consideramos os m + 2 pontos (0, 0) e (n, o, ). Pelo teorema

de interpolacdo delLlagrange (ver, e.g., [5], [13]), existe um tnico polindmio P de grau
maximo m + 1 que passa por esses m + 2 pontos, isto é, com P(0) = 0 e P(n) = «, para
1<n<m+1,talque P(n) — P(n — 1) = p(n).

Tomamos agora ¢ : C — C definido por ¢(z) = P(z) — P(z — 1); o grau de ¢ é no
maximo m, e vale ¢(n) = P(n) — P(n—1) = p(n) para 1 <n < m+ 1. Segue portanto
que g = p, ou seja, P(z) — P(z — 1) = p(z), para todo z € C (em particular, o grau do
polindmio P é m + 1). O

Apresentamos, a seguir, a defini¢do para a soma fraciondria de uma fun¢do polinomial.

Proposicao 3.2: Para qualquer polinomio p : C — C, seja P : C — C o tnico
polindémio tal que P(0) = 0e P(z) — P(z — 1) = p(z) para todo z € C. Entdo:

(D A definicdo de soma fraciondria de polinémios dada por

Y

e > p(v) = Ply) = P(z—1)

V=x

satisfaz os axiomas (S1) a (S6).

(II) Inversamente, toda teoria de soma que satisfaca aos axiomas (S1), (S2), (S3), e
(S4) também deve satisfazer a defini¢do (4) para todo polinémio p e para todo
x,y € C com diferenca racional, i.e., comy — v € Q.

(II) Toda teoria de soma que satisfaca aos axiomas (S1), (S2), (S3), (S4) e (S5) tam-
bém deve satisfazer a definicdo (4) para todo polindémio p e para todo x,y € C.

Demonstracao: Dado um polindmio p : C — C, para provar a afirmacio (I), tomamos o
Unico polindmio P como no lema 3.1.

B
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21 A. T. Galvao & J. Q. Chagas

Para verificar que o axioma (S1) é satisfeito pela eq. (4), calculamos:

Y

STo0) + 3 plr) = P()— Ple— 1)+ Ply) — P((z+1) — 1)
R 0 ST

= > ).

Para verificar que o axioma (S4) ¢ satisfeito pela eq. (4), calculamos:
> p(v) = P(1) = P(1— 1) = P(1) — P(0) = p(1).

Para verificar que o axioma (S5) € satisfeito pela eq. (4), basta notar que para cada
d € N, existe um tnico polindmio P : C — C tal que P(0) = 0e P(z) — P(z — 1) = 24,
de forma que podemos escrever

> V"= P(z) - P(1-1) = P(z) — P(0) = P(2)

para qualquer z € Z, e polindmios sdo holomorfos em C (ver, e.g., [9]).

Para verificar que o axioma (S2) é satisfeito pela eq. (4), consideramos o polindmio
p, e para cada s € C, definimos os polindmios p, P:C— C respectivamente por
P(z) = p(z + s) e P(z) := P(z + s) — P(s), de forma que o polindmio P satisfaz
P(0) =0e P(z) — P(z — 1) = p(z). De fato:

P(0) = P(0+s)—P(s) =0: e
P(z) = P(z—1) = P(z+s)— P(s) — (P(z — 1+ 5) — P(s))
= P(z+s)—P(z+s—1)
= p(z+s)
= p(2).
Segue portanto

Y

dYopwts) = Y )

vV=x

= P(y)— Px—1)
= (P(y+s) = P(s)) = (P(z = 1+5) = P(s))
= Ply+s)—Plz+s—1)

= > ).

v=x+s
Para verificar que o axioma (S3) € satisfeito pela eq. (4), consideramos A\, x € R, o
polinémio p, um outro polindmio ¢ : C — C e o tnico polinémio () : C — C que satisfaz
a@Q0) =0eQ(z) — Q(z — 1) = ¢q(z) para todo z € C, conforme o lema 3.1.
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Definindo o polindmio r : C — C por r(z) := Ap(z) + uq(z) para todo z € C, o
polindmio R : C — C definido por R(z) := AP(z) + uQ(z) para todo z € C satisfard
R(z) — R(z — 1) =r(z) e R(0) = 0. De fato:

R(0) = AP(0) = AQ(0) = A0 —p.0=0—0=0:¢

R(z)—R(z—1) = E/\P(z) +pQ(2)) — (AP(z — 1) + pQ(z — 1)
= (AP(2) = AP(z — 1)) + (4Q(2) — nQ(= — 1)
P(z) = P(z — 1)) + n(Q(2) = Q(z — 1))

Entdo, calculamos:

Y

> (Apw) +uaw) = > r)

v=x v=x

— R(y)— R(z—1
= (AP(y) +pQ(y)) — (AP(x —1) + pQ(z — 1)
= (AP(y) = AP(z —1)) + Eu@(y) — pQ(z — 1)
= A(1;’(?;) — P(x » 1) +p(Qy) — Q(z — 1))

Para verificar que o axioma (S6) € satisfeito pela eq. (4), consideramos o espaco linear
V,n de polindmios complexos de grau menor ou igual am € NN, e ao definirmos ||p|| :=
m

Z |p(i)| para p € V,,, introduzimos uma norma em V,,,. Definimos entdo o operador
=0

Yy
linear Y : V,, — C através de > Y p = Zp(l/). Como dim(V,,) = m+1 < o0, 0
V=
operador Zz € limitado (e, portanto, continuo).
Assim, se (¢n)nenw C Vi, € uma sequéncia de polindmios que converge para zero na
norma || - || a0 n — oo, isto é, se lim ||g,|| = 0, vale a convergéncia lim Y Y ¢, =0
n— 00 —0

n

em C.

Nesse contexto, a convergéncia constante na afirmacio (3) do axioma (S6) € obtida ao
considerarmos a sequéncia de polindmios (g, ),en dada por ¢, (z) := p(z+n) —p,(z+n)
e observarmos que a convergéncia pontual de |g,(z)| para zero, dada como hipétese no
axioma (S6), implica na convergéncia para zero da sequéncia ¢, na norma || - || e, por
seguinte, na convergéncia para zero de Y ” ¢, em C, isto &,

nh_)r{)lo (Zp(z +n)— an(z + n)) =0.

V=x

Obs.: Para a verificagao do axioma (S6) foram necessarios conceitos de analise funcional,
que podem ser consultados em [2].

B
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Para provarmos a afirmacdo (II), supomos que existe alguma definicdo que permite
Y

obter a soma fracionaria Z p(v) e que respeite os axiomas (S1) - (S4), e estendemos a

v=x

1/2
- c .
ideia que usamos para mostrar que E c=3. Tomamos inteiros 7, s > 1 e, usando o

v=1

axioma (S1), podemos escrever

N

r (s—1)r
T s s

Zud—il/d+ZVd+...+ Zs: v+ 27: I/d,
v=1

v=1 y:%«l,»l v— (5752)7“_"_1 V:(5;1>T+1

onde o lado esquerdo é um somatorio cldssico, que sabemos determinar o valor. Usando
os axiomas (S2) e (S3), podemos rearranjar o lado direito como segue:

. T rqr r42r r4 (s=r
SUED TS SEED DTSSR DY
v=1 v=1 y:£+1 V:%%»l v— (s—l)r+1
: : o o (s—D)r
= +0)"+ <+7>+ (+—)+ + (+ )
Lo )i 2
s—1 %
- kr
=33 |+ ]
5
k=1 v=1
s—1 %
DD B(CFL RN
k=1 v=1
s—1 % s—1 % ]{37"
_ d Krya _ 4
=3 >
k=1 v=1 k=1 v=1
B s—1 %
=52 VD) ae)
v=1 k=1 v=1
onde os polindmios gg_14(v) = (v + )% — ¥ tem grau d — 1 (e observamos que
g1 =0).
Agora argumentamos por indugdo. Se d = 0, a equagdo anterior determina claramente
r/s
o valor de Z 1. Por linearidade, fica também determinada a soma de constantes arbi-
v=1

trarias ¢ € C de 1 até r/s. Ao supormos que o valor da soma de qualquer polindmio de
grau d — 1 é bem determinado, a igualdade anterior também permite encontrar o valor de
r/s

g v e, por linearidade, concluimos ser possivel determinar a soma de cada polindmio

v=1

de grau d.
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Entdo, usamos o axioma (S2) para escrever

Yy y—(z=1)+(z—1) y—z+1+(z— 1) (y—2+1)
& 2= 3 pw) = Y ) = ) prra—)
v=x v=z—(z—1)+(z—1) v=1+(z—1) v=1

e conclul’mos que os axiomas (S1) - (S4) nos permitem determinar o valor da soma

Zp ) paratodo z,y € Ctaisquey —x € Q.

Como visto na demonstracio da afirmacdo (I), a equacdo (4) € uma possivel definicao
que satisfaz os axiomas (S1) - (S4); entdo, usamos (5) e (4) para escrever

(y—z+1) y
S prre-1) = S pw) = Ply) - Pl —1),

e concluir que (4) € a unica definicdo possivel paray — x € Q.
Finalmente, para concluir a demonstracdo da afirmacao (III), basta notar que a restri¢do
y —x € Q pode ser retirada ao supormos que a defini¢do para obter a soma fraciondria
Yy

Z p(v) respeite os axiomas (S1) - (S4) e também o axioma (S5). A holomorfia é ne-

cessdria apenas para y — x € C, pois paray — z € R a equacdo (4) ja serd satisfeita ao
exigirmos apenas continuidade no axioma (S5). O

Para estabelecer uma definicio de soma fraciondria para uma classe mais ampla de
fungdes f : C — C, tudo o que necessitamos exigir sobre a funcdo f é que os valores
de f(n + z) possam ser aproximados por alguma sequéncia de polindmios p,(n + z), de
grau fixo, quando n — 400, além de um pequeno cuidado com os dominios de defini¢do
U para o somatdrio fraciondrio: é necessdria a propriedade

zeU = z+1el.

Convencionando que o polindmio nulo € o tinico polindmio de grau —oo, apresentamos a
seguinte defini¢ao:

Defini¢iio 3.3: Dados U C Cem € NU{—o0}, uma fungdo f : U — C serd chamada
fracionario-somavel de grau m se forem satisfeitas as seguintes condicoes:
(i) x4+ 1€ U paratodo x € U;
(ii) Existe uma sequéncia de polindmios (p,)
x € U, ocorre

nen de grau m fixo tal que, para todo

|f(n+z) —pa(n+ )| = 0 quando n — +oo;
(iii) Para todo x,y € U, existe o limite

7}2&(2 —l—Z flv+z—-1) f(u—l—y))),

v=n+tx

onde a soma Y, p,, € definida como em (4).
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Se uma funcdo f for fraciondrio-somavel, usaremos a notagéo

Y Yy
Z f(v) ou, brevemente, E f

e vale a formula fundamental do somatorio fracionario:

6) M fw) = (fv+z—1) = fv+y)).

Além disso, podemos definir produtério fracionario por

(7) «]_—i:[f(y) = exp(é ln(f(l/))>,

sempre que In( f) for fraciondrio-somavel.

A defini¢ao 3.3 ndo depende da escolha dos polindmios (py,), .y que aproximam f. De
fato, se (Pn)nen € outra escolha de polindmios que aproximam f, entéo vale

lim (py(n+z) —pa(n+2)) =0, VzelU

(e portanto para todo x € C), pois o conjunto de polindmios de grau maximo m é um
espaco linear de dimensao finita. Como visto na proposicdo 2.2, somas de polindmios
satisfazem o axioma (S6), entdo, substituindo f por 0 e p,, por (p, — p,) na expressao (3),
conclui-se facilmente que

n+y n+y

T (3 ) = 3 B0) =0

A soma fraciondria apresentada na defini¢do 3.3 € a tnica que satisfaz os axiomas
(S1) - (§6), como mostra o teorema a seguir:

Teorema 3.4: A definicdo 3.3, de funcdes fraciondrio-somdveis, atende todos os axiomas
(S1) - (S6) para dominios de definicdo adequados, e a formula fundamental do somatorio
fraciondrio (6) é a uinica que satisfaz aos axiomas (S1) - (S6) para a classe de funcoes
considerada.

Demonstracao: Para mostrar que a férmula fundamental do somatério fracionario (6)
€ a Unica possivel para somas fraciondrias satisfazendo a todos os axiomas (S1) - (S6),

)
consideramos uma soma do tipo Z f(v) com z,y € C, e, com o uso do axioma (S1),

escrevemos e
Y y+n y+n z4+n—1 y+n
DS DY T =) I =) )+ Y W),
v=x v=y+1 v=x v=x v=x+n
onde n € IN € arbitrario, e reorganizamos os termos como segue:
Y z+n—1 y+n y+n
Drw =D fw) = >t + Y fWw)
v=x v=x v=y+1 v=x+n
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n+(z—1) n+(y) y+n
= > W)= Y S0+ Y W)
v=1+(z—1) v=1+(y) v=xr+n
)] :Z(f(u—i—x—l)—f(u—i—y)) +Zf(y—i—n).
v=1 v=z

Na dltima linha da eq. (8) o primeiro somatério envolve um nimero inteiro de termos e
pode ser avaliado classicamente. O problema a resolver fica entao restrito a ultima soma
do lado direito, onde o dominio da soma aparece deslocado n unidades para a direita.
Como a eq. (8) vale para cada inteiro n, podemos passar a eq. (8) ao limite com n — oo,
e entdo usar o axioma (S6): se f(n+ z) — 0 quando n — oo para todo z, entdo o axioma
(S6) implica que o limite quando n — oo na dltima soma da eq. (8) desaparece, e ficamos
apenas com

o0

Zf =Y (fv+z—1)=flv+y),

v=1

que apresentamos em (6) como a férmula fundamental do somatério fraciondrio.
Resta provar que a formula fundamental do somatério fracionario (6) realmente satisfaz
todos os axiomas (S1) - (S6).
Claramente, os axiomas (S3) e (S5) sdo automaticamente satisfeitos.
Para provar que os axiomas (S1), (S2) e (S4) sdo satisfeitos, basta substituir a soma
Yy

Z f(v) pela férmula fundamental do somatério fraciondrio (6) no respectivo axioma, e

x
fazer alguns poucos célculos diretos. Por exemplo, substituindo a férmula fundamental
do somatério fraciondrio no lado esquerdo do axioma (S1), obtemos o lado direito:

S+ fw) =
— Z(f(u—i—x 1)—f(v+y) +Z (v+y+1-1)—f(v+2))
= S (a1 = frta) + ()~ S 0+2)

= (fv+z—1)—f(r+2))

Para provar que o axioma (S6) € satisfeito, utilizamos a férmula fundamental do soma-
tério fraciondrio (6) junto com os outros axiomas, € buscamos avaliar

'ﬁ"?‘ RMU @% sBm
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da seguinte forma:

:T}E&<V§f(u+n)—ipn(u+n)
DRI DU E)
:T}EEO<sz(y+n)—Zf(y+n)

—Z (v+z—1) f(V+y)) +Z(f(u+x—1)—f(l/+y)))

v=1
:g&(Z flr+n) =3 f(v Z flv+a—1) f(V+y))>
Y Y n
= lim (z Flrem) =35 F0) + 3 flvra—1) -3 f4)
y+n Yy o ach::ll y+n v
= 1im (3 70) -3 ) IR CEDIFD
v=z+n v=x v=y+1
z—i—n—il y+n y+:z_
= lm (Y f0)+ X fw) Zf - fw)
v=x v=x+n v=y+1
y+n y+n
= lim (Y 0) =Y f0)) =0

Isso completa a demonstragcdo de que a férmula fundamental do somatério fracionério
(6), para uma fungdo f : C — C atendendo as condicdes dadas na definicdo 3.3, satisfaz
a todos os axiomas (S1) - (S6). O

Na préxima secdo apresentamos alguns exemplos de somas fraciondrias obtidas com a
aplicacdo da defini¢do 3.3 e da férmula fundamental do somatério fraciondrio (6).

4. ALGUNS EXEMPLOS DE SOMAS FRACIONARIAS

Agora que conhecemos uma definicdo adequada para func¢des fraciondrio-somaveis e
uma férmula que permite obter o valor da soma de uma quantidade ndo inteira de termos
(deﬁnigéo 3.3 e férmula (6)), ¢ natural a curiosidade por conhecer algumas das propri-
edades satisfeitas pelos somatérios cldssicos (finitos) que permanecem validas com essa
abordagem mais geral, e também por conhecer algumas outras identidades que nao en-
contram equivaléncia no caso cldssico.
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Uma das mais bésicas propriedades para somas finitas é a soma da série geométrica,
que permanece valida para somatdrios fraciondrios. De fato, considerando 0 < ¢ < 1 por
simplicidade, como a fung¢do f(z) = ¢* é “aproximadamente zero” para valores grandes
de z, e vale lim ¢°™™ = ( para todo z € C, concluimos que ¢* é fraciondrio-somavel, e,

n—oo

usando a férmula fundamental do somatdrio fracionario (6), obtemos:

z+1

Eq Z o) = (1-¢ ) un1: —4q ’

v=1 -4

ou seja, a conhecida férmula para a soma da série geométrica permanece valida para todo
z € C.

No préximo exemplo, consideramos uma fun¢@o cujo comportamento assinttico nao
se aproxima de zero, e usamos somatorios e produtdrios fraciondrios para extrapolar a
fungdo fatorial cldssica para todo z € C, exceto z € {0, —1,—2,—3,-- - }. Inicialmente,
reescrevemos a eq. (8) para a fungdo f(z) = In(z):

n

) Zln(y) = Z(ln(u+x— 1)—In(v+y))+ Zln(u+n)

v=1 v=x

onde, para o dltimo termo da eq.(9), notamos que para z € [z,y] C R™, os valores
In(z + n) sdo relativamente bem aproximados pela fungﬁo constante In(n), com um erro
que tende a zero quando n — oo (dizemos que f = In é “aproximadamente constante”

quando seu argumento tende ao infinito). Entdo, usando o axioma (S3), podemos escrever

(10) Z In(v +n) = Z Inn+ Z(ln(y + ) —In(n))

para cada n € IN. Na eq. (10), a primeira soma do lado direito tem somando constante e
pode ser avaliada através da eq. (4), e, pelo axioma (S6), a dltima soma se anula quando
n — 0o. Assim, considerando In(n) constante antes de passar a eq. (10) ao limite, pode-
mos concluir que

T}gr{)lOZlny+n Zl— (y —x+1)In(n).

v=x

Portanto, ao passar a eq. (9) ao limite com n — 0o, obtemos
Y n
Zln(y) = lim (Z(ln(y +z—1)—In(v+y)+y—z+1) lnn) ;

n—00
v=1

de onde segue que

exp (Z In V) = nlggo (exp (Zn: (In(v) = In(v+2)) 4+ zIn n)) :

v=1
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Entao, tomando a liberdade de escrever z! para z € R ou z € C, e usando a defini¢do
de produtdrio fraciondrio dada na eq. (7), com v no lugar de f(v), calculamos

z

2l = El/ = exp(u_1 ln(u))
- (oo n(; 1) )
v=1
- (11G5))

(11) = T(z+1);

obtendo assim a fungdo gama, que, para z € C\{0, —1, -2, -3, - -- }, é definida por

I'(2) ::/ ettt dt,
0

e tem a seguinte representacdo na forma de limite (ver, e.g., [14] ou [21]):

nln?

_n.—>OOZ(Z+1)~--(Z+n)7

utilizada na ultima passagem para obter a eq. (11), junto com a propriedade zI'(z) =
I'(z+1).

Outra propriedade que permanece valida para somas fraciondrias é a expansao da série
binomial. Para recuperé-la, inicialmente lembramos que se « € j s@o naturais, vale

a\) al
(j> glla =)
mas se e j € C, entdo vale (ver [14] ou [21]):
« I'a+1)
<j> ERVERVNCEN R
Consideramos entdo z € C, com |z| < 1,e o € C\{—1,—2,-3,...} e, usando a
férmula fundamental do somatério fracionario (6) para a fungéo

obtemos

e )2t -())

v=1

Entdo fazemos x = « na eq. (12). Em seu dltimo termo ficamos com

<1/ i a) T T+ aria;)rrl()—u 1)’
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e como para todo v € IN* vale I'(1 — v) = 400 e isso ocorre no ultimo termo do soma-
: o . TI'(a+1
torio no lado direito da eq. (12), sempre teremos “algo” do tipo (j:)’ que deve ser
00

considerado nulo. Assim, a eq. (12) pode ser reescrita como
o - o
E zl/ — E Zy—l
v v—1
v=0 v=1
= (1 + Z)a )
onde aparece a expressdo expandida da série binomial (ver [8], [15]).

Apresentamos a seguir duas novas identidades obtidas com o uso de somatérios e pro-
dutdrios fraciondrios, e que ndo encontram alguma expressao equivalente com somatérios
classicos.

Com auxilio das seguintes identidades da fun¢do gama

s i

P -2) = sen(mz) - sinh(7iz)

(ver [21]) e da expressdo da funcdo gama em termos de um produtério fraciondrio obtida
na eq. (11), podemos obter a primeira nova identidade:

~1/2
(13) tanh(m) = F[ (*+1).

v=1
A prova de (13), por ser um pouco mais trabalhosa, ndo serd apresentada neste artigo, mas
o leitor interessado pode acompanhar o desenvolvimento passo-a-passo em [11].

Para a segunda nova identidade, que apresentamos como exemplo final neste artigo, co-
megamos por considerar a série harmonica. A fungio f(z) = z~!, que pode ser conside-
rada “aproximadamente zero” para z grande, é fraciondria-somavel e podemos, portanto,
aplicar a férmula fundamental do somatério fracionério (6), obtendo:

‘1 > 1 1 = /1 1
VEE v - Z(l/+1—1_1/+:p> - ;<y_u+:c>

v=1

e, em particular:
~1/2

El_oo(l 1 )_i(l 2 )

L L ) = L

‘— v ‘—\v v—3 ‘= \v v —1

1 2 1 2 1 2

“eae 5G9 ()
( )+ 2 3 * 3 5 + 4 7 +
= ( 2+1)+( 2+1)+( 2+1)+< 2+1>+
- 32 5 3 7T 4
= ( 2+1)+( 2+2)+( 2+2)+( 2Jrg)jt
N 3 4 5 6 78
EPTETE S U  ARS  S S
a 2 3 4 5 6 7 8 9 10
= —21In(2)
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Recuperamos, assim, o resultado (1), isto é,

—-1/2

1
—=-2In2,
v

~

v=1

o primeiro exemplo de um somatério fraciondrio, obtido e anunciado por Euler em 1755
[7]. Como uma curiosidade final, destacamos que a soma

11 1 1 1 1 1 1 1

e
2+3 4+5 6+7 8+9 10+

¢ a expansdo em série de MacLaurin da fungéo In(z), avaliada em = = 2.

5. CONSIDERACOES FINAIS

Apresentamos, neste texto, uma introdu¢do em lingua portuguesa a expansao da teoria
concernente a mais bdsica das operacdes matemadticas: a adi¢do. Somatdrios cldssicos,
usados para somar uma quantidade finita de termos, cuja notagdo sigma foi introduzida
por Euler (e.g., [6]) e difundida a partir de seu uso por Fourier [10], sdo considerados
conhecidos por todos, em maior ou menor profundidade. Somatdrios infinitos de termos
reais, conhecidos por séries numéricas, sdo ensinados em nossos cursos de graduagao e
alguns casos até no ensino médio. A grande “novidade” introduzida por M. Miiller e D.
Schleicher ([18], [19], [20]) mas ja apresentada, de alguma forma, por Euler [7] é a pos-
sibilidade de efetuar somas finitas contendo uma quantidade nao inteira de parcelas. Com
o advento da teoria para somatérios fraciondrios (consistente com a teoria para somaté-
rios cldssicos) passa a ser permitido somar sobre uma quantidade racional, real € mesmo
complexa de termos.

Em um primeiro contato com esta teoria, ¢ comum pensar que se trata de uma espécie
de “soma continua”, talvez um pouco semelhante com o somatorio infinitesimal costu-
meiramente apresentado como defini¢do da integral definida; alertamos que isso é uma
faldcia, como o axioma (S1) induz a compreender. Quando consideramos um somatoério
do tipo

> )

onde f € uma funcdo fracionario-somavel e x,y € U C R sdo dois nimeros bem deter-
minados, tal soma tem uma quantidade finita de parcelas, onde (possivelmente) apenas
uma parcela € fraciondria, sendo as demais parcelas inteiras. Por exemplo, com o uso do
axioma (S1) a expressao

S )

pode ser reescrita em uma das seguintes formas:

S0+ Y f0) ou )+ Fw);
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ou seja,
FO)+F@)+ S Fw) ou F()+ @)+ )+ 1),

em ambas temos uma soma de uma quantidade inteira de parcelas do tipo f(v) com
uma parcela fraciondria, ou seja, de “comprimento” menor que uma unidade. Quando
x,y € U C C, ainda nao estd totalmente claro para os autores qual seria a natureza da
soma )7 f(v); atnica certeza é que ndo se trata de uma soma de infinitas parcelas. Além
dessa certeza, por enquanto apenas conseguimos conjecturar que existe algum tipo de “in-
dependéncia do caminho” da soma, pois a férmula fundamental do somatério fracionario
(6) considera explicitamente valores de f com argumentos dependendo dos limites infe-
rior e superior z e y do somatdrio fraciondrio (fato também percebido em outros célculos
rabiscados e ainda nao publicados).

Acreditamos que esta teoria para somatérios fraciondrios, desenvolvida recentemente,
guarda ainda belas propriedades e identidades surpreendentes a serem descobertas e talvez
até encontre utilidade na modelagem de situagdes reais, talvez com um belo futuro no
desenvolvimento tecnolégico. Esperamos que este artigo desperte o interesse no leitor em
buscar aprender mais sobre o tema, e fazer suas préoprias especulacdes. Recomendamos
aos interessados a leitura da dissertacao [11], escrita em portugués, dos artigos [18], [19],
e [20], escritos pelos autores que deram o passo inicial desta teoria, e do livro [1].
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QUANDO 0OS METODOS DE EULER E DE NEWTON COINCIDEM

JOSE CLAUDINEI FERREIRA

Resumo: Este texto é dedicado ao estudo do uso de problemas de otimizacdo e equacdes diferenci-
ais para a deducdo de métodos numéricos para a determinagdo de zeros de fungdes. Em particular,
tratamos de estimativas sobre convergéncia exponencial para o método de Euler, em duas aborda-
gens distintas, sendo que em uma delas, o método de Newton surge como uma das possibilidades.
Acreditamos que a estrutura do texto ndo € usual, em textos introdutérios ou avancados sobre o
tema. Aproveitamos a oportunidade para estimular a repensarmos as formas de apresentar con-
teidos ou conceitos em matemadtica, porque acreditamos que a organizagdo de resultados, ou a
performance em um texto, sobre matematica pode dar maior ou menor impacto na compreensio e
no interesse do leitor.

1. INTRODUCAO

Um raciocinio comum para aqueles que lidam com matemética, no meio das chamadas
ciéncias exatas, envolve lidar com varidveis e, para alguns, € isso que amplia o conceito
do que é matematica para além do conceito de lidar com nimeros, ou de fazer aquilo que
a calculadora do caixa de supermercado ou de alguma loja faz.

Um primeiro contato com varidveis ou incognitas aparece quando os jovens alunos do
Ensino Fundamental se deparam com equagdes como x + 2 = 4 ou 22 + 2z — 1 = 0.
Mais adiante, talvez em cursos de graduacdo, alguns se deparam com equagdes como
3cos(z) = 2, 2° + x — 1 = 0 ou uma mais interessante (ou complexa) z2 + 1 = 0.
Mas serd que sabemos resolver tais equagdes? Bem, sem calculadora, muito poucas. E
com calculadoras ou computadores, s6 algumas. Isso talvez motive alguns professores de
matematica a dizerem que matemadtico ndo € calculadora, e de fato néao €, e achamos que
nem deveria tentar ser. Mas, certamente, alguns dos argumentos que contribuiram para o
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funcionamento das calculadoras e dos computadores surgiram com a matemdtica, ou com
algum uso dela.

Como as equacdes estido presentes em muitos problemas que surgem em aplicacdes e
em teoria matematica é comum uma breve apresentacdo desse tema, em cursos de for-
macao, para tratar de métodos para resolver equacdes, ou para aproximagdo de solugdes,
quando solucdes existem.

Neste texto tratamos de duas formas de aproximacao de solucdes de equagdes, por meio
do uso do método de Euler para a resolu¢do numérica de equagdes diferenciais ordindrias
que surgem em problemas de minimizacdo. Em uma dessas formas o método de Newton
surge como uma das possibilidades.

Os métodos de Euler e de Newton costumam ser apresentadas a discentes de cursos de
graduacdo em matematica, computacdo e engenharia, por exemplo. Mas nem sempre sao
apresentados da forma que pretendemos aqui. Aproveitamos isso como uma oportunidade
de mostrar que a matematica, seja 14 o que isso for, ndo parece ser algo dividido em partes
disjuntas, mas sim possuir interseccdes importantes entre os mais diversos temas.

O problema que tentamos introduzir nesses breves comentarios e o caminho que pre-
tendemos seguir neste texto, pode, de certa forma, ser formalizado neste final de secao.

Antes de qualquer formalismo, alertamos o leitor que vamos usar simbolo em negrito
para denotar vetores, como o vetor u, e itdlico para denotar nimeros reais, Como 0 nimero
t.

Vamos denotar o médulo ou a norma euclidiana de um vetor por || - ||, que depende
do produto interno usual (ou escalar) aqui denotado por (-, -). Quanto a matrizes A,,xm,
denotamos

|Al| = max ||Au]|, uecR™.
lull=1

Consideramos uma funcdo f : U — R™, que por simplicidade supomos que possua
derivadas continuas até a ordem 2, no conjunto aberto U C R'™. Supomos ainda que a
equagao

f(u) = (fi(uw), fo(u), ..., fm(u)) =0
possua solucdo a € U. Nesse caso, cada f; : U — R é uma funcdo que possui derivada
de segunda ordem continua e tal que f;(a) = 0. Argumento semelhante pode ser aplicado
a funcdo
1
gw = St wer
em que
0= g(a) = min g(u).

Isso mostra que a determinagdo de raizes de equagdes estd ligado a problemas de otimi-
zacgdo. O que, de certa forma, € sabido por quem ja cursou disciplinas de Calculo Diferen-
cial, porque nessas disciplinas problemas de otimizacdo estdo relacionados ao problema
de determinar as raizes da funcgéo gradiente de g(u), por exemplo. E um tema antigo e
que estd ligado a muitos artigos recentes ([1, 2, 3, 4]); o tema vai e volta em meio a outros
interesses que vao surgindo ([5, 6]).

Nesse ponto, cabe mencionar que a ideia de escrever este texto surgiu apds leitura do
artigo [2] e de perceber que a compreensao do tema tratado 14 parecera-nos muito mais
intuitiva se o texto fosse conduzido numa ordem diferente, e € isso que buscamos aqui.
% rRmu A" sBm

REVISTA MATEMATICA UNIVERSITARIA 'SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA




Métodos de Euler e de Newton 36

2. A DERIVADA E A DERIVADA DIRECIONAL

Lembramos rapidamente que a derivada da funcéo f, no ponto u, € uma transformagéo
linear que denotamos como f'(u) : R™ — R™, que melhor aproxima a varia¢do da fungéo
f, quando aplicada a pontos préximos de u. Podemos também visualizar f'(u) = Jf(u)
como a matriz

0fitw)  9fi(w) . Ofi(w)
ouy Oug Oupm,
0fa(w) 0 fa(u) 0 fa(u)
Jf(u) = Ouy Oua T Oum s
Ofmm)  Ofm) O fm(uw)
Ouy Oug Oum

cujas entradas sdo derivadas parciais de f;, e que também é conhecida como matriz Ja-
cobiana de f(u). A fim de simplificar a notagdo vamos considerar o vetor u como uma
matriz coluna e f’(u)h denotard a multiplicagdo da matriz Jf(u) por h, ou a aplicagdo da
transformacdo linear f'(u) no vetor h, que é a derivada direcional de f, no ponto u e na
direcdo h ([7, 8, 9]).

Em resumo, vale a relagdo

(1) f(u+h) =f(u) + f'(u)h + r(h),
o xRl

. r

=N

que € equivalente a defini¢co da derivada de f no ponto u.
Isso (ou a regra da cadeia) nos ajuda a calcular a derivada de g, no ponto u. Antes,

observe que

1
@ g(u) = SIE)P = 5 (F(w), f(w)),
denotando o produto escalar usual de R™ como (-, -) ([9]). Segue entdo que

—

glu+h) = —(f(u+h),f(u+h))
(f(u) + f'(w)h + r(h), f(u) + f'(u)h + r(h))

(f(u), f(w)) + (F'(w)h, f(u)) + R(h)

NN R NN

o IR ()|
TN

=0.

O que nos diz que
g (wh = (f'(u)h, f(u)) = (h, [{'(w)]"f(w)),
em que [f'(u)]* denota a matriz adjunta (no caso, a transposta) da matriz Jf(u), conside-

rando f(u) também como matriz coluna.
Como g(u) é um nimero real, ¢ comum denotarmos

g'(u) = [f'(w)]*f(u) = Vg(u),

B
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em que V representa o vetor gradiente, o que implica na igualdade
3) g'(wh = (h,Vg(u)),

que € a derivada direcional de g, no ponto u e na direcao h.
Para uso seguinte, observamos que a Expressdo (1) pode também ser escrita como

1
4 f(u+h) = f(u) + / f'(u + th)h dt.
0

Isso produz de imediato a desigualdade do valor médio
— < /
(5) £+ h) — f£(w)]| < max [|'(u + th)[|||h].

2.1. A direcio de maior decrescimento. Lembramos que a dire¢cdo de maior decres-
cimento de g(u), partindo de um ponto uy € U, é dada pela direcdo oposta a do vetor
gradiente Vg(uy).

Isso define uma curva (ou caminho) u(t) € U, para 0 < ¢t < T, cuja derivada coincide
com o oposto do vetor gradiente de g, no ponto u(¢). Ou seja, u(t) é solu¢do da equagdo
diferencial ordindria ([10, 11]), ou problema de valor inicial,

(©) {3,((53) ~ Vo)

o que quer dizer que g(u(t)) é decrescente, desde que Vg(u(t)) # 0.

No caso em que ug ¢ suficientemente préximo de a, isso sugere que u(t) estd ainda
mais proximo de a, para ¢ > 0, o que melhora quando ¢ cresce ([1]). Um olhar mais
atento para questdes de unicidade da solugdo da Equagdo (6) sugere também que u(t)
nunca atinge a, a menos que ug seja a.

Nesse ponto, podemos pensar, bem, eu tinha uma equacdo f(u) = 0 para resolver
e agora tenho uma equacdo diferencial para resolver. Parece que a situacdo piorou um
pouco! E isso tem como agravante o fato de ndo sabermos resolver a maioria das equa-
coes diferencias. Ou ainda o fato de equacdes diferenciais ndo ser um tema tratado de
forma explicita em muitos cursos de graduagdo em 4reas exatas. Mas acreditamos que
isso mudaria se prestdssemos mais atencao as leis de Newton e se permitissemos e incen-
tivassemos, em salas aula, mais conversas direcionadas aos motivos de estudarmos certos
conceitos, como os relacionados com as disciplinas de Célculo e de Fisica.

3. O METODO DE EULER

Nem sempre é possivel determinar a fungdo u(t) que é solugdo da Equacdo (6) e, por
isso, vamos discutir como aproximar u(h), u(2h), ..., u(ph), para algum nimero real
0 < T e ph =T, para algum nimero natural p.

Como supomos que f(u) tem derivadas continuas até a ordem 2, entdo podemos usar
u(t) e u/(t) no lugar de f(u), nas expressdes (1) e (4), para escrever a igualdade

@ u((j + 1h) = u(jh) — Vg(u(jh))h +7;(h),

em que 7;(h) € o erro de truncamento ([7, 11, 12]), que representa o erro cometido na
aproximacgao
u((j + h) = u(th) — Vg(u(jh))h,

A RMU = sBm
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sendo
I3 (M) < Mh2.
Esse argumento produz o método de Euler para aproximar u(jh) como

u(h) ~ uy—hVg(uy) =uy
u(2h) =~ uw —hVg(u) =uy

u(ph) ~ u,_1 —hVg(u,_1) =u,

Cabe aqui observar que, para obtermos uma aproximagio de u(7"), fazemos p aproxi-
macoes e que em cada uma delas pode haver um erro

Ej=u(t;)—uw;, 1<j<p,

que certamente interfere na aproximacao final.

Vamos estimar até que ponto os erros E;, em cada estimativa u;, podem interferir na
aproximagdo u, ~ u(ph).

Da nossa hipétese sobre f(u) e da Expressdo (5), diminuindo um pouco o conjunto U
e deixando-o convexo, se necessdrio, segue que

®) IVg(w) = Vyg(v)| < Liju=v[l,  uw, veU,

para L > 0, que depende da segunda derivada de g.
A Expressido (7), o método de Euler e a desigualdade (8) implicam que

1Ej1ll = llu(t;) — Vg(u(ty)h +75(h) — (u; — Vg(u;)h) ||
< ||Ej|l + hL||E;|| + Mh?,

quando h for suficientemente pequeno.
Repetindo o raciocinio, para 0 < 7 < p — 1, obtemos

IEjall < (1+RL)|E;|| + MA?
< (14 hL)((1+hL)|Ej_1| + MRE?) + MB®

é ‘((1+hL)j+---+(1+hL)+1)Mh2

1+ ALy -1
hL
M
TL
< —1)—h
(" - 1)
As duas dltimas desigualdades seguem da soma dos termos de uma progressdo geomé-
trica e do fato de que 1 + hL < e"F, para 0 < h.
Esse raciocinio para estimar |E;| mostra que este depende linearmente de /7 e demonstra
o lema a seguir ([10, 11, 12]). Em particular, segue que, se 7" for suficientemente grande,
uy for suficientemente proximo de a e A for suficientemente pequeno, entao (a menos de

limita¢do computacional) u,, serd uma boa aproximagio para a.

B
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Lema 3.1. Considere a equagdo diferencial

9) {Eg;i g“mm, 0<t<T,

com F continua e tal que
[F(t,u) = F(E,v)[| < Ljju—v].

Existe tinica solugdo u(t) para a Equacdo (9), para0 <t < T.

Ainda, se

LdF(tu)|| _

2 dt -
e

W1 = Uy + hF(]h, Uj), 0 < j < p— 1,
entdo
. M M
[u(ih) = wll < ((1+ LY = )T < (7 = )b

O erro que pode ocorrer em calculos aproximados, causados pela precisdo da calcula-
dora que usarmos, € importante, mas ndo vamos nos ater a isso aqui. Esse erro tende a
diminuir cada vez mais, com o passar do tempo ou com o avanco da tecnologia (se puder
veja [12, 13)).

O Lema 3.1 ¢ bastante importante em andlise de métodos numéricos. Mas como pode-
mos ver, ¢ resultado geral, e ndo diz algo sobre a estimativa de ||u, — a||, que é o que nos
interessa nessa discussdo. Sera que a forma da Equagéo (6) pode nos mostrar algo nessa
linha?

4. CONTROLANDO A VELOCIDADE DE CONVERGENCIA

A forma de determinar uma aproximagéo para a, tal que f(a) =0, por meio da dire¢éo
de maior decrescimento de g(u) e do método de Euler, parece que pode ser bastante lenta,
porque o erro que estimamos é proporcional a h, e ndo sabemos o quio perto u(7) estd
de a.

Sendo assim, procuramos determinar agora se € possivel, a partir de certo ponto, esti-
mar a velocidade de convergéncia de u; para a, ou mesmo escolher outra curva u(t) em
que g(u(t)) tenha um decrescimento que conseguimos controlar ou estimar.

Para termos uma ideia de possiveis caminhos a escolher observe o argumento que se-
gue. Este raciocinio estd relacionado com teoria de controle e de funcionais de Lyapunov
(se puder veja [1, 2, 3, 6]).

A deducdo da Expressdo (3) e a regra da cadeia nos ajudam a concluir que

L0 g uieu)
(10) = (1), Volu(r)
= (1), [TECa(r) ()
(TE (el (), (1))
% rRMU @" sBm
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Supondo que u(t) é solu¢do da Equagio (6) e usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz
concluimos entdo que

L) (Tgtun). Vatu(t)
= (R (), LIE ()] ()
) ()]
< —ol)lf(D)|?

— —2a(t)g(u(t))

sendo 0 < «(t) o menor autovalor de matriz [Jf(u(t))]* Jf(u(t)), ou seja y/a(t) é o
menor valor singular de Jf(u(t)) ([9]).

Nos argumentos a seguir aproveitamos para apresentar uma equagao diferencial que
pode ser resolvida. Por isso usamos ¢(t) no lugar de g(u(t)), e podemos supor que a(t) é
uma func¢do continua qualquer. Definimos

Sejar : [0,7] — [0, +00) uma fungdo continua e tal que
q'(t) + 2a(t)g(t) +r(t) = 0.
Entéo, pelas regras do produto e da cadeia,

d (e*Wg(t))

= e g/ (1) + 2a(t)e? D g(t)

—€2A(t)7‘(t)

Integrando ambos os lados da igualdade e usando o Teorema Fundamental do Célculo
temos que

t
eQA(t)g(t) —g(0) = —/ 62’\(5)7“(5) ds.
0

Como 0 < r(t), concluimos que

t
OS/ e (s) ds
0

e que
g(t) < g(0)e 0.

Isso demonstra o lema que segue.

Lema 4.1. Seja u(t) uma solugdo da Equagdo (6) e 0 < «(t) o menor autovalor de
matriz [Jf(u(t))]* Jf(u(t)). Entdo

g(u(t)) < glug)e 2o 2@ ds,

No caso em que a matriz Jf(a) for invertivel, existe um nimero real 0 < o < a(t) e 0
lema anterior pode ser reformulado como segue.

B
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Lema 4.2. Nas consicdes Lema 4.1, se Jf(a) for invertivel e u for suficientemente pro-
ximo de a. Entdo existe 0 < « tal que

(11) g(u(t)) < g(ug)e >

Isso nos diz que a escolha da direcdo de maior decrescimento nos dd uma curva u(t)
que, em tese, nos permite aproximar a de tal forma g(u(t)) tenha decaimento exponencial,
desde que Jf(a) seja invertivel. Em tempos de pandemia principalmente, é conhecido que
esse decaimento € rapido. Mas determinar o valor de o pode ser uma tarefa complicada,
afinal queremos descobrir o valor de a, que supomos existir, mas que nao conhecemos.

Por outro lado, como geralmente precisamos aproximar u(t) numericamente, uma ou-
tra pergunta interessante € a seguinte: Serd que, nas condi¢des do Lema 4.1, € possivel
que o método de Euler para resolver a Equagdo (6), com ug suficientemente préximo de
a, seja tal que ||u; — a|| tenha decaimento exponencial?

A resposta dessa pergunta é sim, e o curioso é que Jf(a) precisa apenas ser uma matriz
ndo nula. Se for esse o caso, entdo Jf(u) serd também ndo nula para todo u € U e
suficientemente proximo de a, digamos, para todo u tal que ||u — a|| < r, para algum
0<r.

Para nos auxiliar, definimos a funcdo ¢ como

¢(u) =u—h[JE(W] f(u), Ju—-al<r
Sendo assim, se |[uy — a|| < r e u; for obtido pelo método de Euler, lembrando que
Vg(u) = [Jf(u)]" f(u), entdo
U1 = o(uy).
Como f(a) = 0, temos ainda que ¢(a) = a.
Isso nos leva a observar que o método de Euler toma a forma de um método de ponto

fixo (se puder veja [12, 14]).
Usando a regra da cadeia e a regra do produto obtemos a igualdade

¢(w) = I-h[(JEw)]" f(w)—h[JE(w)]" JE(u)

em que / denota a matriz identidade.

Seja
20 0
5% o0 i
S*S=1, D= A e S*DS = [Jf(a)]" Jf(a)
0 0 - s

a decomposi¢io em autovalores e autovetores da matriz [Jf(a)]* Jf(a) ([9]). Segue que
IS] = [I57] = 1 e que

| = hJE@)] JE)]
— |Is* (1= hD)S|
< |1-hD]

= max |1 — hsj|
1<i<m

¢ ()l

A RMU = sBm
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Supondo que s, < --- < 359 < 51, podemos escolher 0 < h < 251_2 e obtermos
[¢'(a)[| = No < N < 1.
Diminuindo r, se necessario, a desigualdade do valor médio implica que
[o(w) —o(W)[| < Nlfu=v],  Ju—alf<r, |[v-af<r

Em particular, se ||ug — al| < r, entdo

[¢(uy) — o(a)l
Nllu; —a
= Nl|é(u;_y) — o(a)]

N?|lu;_; —a|

Huj+1 - a||

IN

IN

N7 lug —al
"Il — a
em que e = N, 0 que nos dd o decaimento exponencial para a |[u; — a||, e demonstra

o teorema que segue. Observe que nos argumentos anteriores poderiamos ter tomado h
varidvel em cada itera¢do, mantendo a restri¢do |1 — hs?| < N < 1.

VANVANNEES

Teorema 4.3. Se a matriz Jf(a) for ndo nula e |1 — hs3| < N < 1, entdo existe 0 < r,
tal que

luo —all <7 = [Ju; —all < eluy — al,
em que e = N, quando u; for dado pelo método de Euler para resolver a Equagdo (6).

Porém, como néo conhecemos a, ndo temos como conhecer s; e escolher h que nos dé
o decaimento estimado para ||u; — a||, o que nos leva a se¢do seguinte.

4.1. O método de Newton. Com a resposta que obtemos nos lemas 4.1 e 4.2, nos per-
guntamos se é possivel escolher antes um valor para « e encontrar um caminho u(t) que
satisfaca a Desigualdade (11)?

No ponto em que estamos, a resposta vem rdpido. Segue da Expressao (10) que

dg(c‘;t(t)) = (JE(u(t)u'(t), f(u(t))),

o que demonstra o resultado que queremos e apresentamos agora.

Lema 4.4. Seja o > 0. Se u(t) for solugdo da equagdo

. {Jf(u(t))llil((éi i ;()Oéf(u(t)) ,
entdo

dg(;(t)) = —2ag(u(t))
Em particular,

B
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Em tese, obtemos uma nova equacio diferencial, dada pela Expressao (12), que nos
permite controlar a velocidade em que g(u(t)) converge para 0. Mas como ocorre com a
Equacdo (6) pode ser necessario o uso de um método numérico para a aproximagao da
solucdo dessa nova equacao.

Supondo que a matriz Jf(a) seja invertivel e que uy esteja suficientemente préximo de
a, podemos mais uma vez aplicar o método de Euler para aproximar a (inica) solugao da
Equacao (12), que pode agora ser escrita como

w(t) = —alJf(ut)]” f(u(t))
u(0) = ug
Para evitarmos o célculo da matriz inversa de Jf(u(t)), escrevemos o método de Euler
como

(13) {Jf(uj)wj = —haf(u;)

Ut uy + W

Y

em que u(t;41) = Wy, tj1 =t; + h,sendo 0 < h.

O restante da se¢do nos mostra que essa nova forma de determinar u; traz alguma
melhora em relag@o a escolha de h e quanto a convergéncia de u;, quando comparamos
com o Teorema 4.3. Os argumentos que usaremos sdo quase idénticos aos que usamos
antes, por isso apresentamos aqui apenas o que achamos que difere um pouco.

Se Jf(a) for invertivel, entdo Jf(u) serd também invertivel, quando ||u — al| < r, para
algum 0 < r, e podemos definir a funcio

-1
P(u) =u— hal[Jf(u)]" f(u), |lu—al| <.
A Expressdo (13) implica que

uj+1 = w(uj)v
caso |[up — al| < r, e, mais uma vez, vemos um método de ponto fixo relacionado ao
método de Euler, agora para outra equacgéo diferencial, pois

f(a) =0, P(a) = a.
Ainda,
Y'(u) = I-—ha [(Jf(u))’]_1 f(u) — ha [Jf(u)] " Jf(u)
— (1 —ha)l — ha [(JE(W)'] ™ f(u)

Y5 (@)l = |1 — hal.

Escolhendo 0 < h, tal que 0 < |1 — ha| < N < 1, e repetindo argumentos anteriores,
obtemos a demonstracao do teorema que segue, o que nos dd novamente um decaimento
exponencial para ||u; — a||, mas agora podemos escolher / de forma clara. Em particular,
a restricdo imposta a h ndo impede que o mesmo varie, em cada iteracao.

Teorema 4.5. Se a matriz Jf(a) for invertivel e |1 — ah| < N < 1, entdo existe 0 < r,
tal que
lug —af] <r = fu; —al| < e?|luy —all,

em que e=? = N, quando ; for dado pela Expressao (13).

% rRmu = sBm
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Quanto melhor for a escolha de uy, menor pode ser N no teorema anterior. A conver-
géncia tende a ser cada vez mais rdpida a cada iteragdo, porque u; pode ser visto como
condi¢do inicial para a préxima iteracdo.

Em tese, podemos ainda tomar /N tdo pequeno quanto quisermos, quando escolhemos
ha = 1, o que produz 0 método de Newton para resolver a equagéo f(u) = 0. Sob o ponto
de vista pratico, de certa forma, isso desmotiva a escolha de o # 1 na Equagéo (12), caso
tenha a intencdo de usar o método de Euler. Entretanto, tendo em mente o Lema 3.1, a
escolha de h menor pode aumentar a regido de escolha de u, em que u; converge para a.

O Lema 3.1 sugere que o método de Euler pode ser usado inicialmente para aproximar o
valor de u, ~ u(7") ~ a, usando a Equac@o (6), que ¢ computacionalmente mais simples
que a Equacdo (12). Depois disso, se desconfiarmos que Jf(a) possui inversa, podemos
usar a Expressdo (13) para calcular u;, para j > p, para tentar convergéncia mais rapido
para a. Mas se desconfiarmos que Jf(a) ndo possui inversa, ou que estd proxima disso, o
Teorema 4.3 pode ser reconfortante.

4.2. Outras possibilidades. Uma outra possibilidade para tentar aumentar a velocidade
de convergéncia de u;, dado pelo método de Euler, para a solugio da equacdo f(u) = 0,
¢ ndo se preocupar muito com a curva u(t), que é solugdo de alguma equag@o diferencial,
e deixar h variar em cada iteragdo, com algum critério para que g(u,41) < g(u;) (veja
[2, 3D.

Podemos também usar outros métodos numéricos para resolver as equacdes diferenci-
ais que aparecem neste texto e, com isso, diminuir o erro que cometemos nas aproxima-
¢oes ([11, 12]). Por simplicidade, vamos descrever o caso do método de Euler Modificado,
que é dado por

h
u((j +1h) = uj = u; + h' <uj + 2u’(uj)> .

No caso da Equagéo (12), por exemplo, esse método pode ser aplicado em duas etapas.
Obtemos primeiro uma estimativa i; como

. h JE(u)w,; = —taf(uy)
= 4 = ) — 3V 2 A\
u]Jrl uj T 21]. (uj) { uj+1 = ll] + W] ’
sendo 1y = uy, e depois obtemos u; como
- Jf(u;))w; = —hof(u;
uj =u; +hu'(0;) = { ( ]U)j-s-i — u+ v(vj])

Entretanto, esse método é computacionalmente mais caro que o método de Euler.
Mesmo assim, podemos usar argumentos da demonstracdo do Teorema 4.5 para mos-
trar que a convergéncia desse tltimo método é mais rdpida que a do método de 14, mas
deixamos isso para o leitor.

E possivel manipular a Expressdo (4) para obter métodos numéricos que tém seme-
lhancas com o que discutimos neste texto ([6]). Se o leitor tiver interesse em outros tipos
de métodos, ou em estimativas de custo computacional, ou desejar evitar o célculo de
derivadas em suas implementagdes computacionais, sugerimos, por exemplo, a leitura do
texto [4] e referéncias.
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5. COMENTARIOS FINAIS

Para finalizar este texto, observamos que os teoremas 4.3 e 4.5 sugerem que a equacio
f(u) = 0 pode ainda ser resolvida por meio da equagdo diferencial

i {w = Ao

em que A(f(u(t))) é uma matriz que faz com que g(u(t)) tenha decaimento controlado,
ou estimado, de alguma forma. O uso de método numéricos para aproximar u(t), dado
pela Equacgao (14), nos da vislumbres para criar varios métodos de ponto fixo para apro-
ximar a solugdo da equagdo f(u) = 0.

Como exemplo particular, seja f(u) = Bu—v, para alguma matriz B,,,, e algum vetor
v conhecido. Escolha A(f(u(t)) = [diag(B)]™ ", sendo diag(B) a matriz cuja diagonal
principal é igual a de B e com zeros nas demais entradas. Entdo o método de Euler, para
resolver numericamente a versdo da Equacédo (14), nesse caso, inclui o0 método de ponto
fixo de Jacobi-Richardson, para resolver a equagao Bu = v, quando h = 1. Se, em vez
disso, tomarmos A(f(u(t)) = [diag(B)+ L]™!, sendo diag(B) + L a matriz cujos termos
acima da diagonal principal s@o nulos e os demais sio iguais aos de B. Entdo o método
de Euler, com i = 1, é agora o método de ponto fixo de Gauss-Seidel.
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MODELOS DO PLANO PROJETIVO NO ESPACO
TRIDIMENSIONAL

TON MARAR

REsUMO. Os bordos de um 2-disco e de uma faixa de Md&bius sao curvas fechadas
simples. Quando identificamos ponto-a-ponto essas duas curvas, a superficie sem
bordo resultante é um modelo do plano projetivo real IP2. Vamos apresentar trés
modos de fazer esta identificacio e obter trés modelos de IP? em R3, topologica-
mente distintos. Tais modelos aparecem na literatura com a denominagao: esfera
com cross-cap, superficie romana de Steiner e superficie de Boy, porém sem os
detalhes geométricos que apresentamos aqui.

1. INTRODUGAO

Hilbert & Cohen-Vossen no classico Geometry and the Imagination (|7] p.116),
introduzem o plano projetivo como o plano euclidiano aumentado pela adicao dos
pontos no infinito. Cada ponto no infinito é a direcdo de uma reta. Assim, retas
paralelas tém um ponto em comum, no infinito. Uma reta com seu ponto no infinito
é chamada reta projetiva. Movendo-se ao longo de uma reta projetiva de um lado
para o outro ou vice-versa somos levados ao mesmo ponto no infinito. Portanto, um
circulo é um modelo geométrico da reta projetiva.

Ficura 1

Analogamente, um modelo geométrico do plano projetivo é um 2-disco aberto,
representando o plano euclidiano, aumentado com todos os seus pontos no infinito,
isto é, as direcoes de todas as retas no plano. As dire¢oes das retas que passam
pelo centro do disco correspondem a todos os pontos no infinito do plano; de fato,

Data de aceitagao: Janeiro de 2021.
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qualquer reta no plano tem uma paralela passando pelo centro do disco. Cada uma
dessas retas passando pelo centro do disco tem um par de pontos antipodais no
bordo do disco, e eles devem ser identificados. Portanto, o disco com esses pares de
pontos antipodais identificados é um modelo geométrico do plano projetivo (Fig.1).

Alternativamente, o plano projetivo é obtido geometricamente de uma faixa de
Mébius e um 2-disco identificados ao longo do bordo.

Para ver isso, considere o disco e os seus pontos de bordo antipodais que serao
identificados. Dividimos o disco em trés partes, a saber, uma parte central e os
setores a esquerda e direita (Fig.2 (a)). E facil ver que depois da identificacdo dos
antipodais, a parte central dara origem a uma faixa de Mdbius. O restante do disco,
os dois setores, depois de identificados ao longo do arco tracejado, desde a até c, é
homeomorfo a um novo disco cujo bordo é exatamente o bordo da faixa de Md&bius.

b
59 5
‘ @%
b
a)

.
( (b)
FiGura 2

De modo mais geral, o espago projetivo n-dimensional P™(E) associado ao espaco
vetorial E de dimensao n 4 1 sobre um corpo K é o conjunto dos subespacos unidi-
mensionais de F. Existe uma aplicagdo natural p : E — {0} — P"(FE) que associa
cada vetor nao nulo u ao subespaco gerado por u. Uma topologia pode ser dada a
P™(E) como a topologia quociente da aplicacao natural p. Em particular, o plano
projetivo real IP? ¢ o conjunto de todas as retas que passam pela origem do R3.

Outra superficie obtida de faixas de Mébius é a garrafa de Klein. Um modelo da
garrafa de Klein é construido identificando, ponto-a-ponto, os bordos de duas faixas
(Fig.2(b)).

Garrafa de Klein e plano projetivo sao exemplos de superficies finitas em tamanho
e sem bordo. Tais superficies sdo chamadas superficies fechadas.

O resultado da classificacao topologica das superficies fechadas foi publicado na
Princeton Ph.D. Thesis de Henry Brahana em 1920 (|3]). Existe uma certa disputa
de quem foi o primeiro a obter este resultado (|10] p. 53), fato ndo incomum em
matematica.

A lista das superficies fechadas se divide em duas, a saber, as supericies orientaveis
e as nao-orientaveis.

SESICORCOO

Figura 3

Modelos no R? de superficies orientaveis, como a esfera, o toro, bitoro, tritoro etc,
dividem o espago tridimensional em interior e exterior (Fig.3).
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Modelos de superficies niao-orientaveis no R? sao mais complicados. Enquanto
superficies orientéveis podem ser modeladas no R? sem auto-intersecoes, qualquer
modelo de superficie ndo-orientével fechada no R? apresenta auto-intersecoes. Este
é um corolario de um teorema de L. Brouwer, que pode ser lido assim:

Nenhum subconjunto fechado do espaco euclidiano n-dimensional € homeomorfo
a uma (n — 1)-variedade nao-orientdvel (|5]).

No caso do plano projetivo, o processo para a obtengao do modelo geométrico
identificando os bordos da faixa de Mo&bius e do 2-disco nao é trivial. De fato,
enquanto o bordo da faixa d& duas voltas até se fechar, o bordo do disco fecha
depois de apenas uma volta. Assim, para que a identificacdo dos bordos ocorra
no R3, é necessario permitir auto-intersecoes adequadas na faixa, como veremos na
préoxima segao.

A curva central da faixa de Mobius, conhecida como alma da faixa, é chamada
caminho desorientador. Se percorrermos a faixa ao longo da sua alma, retornaremos
ao ponto inicial de cabega para baixo (ignorando a gravidade!) (Fig. 4(a)).

Diferente de um cilindro que possui dois lados, isto é, interior e exterior podem
ser definidos, a faixa de Mobius possui apenas um lado.

(7

(a) (b)

Figura 4

A presenca de um caminho desorientador caracteriza a nao-orientabilidade, isto
¢, uma superficie é nao-orientavel se, e somente se, contém uma faixa de Mobius.

Enquanto as superficies orientaveis fechadas dividem o R? em interior e exterior, as
nao-orientaveis fechadas, como o plano projetivo e a garrafa de Klein, nao permitem
a definicao de lado de dentro e lado de fora. De fato, qualquer superficie mergulha
no R*, isto ¢, podem ser representadas sem auto-intersecdo. No caso das superficies
nao-orientaveis fechadas, a presenca de uma faixa de Mobius, que possui apenas um
lado, impossibilita a definicao de interior e exterior.

E importante distinguir a superficie abstrata de seu modelo no R?. Auto-intersecées
presentes nos modelos de superficies nao-orient4veis no R? permitem definir um in-
terior e um exterior, lado de dentro e lado de fora, para os modelos de superficies
nao-orientaveis. Além disso, as possiveis auto-interse¢coes de um modelo podem
afetar o tipo topologico do subconjunto do R?® que o representa. Esta diferenca é
percebida no calculo da caracteristica de Fuler, isto é, a soma alternada do ntimero
de O-células (vértices), 1-células (arestas) e 2-células (faces) de uma decomposigao
celular do modelo.

Hilbert & Cohn-Vossen ([7], p.315) descrevem o modelo de P? no R? representado
aqui na Fig.4(b), e afirmam que este modelo é topologicamente equivalente ao plano
projetivo. Contudo, é facil ver que a caracteristica de Euler do modelo é igual a 2,

% rRmu = sBm
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enquanto tomando uma decomposigao celular do plano projetivo (Fig. 4(c)), com
dois vértices v, e v9, duas arestas e; e e5 e uma face fi, obtém-se o valor 1 para a
caracteristica de Euler de P2. Portanto, o modelo do plano projetivo no R? (Fig.
4(b)) e a superficie abstrata P2 nao sdo topologicamente equivalentes.

2. TRES MODELOS DE P? NO R?

A esfera com cross-cap, a superficie romana de Steiner e a superficie de Boy,
representadas respectivamente pelas Fig.5(a), Fig.5(b) e Fig.5(c), sdo os trés modelos
do plano projetivo no espaco tridimensional mais conhecidos na literatura.

B H
(a) (b) (c)

FiGura 5

Sao obtidos da identificacdo do bordo de uma faixa de Mdbius com o bordo de
um 2-disco, porém com diferentes auto-intersecoes que permitem tal identificacao
no R3. A esfera com cross-cap tem um segmento de auto-intersecao com dois pontos
singulares nas extremidades. A superficie romana de Steiner tem trés segmentos
nao coplanares de auto-intersecao e cada um deles possui dois pontos singulares nas
extremidades; além disso, os trés segmentos se interceptam transversalmente num
ponto triplo. A auto-intersecao da superficie de Boy é uma rosacea de trés pétalas
nao coplanares, que se interceptam transversalmente num ponto triplo.

Se considerarmos os modelos como imagem de aplicacoes f : P2 — R3 diferencié-
veis, entao a esfera com cross-cap e a superficie romana terao pontos onde a matriz
jacobiana de f tem posto igual a 1, pontos singulares. A superficie de Boy é a
imagem de uma imersao, portanto posto constante e igual a 2.

H. Whitney (|12]) demonstrou que uma parame-
trizagao local dos pontos singulares que ocorrem nes-
ses modelos ¢ dada por (x,y) — (z,y? zy). A ima-
gem desta aplicacao é conhecida como guarda-chuva
de Whitney. A razao deste nome é que a superfi-
cie imagem, vista como solucao da equacao algébrica
Z? —YX? =0, inclui todo o eixo Y (Fig.6), como o FIGURA 6
cabo de um guarda-chuva!

]
=

I

2.1. A esfera com cross-cap. Os pontos de P? sao as retas pela origem de R3,
ou equivalentemente, sao os pares de pontos antipodais de uma esfera com centro
na origem de R?, isto ¢, cada reta pela origem do R? determina um par de pontos
naquela esfera e esses devem ser identificados.
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Faremos a identificacao dos antipodais de uma esfera por partes. Inicialmente
dividimos a esfera em equador e dois hemisférios, um superior e outro inferior.
Identificamos todos os pontos do hemisfério superior com os pontos do inferior apos
uma rotacao de 180°. Em seguida identificamos os pontos antipodais do equador

(Fig.7).
O e Yo7
L
&

FiGura 7

Esta construgao encontra-se em Hilbert & Cohn-Vossen ([7], p. 314).

Uma construcao mais explicita da esfera com cross-cap pode ser feita usando uma,
adequada projecao no R?® de um mergulho da faixa de M&bius no R*.

Considere uma faixa de Mobius mergulhada no R? e sua alma obtida da intersecao
com um plano transversal & faixa. Tomemos a projecao R* — R? que envia todo o
plano contendo a alma sobre uma reta no R3. Esta projecao identifica dois-a-dois os
pontos da alma, enviando-a sobre um intervalo de reta com dois pontos singulares
como extremos. Esses pontos singulares sao precisamente a imagem dos pontos da
alma onde a direcao de projecao é tangente a faixa.

FiGcura 8

A figura 8 descreve a proje¢ao de um hipercubo, contendo meia faixa de Mdbius,
sobre um cubo que contém um guarda-chuva de Whitney, imagem da projecao da

meia faixa.
N £
SV
@ ) (© @
FIGURA 9
A imagem de toda a faixa de Mobius (Fig.9(a)) por esta projegdo é chamada

condide de Pliicker (Fig.9(b)). Enquanto o bordo da faixa da duas voltas até se
fechar, o bordo do condéide é um bordo circular, fecha depois de apenas uma volta.
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Assim, a identificacao no R3 dos pontos do bordo do conéide com os pontos do bordo
do 2-disco é direta. O resultado é o modelo esfera com cross-cap do plano projetivo
(Fig.9(d)).

E facil ver que o condide é obtido da identificagdo de dois guarda-chuvas de Whit-
ney (Fig.9(c)), ambos projecoes, do R* no R?, de meia faixa de Mobius, sendo um
rotacionado de 7/2 em relagdo ao outro. Isso simplifica o entendimento dos dois
pontos singulares do modelo esfera com cross-cap (Fig.9(d)).

Também ¢é facil ver que o condide (Fig.9(b)) é contratil a um ponto. Assim, o
modelo esfera com cross-cap (Fig.9(d)) tem caracteristica de Euler igual a 2.

2.2. Superficie romana de Steiner. A superficie romana é um modelo de P?
no R? cuja auto-intersecao se da ao longo de trés segmentos niao coplanares que
se cruzam em um ponto triplo. Nas extremidades dos trés segmentos, o modelo
possui seis pontos singulares do tipo guarda-chuva de Whitney. Supostamente Jakob
Steiner (1796-1863) encontrou este modelo quando esteve em férias em Roma em
1844.

Hilbert & Cohn-Vossen ([7] p.302) fazem uma descrigao poliedral deste modelo
que denominam heptaedro. Também se sabe que esta superficie é uma superficie
algébrica dada pela equacdo quartica z%y? + 2222 + %22 — xyz = 0.

Assim como fizemos com o cross-cap, usaremos uma projecao adequada da faixa
de Mébius do R* no R? para facilitar a visualizacido da superficie romana.

@g@

FI1GURA 10

Desta vez porém consideramos trés curvas em trés planos distintos, representando
trés caminhos desorientadores da faixa, e de modo que esses caminhos se cruzam
aos pares (Fig.10). Com esta escolha, apos a projegao do R* no R?, cada um dos
trés planos é projetado em uma reta e essas trés retas sao nao coplanares.

Esta projeciao do R* no R? ¢ uma generalizacdo da pro-
jecao do R?® no R? que leva dois planos em duas retas
(Fig.11). O R* é amplo o suficiente para conter os trés

planos que sao projetados em trés retas nao coplanares no ." — %
&

Além disso, cada um dos trés caminhos desorientadores é
projetado em um segmento que tem dois pontos singulares
nas extremidades e os trés possuem um ponto em comum. FIGURA 11
De fato, uma vizinhanca de cada um dos trés caminhos
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desorientadores, isto ¢, uma faixa de Mobius, é projetada no R® num condide de
Pliicker (Fig.9(b)).

Na Fig.12(a) os trés caminhos sao desenhados num modelo plano da faixa de
Mobius. Trés pequenos discos sao removidos para facilitar o entendimento da proje-
¢ao. A projecao terd quatro componentes de bordo, trés correspondentes aos discos
removidos e um que ¢ o bordo da faixa.

A Fig.12(b), composi¢ao de trés conoides foi desenhada por Scott Carter (|6]
p.202), baseado no que ele denomina Marar’s models of singular surfaces.

Observe que podemos retrair as quatro componentes de bordo até os segmentos
de auto-interse¢ao e esses a um ponto. Portanto, a superficie Fig.12(b) é contratil
e o modelo da superficie romana é obtido colando-se os quatro discos ao longo das
suas componentes de bordo. Portanto sua caracteristica de Euler é igual a 5.

& B - a - Bl

y1 """"""" ;("/ """ Q """""""""""" Y 1
>

Bif-"" %
(a)

FIGURA 12

2.3. A superficie de Boy. Esta superficie ¢ um modelo de P? no R? com um tinico
ponto triplo. Foi descoberto em 1901 por Werner Boy (1879-1914). O modelo nao
possui pontos singulares, ¢ uma imersao de P? no R?3. Frangois Apéry ([1]) encontrou
uma parametrizacao dessa imersao, assim como uma equacao algébrica de grau seis
definindo a superficie de Boy.

Um corolario de um teorema de Thomas Banchoff (|2]) assegura que toda imersao
de P? no R? possui um nimero impar de pontos triplos. De fato, Banchoff mostra
que a caracteristica de Euler x(S), de uma superficie fechada S, tem a mesma
paridade que o ntimero de pontos triplos de qualquer imersao de S no R3. No caso
de P?, a caracteristica de Euler y(PP?) = 1, e assim, um ntmero impar de pontos
triplos ocorre em qualquer imersao de P? no R?.

Werner Boy foi aluno de doutorado de David Hilbert.

Alguns dizem que Hilbert pediu para Boy demonstrar que

qualquer modelo de P2 no R? possui no minimo dois pontos p
singulares. Contudo, a superficie de Boy é um contra-

exemplo a esta suposta conjectura de Hilbert. No prefacio

do livro de Apéry ([1]), Egbert Brieskorn escreve: ... the FIGURA 13
famous mathematician David Hilbert was mistaken.
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A projecao sobre R?® do mergulho da faixa de Mobius no R* que mostramos na
Fig.8, exibe inevitdveis pontos de tangéncia da direcao de projecao com a faixa. De
fato, uma conjectura de Whitney de 1940, demonstrada por William Massey ([11]),
tem como corolario que toda projecao sobre R?, de uma mergulho de P2 no R?,
possui no minimo dois pontos singulares.

Portanto, Boy mergulhou a faixa de Mobius no R® e projetou diretamente no R3,
evitando qualquer ponto de tangéncia com a dire¢ao de projecao.

A tese de doutorado de Boy foi publicada em 1903 ([4]) e contém belissimos
desenhos e fotos de modelos de sua imersiao de P? no R3. Este é o tinico registro
académico deixado por Boy que, como soldado na Primeira Guerra Mundial, foi
abatido logo no seu inicio, em 6 de setembro de 1914.

&

Ficura 14

Para ver a superficie de Boy como uma faixa de Mébius com um disco colado ao
longo de seu bordo, deformamos a faixa (Fig.14) criando um ponto triplo (Fig.15).
Este é um processo andlogo ao que fizemos na deformacao da faixa de Mobius quando
criamos o conodide de Pliicker (Fig.9(b))

Ficura 15

A caracteristica de Euler da superficie de Boy é igual a 2, mas isso nao é facil
de ver. Neste caso, uma féormula do tipo Riemann-Hurwitz, como explicitaremos
abaixo, pode ajudar.

O conceito de aplicagao semireqular f : N* — R?**~!, onde N™ é uma variedade
n-dimensional, n > 2, foi introduzido por Whitney no artigo de 1944 publicado no
Annals of Mathematics ([12]). No caso n = 2, uma aplica¢do semiregular de uma
superficie com imagem no R? é uma imersio, a menos de um nimero finito de pontos
singulares do tipo guarda-chuva de Whitney.

Se no R? considerarmos o modelo M de uma superficie S como a imagem de uma
aplicagao semiregular entao as caracteristicas de Euler x (M) de M e x(S) de S sao
relacionadas por uma férmula, obtida por S. Izumyia e o autor (|8]).

Teorema. Seja f : S — R?® uma aplicacao semireqular de wma superficie fechada S
e cuja imagem f(S) = M é um modelo de S no R3. Sejam T e C respectivamente

% RMU = sBm
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o numero de pontos triplos e guarda-chuvas de Whitney do modelo M. Entao,
X(M)=x(S)+T+C)/2.

Como a superficie S é fechada, o nimero C' é par. De fato, os pontos singulares
(guarda-chuvas de Whitney) sdo os pontos iniciais (ou finais) da curva de auto-
intersecao do modelo M. Assim, como a superféie é fechada, a presenca de um
guarda-chuva (ponto inicial) requer a presenca de outro (ponto final).

Esta formula facilita o calculo da diferenca das caracteristicas de Euler da su-
perficie abstrata e de seu modelo no R?. Por exemplo, como x(P?) = 1, a féormula
nos da imediatamente a caracteistica de Euler da esfera com cross-cap, superficie
romana e superficie de Boy, a saber, 2, 5 e 2. De fato, a esfera com cross-cap tem
(C,T) = (2,0), a superficie romana tem (C,T) = (6,1) e a superficie de Boy tem
(C,T)=(0,1).
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ALGUNS TEOREMAS DO TIPO VALOR MEDIO:
DE LAGRANGE A MALESEVIC

MARCELO BONGARTI E GERMAN LOZADA-CRUZ

REsuMoO. Nosso objetivo neste trabalho é apresentar alguns teoremas do tipo
valor médio que nao sao estudados em disciplinas classicas de calculo e andlise
matemadtica. Trata-se de teoremas simples e de grande aplicabilidade na andlise
matematica (por exemplo no estudo de equagoes funcionais, operadores integrais,
etc), matemdtica computacional, economia e outras dreas.

1. INTRODUCAO

Dos teoremas classicos da andlise matematica, o teorema do valor médio se destaca
por sua simplicidade e vasta aplicabilidade. E, sem duvida, um dos resultados mais
conhecidos pela comunidade matemaética, e, sem favor algum, um dos tijolos que
constituem os alicerces do Célculo e da Andlise Matematica como um todo.

O objetivo deste artigo é apresentar uma gama de outros teoremas do tipo valor
médio que somam-se ao cldssico e que também sao de altissima aplicabilidade,
simplicidade e contribuem para o avanco da Matematica.

Atualmente existem diversas maneiras para abordar o teorema do valor médio,
cada qual ligada a alguma meta especifica a qual se pretende chegar. Neste caso,
como queremos um panorama acerca dos diferentes teoremas do tipo valor médio,
utilizaremos a abordagem classica.

Nossa histéria comeca em 1691 quando Rolle' usou técnicas do Célculo diferencial
e integral para provar o seguinte resultado, nosso primeiro teorema do tipo valor
médio:

Teorema 1.1 (Teorema de Rolle). Seja f : [a,b] — R uma func¢ao continua em [a, D]

e diferencidvel em (a,b). Se f(a) = f(b), entdo, existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) =0,
isto €, a reta tangente ao grdfico de f no ponto (c, f(c)) € horizontal.

Data de aceitacao: Janeiro de 2021.

Palavras chave. Teorema de Lagrange, Teorema de Flett, Condicao de Tong, Condicao de

Malesevic.
'Michel Rolle (1652-1719), matemético frances.
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57 M. Bongarti e G.Lozada-Cruz

Ainda que Rolle tenha sido merecidamente homenageado pela formalizacao do
resultado, é interessante comentar que Bhaskara II?, demonstrou um caso particular
do teorema de Rolle muito tempo antes, embora sem pouca ou nenhuma formalidade.

O teorema de Rolle ficou mais conhecido depois que Drobisch?® usou o termo pela
primeira vez em 1834, seguido por Bellavitis* em 1846. Maiores detalhes podem ser
encontrados em [2].

O teorema do tipo valor médio mais famoso da histéria é o teorema do valor médio
de Lagrange:

Teorema 1.2 (Teorema do valor médio de Lagrange). Se f : [a,b] — R € uma
fungao continua em [a,b] e derivdvel em (a,b), entao existe c € (a,b) tal que

R (UES (0]

Este resultado foi inicialmente descoberto por Lagrange®, que o demonstrou sem,
inicialmente, fazer mencdo ao teorema de Rolle. Entretanto, a deducdo mais
conhecida tem como ideia principal a aplicacao do teorema de Rolle a fungao auxiliar

ol) = 1)~ | POy 4y,

e esta foi feita por Bonnet®. Publicamente, o teorema do valor médio de Lagrange foi
citado pela primeira vez em um trabalho do renomado fisico Ampére’. Para maiores
detalhes, a referéncia [16] pode ser consultada.

Geometricamente, o teorema do valor médio de Lagrange diz que existe um ponto
¢ dentro do intervalo (a, b), tal que a reta tangente ao grafico de f no ponto (¢, f(c))
é paralela a reta secante que passa pelos pontos (a, f(a)) e (b, f(b)).

Fisicamente, o teorema do valor médio de Lagrange garante que se uma particula
possui uma trajetéria suave (¢, f(¢)) no intervalo de tempo |[a, b, entao existird um
instante t. € (a, b) tal que a velocidade instantanea da particula (em t = ¢.) coincide
com a velocidade média de todo o percurso.

Motivado por esta aplicacdo, Cauchy® se perguntou o que poderia ser dito a
respeito de uma particula de trajetéria suave (f(t),¢(t)) no intervalo de tempo
[a,b]. Entao, Cauchy aplicou o teorema de Rolle a fungao

p(z) = [g(b) — g(a)]f(z) = [f(b) = f(a)lg()

e o resultado foi o que conhecemos hoje por Teorema do valor médio de Cauchy.

Teorema 1.3 (Teorema do valor médio de Cauchy). Se f, g : [a,b] = R sdo fun¢des
continuas em [a,b] e derivdveis em (a,b), entao existe ¢ € (a,b) tal que

F'(©)lg(b) = g(a)] = ¢'(€)[f(b) — f(a)].

?Bhaskara Akaria (1114-1185), matemaético indiano.

3Moritz Wilhelm Drobisch (1802-1896), matemético alemao.
4Giusto Bellavitis (1803-1880), matematico italiano

5Joseph Louis Lagrange (1736-1813), matemético italiano.
6Pierre Ossian Bonnet (1819-1892),matematico francés.
"André-Marie Ampére (1775-1836), fisico francés.

8 Augustine-Louis Cauchy (1789-1857), matemético francés.
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Geometricamente, o teorema do valor médio de Cauchy garante que dada uma
trajetéria suave (f(t), g(t)) com t € [a,b], existird ¢ € (a,b) de tal forma que a reta
tangente a trajetéria no ponto (f(c), g(c)) é paralela a reta que passa pelos pontos

(f(a), g(a)) e (f(b),g(b)).

As demonstracoes detalhadas dos teoremas do tipo valor médio discutidos nesta
segao podem ser encontradas em [1, Teorema 6.2.4 ¢ Teorema 6.3.2] ou em [16,
Teorema 2.2 e Teorema 2.17]. O leitor interessado em variacoes do teorema de
Lagrange pode consultar [6]. Para variagoes e aplicacoes do teorema de Cauchy,
recomendamos [7] e [§]

2. TEOREMA DE FLETT E SUAS VARIACOES

O teorema a seguir é uma versao do classico teorema do valor médio para integrais
e a partir de observagoes acerca dele que nasce a motivagao para o teorema do tipo
valor médio que abordaremos a seguir.

Teorema 2.1. Se [ : [a,b] — R € uma fungdo continua, entao existe n € [a,b] tal
que

/&mwx—ﬂmw—@.

A demonstragao do Teorema 2.1 pode ser encontrada em [16, Teorema 7.1].

Considere, agora, uma funcao ¢ : [a,b] — R como no Teorema 2.1, entao existe
¢ € (a,b) tal que

96 = = [ olo)ar

a

Além disso, se considerarmos uma tal fungao g, continua, e tal que

g(a) =0, /mwﬁ—a

e definirmos a fungao

1 T
t)dt b
o) = a9 @€ (ab)
0, T =a.

A fungdo ¢ é continua em [a, b], derivdvel em (a, b) e para x € (a,b),

x

/ _ _; g9(x)
¢ 0) =~y [ a0+

xr—a

a

% rmu @= sBm
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Observemos que, p(a) = 0 = ¢(b), logo segue do teorema de Rolle que existe
¢ € (a,b) tal que ¢'(§) =0, i.e., existe £ € (a,b) tal que
1 &
1 = t)dt.
(1) 96 = 7 [ att

a

Notemos que (1) é exatamente o teorema do valor médio para integrais com a
substituicao de b por . Olhando rapidamente para o teorema fundamental do
célculo, podemos escrever a equagao (1) da seguinte forma:

(2) G'(¢) =

onde G é uma primitiva de g, ou seja, G' = g.
Neste sentido, dada uma funcao g, é natural nos perguntarmos se podemos trocar
b
a condigao de que [g(t)dt = 0 simplesmente por g(b) = 0. A seguir, como

—a

a
uma consequéncia do teorema do valor intermediario, vemos que é possivel. Estas
observagoes foram feitas por Flett? e o resultado (de 1958) leva o seu nome como
homenagem.

O teorema de Flett (veja [4]) é uma variacao do teorema de Rolle onde a condigao
f(a) = f(b) foi substituida por f'(a) = f’(b). Por este motivo, dizemos que o
teorema de Flett é um teorema do tipo de Lagrange com uma condicao do tipo
Rolle, ou simplesmente, teorema do tipo valor médio com uma condi¢ao do tipo
Rolle.

Teorema 2.2 (Teorema do valor médio de Flett [4]). Seja f : [a,b] — R uma fungdo
diferencidvel em [a,b] com f'(a) = f'(b). Entao, existe £ € (a,b) tal que

/ _ f(g) B f(a)
® rig = 11,

Demonstragao. Sem perda de generalidade podemos supor f'(a) = f/'(b) = 0, pois
) p—

caso contrario fazemos ¥ (z) = f(z) — xf'(a) e dai teremos ¢'(a) = (b 0.
Definamos a fungao ¢ : [a,b] — R dada por
f($>_f(a)7 JZE(CL,b]
o(x) = r—a
f'(a), T = a.
A fungao ¢ é continua em [a, b], derivavel em (a, b] e para x € (a,b),
f(x x
oy~ F) ol

r—a T—a
Observemos que, ¢(a) = 0. Se p(b) = 0, pelo teorema de Rolle existe £ € (a,b)
tal que ¢'(£) = 0 e o teorema esta provado.

9Thomas Muirhead Flett (1923-1976), matematico britanico.

ﬁﬁ RMU

REVISTA MATEMATICA UNIVERSITARIA




Alguns teoremas do tipo valor médio 60

Suponhamos ¢(b) # 0. Se ¢(b) > 0, segue que

sy = LU =20 o)

Logo, para € > 0 suficientemente pequeno existe x; € (b—e€,b) tal que p(b) < p(z1).
Como ¢ é continua em (a,x1) e 0 = ¢(a) < p(b) < ¢(z1), segue do teorema do valor
intermediério, que existe n € (a,z1) tal que ¢(n) = ¢(b). E entao, do teorema de
Rolle aplicado ao intervalo [n, b], existe £ € (n,b) C (a,b) tal que ¢'(§) = 0, isto é,

f/(é) — f(%:i(a)'

O caso ¢(b) < 0 é anélogo. O

< 0.

Geometricamente, o teorema de Flett diz que se uma curva (¢, f(t)) é suave no
intervalo [a,b] e as retas tangentes nos extremos (a, f(a)) e (b, f(b)) sao paralelas,
entdo, existe um ponto £ € (a,b) de modo que a reta tangente ao grafico de f que
passa por (£, f(£)) também passa por (a, f(a)), como podemos ver na Figura 1.

FO =

‘—_._‘_‘_‘—
1)
HoOp---fi----=2

y = f'€)(x—&+ (8

[~ e e e

Y T T

Mmoo e e - ———

FIGURA 1. Interpretacao geométrica do teorema de Flett

Por outro lado, do ponto de vista cinematico, Flett concluiu que, se as velocidades
inicial e final de uma particula com trajetéria (¢, f(t)) suave no intervalo de tempo
[a,b] forem iguais, entdo, existe um momento t; € (a,b) tal que a velocidade
instantanea da particula neste instante, é exatamente a velocidade média do percurso
até o instante ;.

Por comodidade, dada uma funcdo f : [a,b] — R, chamaremos o ponto £ € (a,b)
tal que satisfaz a conclusao do teorema de Flett simplesmente de ponto de Flett.

Um exemplo bésico para exemplificar o uso do teorema de Flett pode ser dado
quando consideramos a fungao f : [—2,2] — R dada por f(z) = 23+ 2x — 1. Como

% rmu @= sBm

REVISTAMATEMATICAUNIVERSITARIA . 50CIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA



61 M. Bongarti e G.Lozada-Cruz

f é um polindomio segue que f ¢é derivavel em [—2,2] e usando (3) vemos facilmente
que £ =1 € (—2,2) é um ponto de Flett de f.

A seguir trataremos brevemente dos resultados apresentados por R. Meyers
em 1977. Estes apresentam variagoes do teorema de Flett. As interpretagoes
geométricas e fisicas sdo andlogas as interpretacoes do teorema de Flett, portanto,
nao serao verbalmente discutidas nesta segao.

Teorema 2.3 ([13, Teorema 1']). Seja f : [a,
[a,b] com f'(a) = f'(b). Entao, existe £ € (a,

F'(€) =

— R uma funcao diferencidvel em
tal que

0]

b)
f(b) = f(&)

e

b—

FIC) A— N

y=f'(E)(=— &)+ 1§

/ """ ‘

1
I
I
I
I
I
I
I
I
I
1
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
1
1
b

1
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
1
I
I
I
1
I
I
a

[

FI1GURA 2. Interpretacao geométrica Teorema 2.3

Teorema 2.4 ([13, Teorema 2|). Seja f : [a,b] — R uma funcao diferencidvel em
[a,b] com f'(a) = f'(b). Entdo, existe £ € (a,b) tal que

ey J0) = f(§)
f1(&) = T -4
Teorema 2.5 ([13, Teorema 2']). Seja f : [a,b] — R uma fungdo diferencidvel em
[a,b] com f'(a) = f'(b). Entao, eziste { € (a, ) tal que

Teorema 2.6 ([13, Teorema 3]). Se f € diferencidvel e f' é continua em [a,b] e
[£(b) = f(@)I[f(b) = fla) = (b—a)f'(b)] < 0. Entdo, existe £ € (a,b) tal que
ey 4(0) = fla)
f(&)= T e—a

% rRMu @= sBMm
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B s

fa)r == -~
& ---1

y=71")(x— &)+ f(g)

] IR g I o R e L R e
ks eree e SN S—

0 o

A [

Ficura 3. Interpretacao geométrica Teorema 2.4

JOf === =mmmmmme e

fa
HOF == =ft == ===

y= &)= — &)+ f(&)

S e e T T,

[-Y) o e T S, e Ul
] o i e e

l

FiGURA 4. Interpretacao geométrica Teorema 2.5

Teorema 2.7 ([13, Teorema 3']). Se f € diferencidvel e f' € continua em [a,b] e
[f(b) — f(a)][f(b) — f(a) — (b—a)f'(a)] < 0. Entdo, existe £ € (a,b) tal que

f(b) = f(a)
b—¢

Teorema 2.8 ([13, Teorema 4]). Se f € diferencidvel e f' é continua em [a,b] e

F(@)[f(®d) = fla) = (b—a)f'(b)] > 0. Entao, existe { € (a,b) tal que

f1(€) =

7€) ~ (@)

1 =5

% rmu @= sBm
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Teorema 2.9 ([13, Teorema 4']). Se f € diferencidvel e f' € continua em [a,b] e
F'O)f() = fla) = (b—a)f'(a)] > 0. Entao, existe £ € (a,b) tal que
1oy J(0) = f(§)
& ==——

3. EXISTENCIA DE PONTOS DE FLETT

O assunto discutido nessa se¢do tem motivagao no exemplo a seguir.

Seja [a, b] um intervalo fechado que contém o 0 no seu interior e considere a fungao
f i la,b] — R dada por f(x) = |z|, que nao é diferenciavel em x = 0, entretanto,
supondo que a < z < 0 temos,

f(@) = fla) _ ol ~la] _ —ax+a

Tr—a r—a Tr—a

=—1= f'(x), Vz € (a,0).

Portanto, existem infinitos pontos de Flett em (a,0) C (a,b).

Este exemplo mostra que o conjunto das fungoes que satisfazem as hipdteses do
teorema de Flett estd estritamente contido no conjunto das fungoes que tém um
ponto de Flett. Portanto, é natural perguntarmos que outras condicoes suficientes
existem que garantam a existéncia de pontos de Flett.

Originalmente, em 1958, T.M. Flett demonstrou que pontos de Flett existem sob
as hip6teses de que f seja diferenciavel no intervalo fechado [a, b] e que f'(a) = f'(D).
Mas esta nao é a unica.

Os primeiros estudos sobre os resultados de T.M Flett e suas generalizagoes foram
feitos em 1966 pelo matematico Donald. H. Trahan em 1966 (ver [18]). Ele deu
uma nova condicdo para a existéncia de um ponto de Flett através de algumas
desigualdades, usando uma comparagao entre a inclinacao da reta secante ao grafico
da fungao f : [a,b] — R passando pelos extremos (a, f(a)) e (b, f(b)) e a inclinagao
das retas tangentes ao grafico passando pelos mesmos.

Os seguintes resultados sao necessarios para a compreensao da condigao de Trahan.

Lema 3.1 ([18, Lema 1]). Se f : [a,b] — R é uma fungdo continua, diferencidvel
em (a,b] e f'(b)[f(b) — f(a)] <0, entdo eziste ¢ € (a,b] tal que f'(c) = 0.

Lema 3.2 ([18, Lema 2]). Se f : [a,b] — R é uma fungdo continua, diferencidvel
em (a,b] e f'(b)[f(b) — f(a)] <0, eziste ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.

Observemos que os Lemas 3.1 e 3.2 sao generalizagoes do Teorema de Rolle.

Teorema 3.1 (Condicao de Trahan [18]). Seja f : [a,b] — R uma fungao
diferencidvel e tal que

(4) (£/(0) = LB (f(0) = TE212) > 0.
Entao, existe um ponto de Flett em (a,b].

Demonstragao. Considere a func¢ao ¢ : [a,b] — R definida por

f(z) = f(a)
olz) = — x € (a,b]
f'(a), T=a

ﬁﬁ RMU
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Observemos que ¢ é continua em [a, b], é diferencidvel em (a, b] e que ¢'(b)[p(b) —
p(a)] <O0.
Logo, pelo Lema 3.1, existe £ € (a, b) tal que ¢'(§) = 0, o que significa que
f(€) — f'(a)
/ —
f (5) - § —a I
ou seja, & é um ponto de Flett em (a, b]. O

No exemplo a seguir, temos uma fungao que nao satisfaz a condigao de Flett, mas
satisfaz a de Trahan e possui, portanto, um ponto de Flett.

Exemplo 3.1. Considere a fungio f : [—3,1] — R dada por f(z) =

Notemos que f € diferencidvel e que f’( 3) # ['(1), logo, f nao satisfaz a
condicdo de Flett.

No entanto, f satisfaz a condicdo de Trahan e, portanto, possui um ponto de Flett,
a saber £ = i € (—%,1].

Outra condicao suficiente para a existéncia de um ponto de Flett foi provada

por J. Tong em [17]. Um ponto interessante desta condigao é que Tong s6 exige a
diferenciabilidade de f em (a,b), mas usa os conceitos de média aritmética de f,

M(f) = f(a)+f e média de f, Z(f ff

Teorema 3.2 (Condigao de Tong [17, Teorema 2|). Seja f : [a,b] — R uma
fungao continua em [a,b] e diferencidvel em (a,b). Se A (f) = F(f) entao, f
admite um ponto de Flett em (a,b).

Demonstracgao. Basta observar que a funcao h dada por
h: la,b] — la,b
z = h(z)= f@)+f(a) +f(a) ff
é continua em |[a, b] e diferencidvel em (a,b) com derivada
1 1
W) =5 f (@)@ = a) + 5(f(@) + f(a)) = f(x).

2

Como h(a) =0e #(f) = F(f), segue que h(b) = 0. Agora, usando o teorema de
Rolle obtemos a conclusao do eorema. U

O exemplo a seguir traz uma fungdo que nao satisfaz a condigao de Flett, nem de
Trahan, mas satisfaz a de Tong.

Exemplo 3.2. Considere a funcao f(x) = arcsinz sobre o intervalo [—1,1].
Notemos que f nao satisfaz a condicao de Flett, nem a de Trahan, pois ndo €
diferencidvel nos extremos. No entanto, um cdlculo simples usando integracao por
partes garante que A (f) = F(f), o que prova que a fung¢ao arcsinx satisfaz a
condi¢ao de Tong no intervalo [—1,1] e que, portanto, possui um ponto de Flett.

A terceira condi¢ao se deve ao matematico B. Malesevic e ¢ feita em termos de
uma funcao infinitesimal.

% rMu @= sBm
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Para tanto, seja f : [a,b] € R uma funcdo diferencidvel em [a,b] e diferenciavel
um ndmero arbitrario de vezes numa vizinhanga a direita do ponto z = a.
Considere a expansao de Taylor de ordem um, com resto, dado por

f(@) = fa) + fi(a)(x — a) + p(z)(x — a),
onde lim+ ¢(x) = 0. Entdo, definimos a funcao ¢; : [a,b] € R por
Tr—ra

f@)—fla)
_ - b

(5) (Pl(x): T —a f(a)v iL’E(CL, ]
0, T = a.

A partir desta funcao ¢; Malesevic demonstrou o seguinte resultado:

Teorema 3.3 (Condigdo de Malesevic [11]). Seja f : [a,b] — R € uma fungdo
diferencidvel e o1 como em (5). Se uma das sequinte condi¢oes

T1 : gOll(b) 901(17) <0 e
Myt ¢i(a)pi(b) <0
€ satisfeita, entdo f possui um ponto de Flett.

Demonstragao. Se a condi¢ao T é satisfeita entao ) (b)[p1(b) — p1(a)] < 0. Logo,
do Lema 3.2 existe & € (a,b) tal que ¢} (&) =0, i.e.,

L(f'(&r) — L=y — g & fr(gy) = L=1@

§1—a §1—a §1—a
Agora se a condigao M; é satisfeita entdo ¢} (a)[¢1(b) — ¢1(a)] < 0. Logo, do
Coroldrio 3 do Teorema 2 em [12] existe & € (a, b) tal que ¢} (&) =0, ie.,

L (f'(&) - L=y — g & fi(g) = L@

&2—a a—a fa—a

O

Observacao 3.1. Se ambas as condi¢oes T1 e My do Teorema 3.3 sao satisfeitas,
entao existem dois pontos (distintos) de Flett. (veja [12]).

A relacao entre fungoes que satisfazem as condigoes de Flett, Trahan, Tong e
Malesevic é representada na Figura 5.

Observemos que Ajy # ), uma vez que f(z) = sgn(z) é uma fun¢do que nao
satisfaz nenhuma das condiges, pois nao é diferencidavel em (a,b) para qualquer
intervalo [a, b] da reta, que contenha o zero. Entretanto, possui infinitos pontos de
Flett.

Analogamente,

(i) f(x) =23, 2 € [-1,1] estd em A;.

(ii) f(z) =sin(z),z € [-Z, %] estd em A,.
(iii) f(z) =% 2 € [-%,1] estd em As.
(iv) f(x) = arcsin(z),z € [—1, 1] estd em Aq,.

Prova-se que todos os conjuntos 4A;, i = 1, 2, ..., 12 sdo nao vazios, mas a confeccao
de exemplos para i = 4,5,6,7,8,10 e 11 fogem ao objetivo deste trabalho e por isso
nao serao discutidos aqui.
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A3 Az Al
Ay
Flett
Ag A7 [Ag
Trahan
A A,
Tong
Aqp
IMalesevic
Aqp

FIGURA 5. Relagao entre as condicoes de Flett, Tong, Trahan e Malesevic

Maiores detalhes das demonstragoes e exemplos vistos nesta se¢ao, sugerimos a
referéncia [5].

4. GENERALIZAGOES E APLICACOES

4.1. Algumas Generalizagoes. A seguir trataremos de algumas generalizagoes e
consequéncias do teorema de Flett. O teorema abaixo foi demonstrado em 1998.
Este resultado é uma generalizacao do teorema de Flett que nao exige a condicao
tipo Rolle, nesse caso o resultado é mais geral. Notemos que nos dois teoremas a
seguir, o caso em que f'(a) = f'(b) é exatamente o teorema de Flett.

Teorema 4.1 (Riedel-Sahoo [16, Teorema 5.2]). Se f : [a,b] — R € diferencidvel
em [a,b], entdo, existe £ € (a,b) tal que

_1/'(0) = f'(a)

(© 1)~ f(a) = (€~ ) () — 5T e a2
Demonstragao. Definamos a funcao ¢ : [a,b] — R por
N 1f'(b) — f'(a) 2
p(z) = f(z) - §ﬁ(x —a)”.
Fécilmente vemos que f é diferenciavel em |[a, b] e
") — f'(a
) = ) - POy
Como ¢'(a) = f'(a) = ¢'(b), segue do teorema de Flett que existe £ € (a,b) tal que
1oy PLE) —pla)
Portanto, existe £ € (a,b) tal que a equagao (6) é satisfeita, o que prova o teorema.

O
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Inspirados, entao, pela afirmagdo do Teorema 2.3, demonstra-se o resultado
abaixo.

Teorema 4.2 ([3, Teorema 2.1]). Se f : [a,b] — R € diferencidvel em [a,b], entao,
existe £ € (a,b) tal que

1/'(b) = f'(a)

SR Ut I

fb) = (&) =(b—8f () +

O resultado abaixo é também uma generalizagdo do teorema de Flett com outra
condigao do tipo Rolle f”(a) = f"(b).

Teorema 4.3 ([15, Exercicio 5.3.11(b)]). Seja f : [a,b] — R duas vezes diferencidvel
e tal que f"(a) = f"(b). Entao, existe £ € (a,b) tal que

(£ —a)

o)

F©) = fla) = (€= a)f'(§) —

O resultado abaixo é andlogo ao Teorema anterior, também com a condicdo do
tipo Rolle f”(a) = f"(b).

Teorema 4.4. Seja f : [a,b] — R duas vezes diferencidvel e tal que f"(a) = f"(b).
Entao, eziste & € (a,b) tal que

o / (b - 5 )2 "
F0) - 1) = - 0O ~ L),
A demonstragdo do Teorema 4.4 é analoga a demonstracao do Teorema 4.3 e
portanto deixamos como exercicio para o leitor.
Os Teoremas 2.2 e 4.3 foram generalizados por 1. Pawlikowska em [14] para fungoes

n vezes diferencidveis, com a condicdo do tipo Rolle f™(a) = £ (b).

Teorema 4.5 ([14, Lema 2.2]). Seja f : [a,b] — R n vezes diferencidvel e tal que
f™(a) = fM(b). Entdo, existe £ € (a,b) tal que

Le—aysie).

i=1

4.2. Algumas Aplicagoes. A seguir vamos apresentar algumas aplicagoes do
teorema de Flett. Vamos tratar, principalmente, dos trabalhos feitos por C. Lupu e
T. Lupu em [9] e por C. Lupu em [10].

O objetivo desta secao é apresentar algumas propriedades importantes sobre
alguns operadores integrais, como o de Volterra.

Lembremos que C([0,1]) denota o conjunto das fungdes continuas reias definidas
em [0,1] e C*([0,1]) é o conjunto de todas as funges reais continuamente
diferenciaveis definidas no mesmo intervalo.

% rRmu @ sBm
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Definamos operadores T, S : C([0, 1]) — C([0, 1]) por
(To)(t / oz
t
(56)(0) = tw(t) - [ ov(o
0
As seguintes propriedades valem para os operadores T e S.

Teorema 4.6 ([9, Teorema 2.11]). Se f,g:[0,1] — R sdao fungdes continuas, entao
existem &1,&a,&3 € (0,1) tal que

/ f(2)dz (Tg) (&) = / g(x)dz (T)(&)
(TH)(E) = (SF)(E)
/ f(2)dz (Sg) (&) = / g(0)dz (SF)(Ea).

Teorema 4.7 (]9, Teorema 2.12]). Se f, g :[0,1] — R sdo fun¢des continuas, entdo
existem &, & € (0,1) tal que

(1 —2)f(x)dz (Tg)(&1) = [ (1 = 2)g(x)dx (Tf)(&)

(1 —2)f(z)de (S9)(&) = [ (1 —x)g(x) dx (Sf)(E2)-

St~ Tt
S O~

As demonstragdes dos Teoremas 4.6 e 4.7 encontram-se com detalhes em [9,
Teorema 2.11 e Teorema 2.12].

O seguinte resultado é a versao equivalente do teorema do valor médio de Flett
para o teorema do valor médio de Cauchy e é criticamente utilizado para obter os
resultados seguintes.

Teorema 4.8 ([10, Lema 2.1]). Sejam f,g : |a, ] - R fungo”es diferencidveis em

[a,b] com g'(x) # 0 para todo x € [a,b] € (a; g (b) (a,b) tal que

% rMu @= sBm
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Denotemos por L*((0, 1)) o espaco vetorial das fungoes reais quadrado integréveis
a Lebesgue sobre (0,1), i.e

b
L*((0,1))= {f :(0,1) = R: f é Lebesgue mensurédvel e/ fA(x)dz < oo}.

Observemos que para fungdes continuas no intervalo (0,1) a integral de Lebesgue
e de Riemann coincidem, logo podemos pensar num primeiro momento no espago
L?((0,1)) como sendo o espago das fungoes continuas em (0,1) cujo quadrado é
Riemann integravel em (0,1). Mais ainda, o espago L*((0,1)) é um espago vetorial
normado com a norma

b 1/2
||f||L2(<0,1))—( / fQ(x)dx) . e I((0,1)).

Definigao 4.1 (Operador de Volterra). Sejam f € L?((0,1)) ex € (0,1). Definimos
o operador de Volterra, V', por

Vi L3(0,1) — L?((o 1))
/ - V(f E]ff

Sejam W, ¢ : [0,1] — R fungoes sendo ¥ continua e ¢ diferencidvel com ¢'(x) # 0
para todo z € (0,1). Definimos o operador do tipo Volterra com peso

\I/t):/t¢(x)\ll x)dx

No que segue, definimos os espagos

¢([a,b]) := {¢ € C'([a, b)), ¢( ) # 0,z € [a,b], ¢(a) =0} e
Cotal[a, B]) 1= {f € C(la,b) /f(:c)dx ~o}.

Teorema 4.9. Seja [ € Chua([a,b]) e g € C([a,b]), com ¢'(x) # 0 para todo
x € [a,b]. Entao, existe £ € (a,b) tal que

VoS (€) = gla) - V().

Demonstragao. Consideremos as fungoes ¢, 7 : [a,b] — R dadas por

/f x)dx — g /f )dx e

n(t)—g t).

% rRMu @= sBMm
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Como ¢ é diferenciavel segue que

40 = 1090 = (50) [ Fa)dn+ o015 / o
oy — . ¥e)
Observemos que ¢'(a) = 0, assim b77 a)
Por outro lado, ¢'( (b) [ f(z)dx =0 pois [ € Cpua(la,b]), e dai,
P'(b) _
7o)

Logo, do Teorema 4.8 segue que existe £ € (a,b) tal que

p€) —pla) _ ¢'(§)
n(&) —nla) (&)

Equivalentemente
& 3 9
J f(@)g(z)dz — g(&) [ f(z)dz  —g'(€) [ f(z)dx

Disso segue que
9 3
[ f@lg@rts = g(a) [ 1)z

Teorema 4.10. Se f, g sao funcoes reais continuas em [0,1] e ¢ € €([0,1]), entao

eziste £ € (0,1) tal que
1

Vad(€) [ gta)ds ~ Vag(©)

0

0

f(x)da

Vi) / g(x)de — V() / f<x>dx) .

Os detalhes da demonstragdo do Teorema 4.10 podem ser encontrados em [10,
Teorema 2.4]. Além disso, algumas observagbes a respeito deste teorema sao
pertinentes:

(i) Se ¢(0) = 0 entao existe £ € (0,1) tal que

1 1
Vi f(& /9 Jdz = Vyg( )/f(l’)dx
0 0

% rMu @= sBm
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Em particular se ¢(z) = x, existe £ € (0, 1) tal que

jf(x)d:r/fxg(z)dx = jg(x)dxjxf(:c)dx

(ii) Considere o espago L? com peso dado por

£2(0,6) = {u L (0,6) = R : /0;E W (@)o(z) dr < oo}

e equipado com a norma
1/2

13
lullgoe = ([ i) . e 0.

Substituindo f e g por f? e g* temos que existe £ € (0,1) tal que

Vo2 (€) / P()dr—Vog?(€) / f2(x)dz

1 1
=600) (V0 [ s ©) [ Farie).
0 0
ou seja,
||f||%i(o,g)||g||%2(o,1)_ ||9||2L§)(0,5)Hf||2L?(0,1)

= Qb(o)(||f||i2(o,§)||g||2L2(o,1)_ ||9||%2(0,§)||f||%2(0,1))'
Desta tltima igualdade, se ¢(0) = 0, obtemos
(7) A1z 00 l91l20.0) = N9l ez 0.0 11122 0,0)-
Escrevendo a equacao (7) da seguinte maneira
||f”Li(O,£) _ ||fHL2(071)
||9HL3>(0,£) ||9HL2(0,1) ’

(8)

concluimos a seguinte propriedade interessante: dadas duas fungoes f, g que tem
normas iguais (ou proporcionais) em L?(0,1), e se for dada uma fungido peso nao
constante ¢, entdo existe um nimero £ € (0,1) onde as normas das fungoes serao
iguais (ou proporcionais) em L3(0, €).

5. PROBLEMAS EM ABERTO

O estudo de condigoes necessarias e suficientes para a existéncia de pontos de Flett
(veja segao 2) nao é, até onde sabemos, completo. Recorde que a fungao f(z) =
sgn(z) pertence ao conjunto Ajs (veja a Figura 5), portanto, nao satisfaz nenhuma
das condicoes discutidas anteriormente. No entanto, possui infinitos pontos de Flett.
Esta observacao, sozinha, torna natural trés perguntas, ainda nao respondidas na
literatura:
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Pergunta 5.1. Além das apresentadas neste trabalho, existem outras condicées
suficientes para a existéncia de pontos de Flett?

Pergunta 5.2. Friste uma condicdo necessaria para a existéncia de pontos de Flett?

Pergunta 5.3. Assumindo que uma funcdo possua pelo menos um ponto de Flett.
Sob quais condigoes este seria unico?
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