% rRmuU % sBm

REVISTA MATEMATICA UNIVERSITARIA SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA

Revista Matematica Universitaria, vol. 2, 2021
ISSN: 2675-5254 — DOI: 10.21711/26755254 /rmu20218

SOBRE MATRIZES DE TRANSFERENCIA E O TEOREMA DE
PERRON-FROBENIUS

EVERTON ARTUSO

REsuMO. Nesse trabalho introduzimos o formalismo das matrizes de transferéncia
e sua aplicabilidade, via Teorema de Perron-Frobenius, na teoria de transi¢oes de
fase. Apresentamos dois modelos estatisticos unidimensionais, dentre os quais um
de interesse biologico proposto por Kittel e que exibe o fendmeno de transicao de
fases.

1. INTRODUCAO

Em 1907, Oskar Perron publicou em [13] resultados sobre o espectro de matrizes
positivas irredutiveis, dentre os quais, mostra que tal matriz possui um autovalor
maximal, simples e estritamente positivo, cujo moédulo é o raio espectral e nao ha
nenhum outro autovalor com mesmo modulo, com autovetor associado cujas com-
ponentes também sao estritamente positivas. Em 1912, Ferdinand Georg Frobenius
estende em [6] alguns dos resultados de Perron, agora validos para matrizes nao ne-
gativas. Uma demonstracao muito elegante do Teorema de Perron-Frobenius pode
ser encontrada em [14], a qual serd reproduzida em detalhes no Apéndice A. O Teo-
rema de Perron-Frobenius tem aplicacao nas mais variadas areas, como por exemplo
Equagoes Diferenciais Ordinérias e Parciais (Método numérico dos trés pontos [10]),
Economia (Modelo Econéomico de Leontiev e Estabilidade de Mercados Competiti-
vos [19]), Fisica (Mecanica Estatistica [17]), Probabilidade e Estatistica (Cadeias de
Markov [4] e Modelos populacionais [8]), Saiude Publica (Epidemiologia [3]|) entre
outras.

O fato do Teorema de Perron-Frobenius garantir que o autovalor maximal de
matrizes primitivas é simples e estritamente positivo gera consequéncias muito im-
portantes na teoria da termodinamica de sistemas fisicos, por exemplo, de modo
que em muitos sistemas de spins unidimensionais, a pressao - funcao analitica que
depende da temperatura - coincide, a menos de uma constante multiplicativa, com
o logaritmo natural de tal autovalor. Por defini¢ao, a pressao é dada como uma

Data de aceitagao: Fevereiro de 2021.
Palavras chave. Matriz de Perron-Frobenius, autovalor maximal, transi¢ao de fase.

21


https://doi.org/10.21711/26755254/rmu20218

Sobre Matrizes de Transferéncia e o Teorema de Perron-Frobenius 22

média do logaritmo da fungao de particao, uma quantidade que normaliza a distri-
buicao de probabilidade de estado estacionario de configuragoes microscopicas, no
limite termodinamico. Ja uma transicao de fase é geralmente definida como uma
singularidade da pressao em alguma das suas variaveis.

Do ponto de vista experimental, é possivel distinguir entre dois tipos de transicao
de fase: as transicoes de primeira ordem, nas quais ocorre a coexisténcia de fases,
como por exemplo um solido de alta densidade e um fluido de baixa densidade; e as
transigoes continuas (de segunda ordem) nas quais flutuacoes e correlagoes crescem
a tal ponto que seja macroscopicamente observavel. De uma perspectiva termodina-
mica, a compreensao de transi¢coes de primeira ordem se da associando a cada fase
uma energia livre (o que estamos denominando como pressao). A fase escolhida pelo
sistema, dados certos parametros externos, é aquela com a menor energia livre de
modo que uma transi¢ao de fase ocorre quando as energias livres de duas (ou mais)
fases sao iguais. Mudancas repentinas em quantidades macroscopicamente mensu-
raveis que ocorrem em transicoes de primeira ordem sao descritas matematicamente
como descontinuidades na primeira derivada da energia livre. J& as descontinuidades
em derivadas de ordem superior estao relacionadas a transicoes de fase continuas
(de ordem superior). [1]

Um dos modelos que tradicionalmente introduz o método da matriz de transfe-
réncia é o conhecido modelo de Ising, que em uma dimensao nao apresenta transicao
de fase, mas em maiores dimensdes tais transi¢des ocorrem [5], [17]. Em particular,
a técnica da matriz de transferéncia foi utilizada por Onsager em [12| na solucao
original do modelo de Ising em duas dimensoes.

Outro exemplo ¢ o modelo de Kittel resolvido via matriz de transferéncia (con-
forme [2]), cuja solugao original utilizou séries geométricas, em [9]. Aplicar a técnica
da matriz de transferéncia nesse modelo se caracteriza como um recurso didatico,
uma vez que tal recurso é rico em detalhes. Este modelo unidimensional nao se
encaixa completamente nas hipoteses do Teorema de Perron-Frobenius (fato este
apontado pelo proprio Kittel em [9]), o que enriquece a discussdo, uma vez que
apresenta transicao de fase conforme o niimero de configuracoes do seu espacgo de
estados; a saber, se o espaco de estados (ou seja, o conjunto de estados que um sitio
da rede unidimensional pode assumir) tiver apenas dois estados (fechado e aberto),
o modelo nao apresenta transicao de fase, todavia a transicao ocorre se houver mais
estados (diferentes estados para distintas forma de abertura, por exemplo). A téc-
nica da matriz de transferéncia serd utilizada a fim de mostrar que a transicao de
fase esta associada a degenerescéncia do seu autovalor maximo.

Inicialmente enunciamos o Teorema de Perron-Frobenius e um Teorema auxiliar
e depois os aplicamos, juntamente com o formalismo da matriz de transferéncia, aos
modelos de Ising e de Kittel. Por fim, demonstramos o Teorema de Perron-Frobenius
no Apéndice A.

2. MATRIZ DE PERRON-FROBENIUS

Uma matriz M = (m; ;)o<ij<s—1 ¢ dita nao negativa se cada uma das suas entradas
for ndo negativa. Em outros termos, para todo 4,j € {0,...,s — 1}, m;; > 0. Uma
matriz nao negativa M ¢ dita irredutivel se, para todo 7, existe algum k£ > 1 tal
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que mg-g) > 0, denotando por (mg)

MP*. Ela é dita primitiva se M* é positiva para algum k > 1, isto é, todos os
mgk) > () para o mesmo k, e o menor k tal que isso acontece ¢ chamado de indice de
primitividade de M.

) as entradas da k-ésima poténcia de M, a saber,

Teorema 2.1 (Perron-Frobenius). [14] Seja M uma matriz primitiva. Entdo

(i) M admite um autovalor 0 tal que |\ < 6 para quaisquer outros autovalores
A de M.
(i) Eziste um autovetor com todas as entradas positivas associado ao autovalor

6.

(iii) 0 é um autovalor simples, ou seja, tem multiplicidade algébrica um.

Demonstracao. Apresentaremos a demonstracao do teorema no apéndice A.

O Teorema de Perron-Frobenius apresenta vérias aplicagoes, muitas das quais
apresentadas em [11], onde também encontramos diversas demonstracoes do referido
Teorema.

2.1. Transicao de Fase. Muitas vezes, transicoes de fase podem ser detectadas
por meio de singularidades na energia livre no limite termodinamico, ou seja, a
quebra de analiticidade da pressao topoldgica. A pressao, por sua vez, coincide com
o maior autovalor (também dependente da temperatura e do campo magnético) da
matriz de transferéncia. As ferramentas essenciais para a execucao dessa andlise
sao o Teorema de Perron-Frobenius e outro teorema que garante a analiticidade dos
autovalores da matriz de transferéncia.

Embora fundamental, o Teorema de Perron-Frobenius nao é suficiente para mos-
trar se h4 ou nao transicao de fase quando as entradas da matriz de transferéncia
dependem do parametro 5 = 1/kT, associado ao inverso da temperatura. Nesse
caso temos uma familia de matrizes dependendo da temperatura, M (5), e precisa-
mos de outro resultado valido para matrizes analiticas em /3 (ou seja, todos os seus
elementos sao funcoes analiticas de f3).

Teorema 2.2. |2| Para todo B em um conjunto simplesmente conexo D C C, seja
M(B) um operador linear em um espago vetorial X n-dimensional (M(3) é uma
matriz compleza nxn). Se M(f3) for analitica em D entao cada um dos s autovalores
de M () tém multiplicidade constante e cada um deles pode ser expresso como uma
fungao analitica em D, X\;(5), 7 € {1,...,s}.

Demonstracao. A demonstracao deste resultado exige conhecimentos prévios em as-
suntos como conexidade, singularidades, polos removiveis, entre outros, fugindo do
escopo do trabalho. Tal demonstracdo encontra-se em [7], Capitulo 11, Teorema 1.8.
[ |

Assim, para uma matriz de transferéncia nao negativa irredutivel M () - caso
mais geral do que o que demonstramos (matriz primitiva) - cujos elementos sao
funcoes analiticas em uma vizinhanca do eixo real positivo, 5 > 0, os Teoremas 2.1
e 2.2 garantem que o autovalor maximal (portanto a pressao) é uma fungao analitica
de B, para todo [ > 0. Para matrizes nao negativas irredutiveis, o Teorema pode
ser encontrado em [18].
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3. MODELO DE ISING

Consideremos uma amostra de algum material cujos atomos estao arranjados em
uma estrutura regular cristalina. Suponhamos que cada um desses atomos carrega
um momento magnético (algo como um ima ligado a cada atomo) chamado de spin.
Assumamos que cada spin tem a tendéncia de se alinhar com seus vizinhos e que,
inicialmente, esteja orientados aleatoriamente, como na Figura 1. Nessa secao, nos
baseamos em [5].

A = /N =Y
L w = 1 >~
NS K 2|l e
AYEEE N A VAR
NV« 41 =2 K
2y A =2

FIGURA 1. |5] Estado inicial.

Se o material é exposto a um campo magnético externo apontando numa direcao
especifica, entao um tipo de ordem aparece: os spins tendem a se alinhar com o
campo, e assim apontam na mesma dire¢ao. Se diminuimos devagar a intensidade
do campo externo até zero, dois casos podem ocorrer.

Na Figura 2, a ordem global é progressivamente perdida conforme o campo de-
cresce, chegando a zero, quando os spins tornam-se desordenados novamente, como
no seu estado inicial. Tal comportamento é chamado paramagnético.

A A A R A 22~ 1T AT T A AN &
T 1 A 2T N 22X 1T K A K =2 N
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FIGURA 2. [5] Campo magnético decrescente.

Esse fenomeno pode ser medido quantitativamente ao se introduzir a magnetiza-
cao, que é a média dos spins, projetada na direcao do campo magnético. Para o
paramagneto, conforme o campo decresce de um valor positivo para zero (mantendo
a diregao fixada), ou similarmente, se ele cresce de um valor negativo para zero, a
magnetizacao tende a zero, como na Figura 3.

Ainda outro cenario é possivel: como o campo externo decresce, a ordem global
decresce, mas a interacao local entre os spins é forte o suficiente para manter o
material em estado de magnetizacao global mesmo depois que o campo externo tenha
alcancado zero. Tal comportamento é chamado ferromagnetismo, representado na
Figura 4.
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Magnetizagdo
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FIGURA 3. [5]
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FIGURA 4. |5] Ferromagnetismo.
Um ferromagneto exibe, portanto, magnetizacio espontinea, que é uma ordem
global produzida mesmo com a auséncia de um campo magnético externo. O valor

da magnetizacao espontanea, +m*, depende da forma em que o campo externo se
aproxima de zero (de > 0 ou < 0), representado na Figura 5.

magnetizagao

>campo
“ 7771*

FIGURA 5. [5] Magnetizacao espontanea.

Usando o processo descrito, pode-se, a principio, preparar um material ferromag-
nético com magnetizacao espontanea em uma direcao arbitraria aplicando o campo
magnético nessa direcao, e fazé-lo decrescer lentamente a zero. Pode-se observar
ainda que, na Figura 5, quando o campo vai para zero, a magnetizacao tem uma
descontinuidade e salta de um valor estritamente positivo para uma valor estrita-
mente negativo, o que representa uma transi¢ao de fase de primeira ordem.

O modelo de Ising ¢ um modelo simples que busca reproduzir as propriedades
descritas acima. A principal simplificacdo é assumir que os spins sao restritos a uma
direcao particular, apontando para cima ou para baixo. Apesar de ser um modelo
simples, é util na descricdio de outros sistemas (tais como um gas) que, com as
devidas simplificacoes, pode ser mapeado pelo modelo de Ising. Para mais detalhes,
veja [5].

3.1. Sistema de spins de Ising. Os spins podem ser encontrados em dois estados,
tradicionalmente denotados por +1 ("para cima") e —1 ("para baixo"), e interagem
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com cada outro spin e com o campo magnético externo. Esses spins serdo identifi-
cados com os nos (vértices) de um grafo, que serd o modelo da estrutura cristalina.

Considere um conjunto finito de pontos V' com a estrutura de grafo nao orientado
sem loops e com no méaximo uma aresta entre cada par de pontos. Quando {i,j}
é uma aresta do grafo, diremos que j € V é um wizinho de i € V. Em cada sitio
© € V encontra-se uma variavel ¢; tomando dois possiveis valores, 1. Um estado
microscopico do sistema, geralmente chamado de configuracao, é dado pelo estado
especifico dos spins em cada vértice, isto é, por um elemento w € Qy = {—1,1}V.
A variavel aleatoria g; : Qy — {—1, 1} definida por ¢;(w) := w; da o valor do spin no
vértice 7, e a configuragdo w é também geralmente chamada de spin em 1.

As interagoes entre os spins sao definidas de tal forma que:

e Os spins interagem somente com os spins localizados em sua vizinhanga (no
sentido de grafos). Assumindo que os spins em dois sitios distintos i,j € V
interagem se, e so se, o par {i,7} é uma aresta do grafo, que denotamos por
i~ .

e A interacdo deve favorecer a concorddncia entre os wvalores dos spins. Na
forma mais simples do modelo, a qual é tratada aqui, isto é feito da seguinte
forma: um par de spins nos vértices ¢ e j de uma aresta diminui a energia
global das configuragbes se elas concordam (g; = ¢;), e aumenta a energia
global se elas diferem. Mais precisamente, os spins nos vértices das arestas
{i,j} contribuem para a energia total por uma quantidade —/g;s;, onde 8 > 0
mede a forca da interacao, e também interpreta o inverso da temperatura.
Assim, em baixas temperaturas, configuragdes nas quais a maioria dos pares
de vizinhos estao alinhados tem menor energia.

e Cada spin pode interagir com um campo magnético externo. No caso de
um campo magnético externo constante A € R agindo sobre o sistema, sua
interacao com o spin no sitio ¢ contribui para a energia total pela quantidade
—hg;. Isto é, quando o campo magnético é positivo, as configuracoes com
maioria dos seus spins iguais a +1 tem menor energia.

A energia de uma configuragao w é obtida através da soma das interagoes sobre
todos os pares, e pela adi¢ao da interagao de cada spin com o campo magnético:

(1) H = —5299 - hZ%

A funcao H é também conhecida como o Hamiltoniano. De acordo com a Mecanica
Estatistica, a probabilidade de observacao do sistema na configuracao w é dada por

1
(2) plw) = — exp(=H(w)),
onde e~ ¢ conhecido como peso de Boltzmann. A constante de normalizacio

(3) Z:= Y exp(—H(w))

LUEQV

desempenha um importante papel na teoria, e é conhecida como funcao de particao.
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Dois pontos i, j € Z sdo vizinhos prozimos se |j—i| = 1, que denotamos por i ~ j.
Denotamos por Vy uma caiza de tamanho linear N unidimensional,
(4) Vvni={r€eZ:0<z< N}

Para mais detalhes, veja [5].

o—0-—0—0—0—0—0—0—0—0—0—0—0—0—0—0—0—0—0

FIGURA 6. [5] Caixa unidimensional.

O objetivo é estudar o modelo de Ising em uma caixa grande V. Assim, iremos
considerar o modelo através de uma sequéncia de caixas crescentes Vi, Vo, ..., Vi, ...,
e descrever o seu comportamento no limite termodindmico, isto é, quando N — oo.
A pressao é dada pelo limite (quando este existir)

. 1
(5) V(B h) = ]}1111 V_N|10g Zy B.h-

Uma transicao de fase é geralmente definida como uma singularidade da pressao
em alguma das suas variaveis.

Seja. Ty o grafo obtido por ligar N — 1 com 0 em
Vv ={0,1,...,N — 1} como um toro (Figura 7). Formalmente, T,y é obtido de
Vy adicionando-lhe uma aresta entre N — 1 e 0.

FIGURA 7. [5] Envolvendo Vy em um toro 1.

Iremos calcular ¢g(h) usando o toro T ao invés de Viy. A saber, como o grafo
Ty pode ser obtido e Viy adicionando-lhe uma aresta (conectando N — 1 a 0), temos

—B < Hyy pn(w) = Hry pa(w) < 5.
Por consequéncia, e ?Zr, s < Zyy pn < €°Zry pn. Assim, se existe, o limite ¢
1
6 lim ——log Z = h).
(6) A 108 Zrsn ¥p(h)

A vantagem de se trabalhar com Ty ao invés de Viy é que Zp, g pode ser escrito
como o traco de uma matriz 2 x 2. De fato, definindo wy = wy,

(7) N-1 N-1
Zryh = Z e Hvy (W) — Z H ePwiwir1+hwi Z H Asioiin

WEQVN wj =41 1=0 wj =41 1=0
j€{0,...,.N—1} j€{0,...,.N—1}
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onde os niimeros A, y = eth A, =eFth A | =eFhe A =P podem
ser colocados na forma de uma matriz, chamada de matriz de transferéncia:
e P ePr

Uma observacao util é que Zr, g, pode ser interpretado com o traco da N-ésima
poténcia de A:

(9) ZTN,BJL = Z (AN)WOMO = tT<AN)'

wo==x1

Tal fato pode ser provado utilizando o principio da inducao forte. Usando a condicao
de contorno wy.1 = wy, para N = 2, temos

1
§ : HAwi,wiH = E , Auoon Awor wo

w;==x1 =0 wi==1
7=0,1 7=0,1

- A+’+A+7+ + A+,,A,7+ + A,7+A+’, + A,7,A,7,
(A11A11 4+ A10A21) + (A1 Ao+ A1 1A51)
= <A2)1,1 + (A2)2,2 =tr (AQ) :

Faremos o caso N = 3 para clarear o raciocinio:

2
§ : HAwi7wi+l = E , AWO7W1AW1,W2A&J2,W0

w;==x1i=0 wij==1
Jj=0,1,2 j=0,1,2

ArpAi Ay + A A gAg s + A1pAg 1 Ary + Al A2 A
Ag 1Ay Arp 4+ Ag 1Ay Ag o + AppAg 1 Ao + AgoAr Aoy
Aiq (AQ)M + Ay 5 (Ag 1 A1g + Az pAsq)

Ay (A19A29+ A1 1A 15) + Ags (AQ)M

Ar <A2)1,1 + A (A2)2,1 + A2 (A2)1,2 + Ao (A2>272
(49),,+ (4),,, = r (A7),

_l_

+

Note que, para s > 0,

(10) tr(AN) =) (ANTA) =) Y (AN, (A,

i=1,2 i=1,2 k=1,2

)
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Supondo que a igualdade (9) seja valida para qualquer ¢ < N, t € N, vamos

provar para N + 1: De fato, como E Ay 1 wonAwn wo = (AQ)WN g tEmOS
I’ 9’ _17
wy==%1
N
: : H sz‘,wz‘+1 = : : Aw07wl Awl7w2 tee AWN—lwa AUJN,W()
wj=%x1 =0 w;==%1
j€{0,...,N} 5€{0,...,N}
= E , E : AUJO:UJl X 'AWN727WN—1 AwathAwN,wo
wy==x1 w;==x1
je{0,...,.N—1}
— N-1 2
- Z (A )WO,WN_l (A >WN_1,WD
w;==%1
je{0,N-1}
_ Z (AN-H) — 4y (AN—H) '
wo,wo
wo==1

Assim, reduzimos o problema de encontrar a funcao de particao ao de encontrar
a soma dos elementos diagonais (trago) da N-ésima poténcia da matriz de transfe-
réncia. Por outro lado, o traco de matriz, na base conveniente, é simplesmente a
soma de seus autovalores, e os autovalores de AV sdo A\Y, uma vez que Ay sdo os
autovalores de A determinados pelo polinémio caracteristico resultante de

(11) o—b-h  oh-h _ | =0
dado por
(12) A2 — )\ (eh + e_h) + (626 — 6_26) =0,

cujas solucoes sao

Ar = % {65 (e"+e )+ \/625 (eh + e=h)? — 4 (28 — €2ﬁ):|
- ; [eﬁ (2cosh(h)) % \/e27 (2sinh(R))? — 4(2sinh(2ﬁ))]
(13) = ¢’ cosh(h) + \/625 cosh?(h) — 2sinh(28),

em que utilizamos as identidades e® —e™* = 2sinh(z) e e* +e~* = 2 cosh(z). Assim
A tem dois dois autovalores Ay > A_ dados por

(14) Ay = €? cosh(h) % \/625 cosh?(h) — 2sinh(25).

Como A pode ser diagonalizado, A = BDB™! onde D é uma matriz diagonal cujos
elementos da diagonal sdo Ay e A_, e como o trago satisfaz tr(GH) = tr(HG), temos
(15) Zrypn =tr(AY) =tr(BDYB™") = tr(DV) = AV + AV,

G4
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o que pode ser escrito como
)\N
(16) Zrypn =AY (1 + )\—N)
e como Ay > A_, tomando o limite termodinamico temos
(17)  vg(h) = L ogz i log [ AY 1+A]*V log \
0 im ——lo — || =lo .
B8 |V | g 4Ty ,B,h = Neroo |VN| g + )‘f g At

Ou seja, ¥3(h) =log A\;, e para todo 5 > 0, e todo h € R, a pressdo 13(h) existe e
é igual a

(18) Yg(h) = log {eﬁ cosh(h) + \/625 cosh?(h) — QSinh(Qﬁ)} ,

que é uma funcao analitica.

Em outros termos, tratamos de um modelo simples, pois o fato da pressao nao
apresentar nenhuma quebra de analiticidade garante que o modelo de Ising uni-
dimensional nao apresenta coexisténcia de fases, nao havendo, portanto, nenhuma
transicao de fase. Note que nao precisamos utilizar os Teoremas 2.1 e 2.2 nessa
abordagem. Todavia se, ao invés de realizarmos todos os calculos para mostrar a
analiticidade da pressao, aplicassemos diretamente os Teoremas 2.1 e 2.2 na Matriz
de Transferéncia do modelo, uma vez que essa satisfaz suas hipoteses, garantiriamos
a existéncia de um tnico autovalor simples e maximal A\(5) e a analiticidade da
funcao log(A(B)).

Em geral, o comportamento assintotico (quando N — 00) do sistema descrito pela
distribuicao de Gibbs em uma caixa suficientemente grande pode ser relacionado com
as propriedades analiticas da pressao em h. Assumindo que o limite e as derivadas
podem ser intercambiados (o que acontece sob certas circunstancias, veja [15]),

O (h) " My

0
log Zy, s = hm <|VN|> =mg(h),
Viv.Bih

1 —
(19) Oh  Nows [Vy|Oh

e portanto, a magnetizacao média esta relacionada com a derivada da pressao.
A pressao 1g(h) do Modelo de Ising unidimensional é analitica em h em todas as
temperaturas. De fato, temos, pela equacao (18),

e26 cosh(h) sinh(h) B
8¢,3(h) \/625 coshz(h)72 sinh(29) +e Slnh(h)

mg(h) = =
\/625 cosh?(h) — 2sinh(24) + e cosh(h)

oh
eB cosh(h) sinh(h) 3 o
\/COShQ(h)_2672B sinh(23) +e Slnh(h)

ef \/COShQ(h) — 2728 8inh(203) + € cosh(h)

cosh(h) sinh(h) .
(20) \/COSh2(h)_2672ﬁ sinh(28) + Slnh(h)

\/coshZ(h) — 2e=26sinh(23) + cosh(h) |
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Em particular, %i}f(O) = (0. Somente no limite 5 — oo a funcao 13(h) se torna nao

diferenciavel em h = 0, pois
cosh(h) sinh(h) + Sth(h)

h cosh?(h)—2e~ 2P sin
lim 3@/)86}5 : = lim otk ()2 2 sinh(25)
300 B—r00 \/cosh2(h) — 2e=285inh(23) + cosh(h)
cosh(h)sinh(h) | s
= - 1 seh<0”’

cosh?(h) — 1 + cosh(h)

e o limite limy_,olimg_,o awglgh) nao existe. De fato, para qualquer § > 0, temos

mg(h) =1 quando h — +00, pois

cosh(h) sinh(h) .
\/coshQ(h)f2e*2ﬂ sinh(23) * Slnh(h)

lim mg(h) = lim
oo hreo \/COShQ(h) — 2e=28ginh(23) + cosh(h)
(ethe_h)(ehfe_h)
i \/(eh+e*h)2—4e*2ﬁ(625—6*25)
= lim
hoo \ /(eh + )2 — de=20 (2P — e=2F) 4 eh + eh

h 3h
+elh—eh

+ eh —eh

e'—e_

— lim \/1+2e_h+e_3h—4e*2(5+h>(625—6—25)

h—00 oh <\/1 4+ 2e~h L g2 _ 46—2(B+h)(626 — e 28) + 1+ €—2h>

1—e—th _ —2h
. \/1+26_h+6_3h74€72(6+h)(62576_2[3) +1 ¢
(22) = lim =1,
h=oo /14 2e=h 4 e=2h — 4e=2(B+h) (28 — ¢=28) 4 1 4 ¢~2h
e, de modo similar, mg(h) = —1 quando h — —oo. Portanto,
: 1 seh>0
(23) 611_)1210m5(h) N { -1 seh<0”’

a derivada da pressao nao é continua em 0 e g nao é analitica no limite 5 — oo.

FIGURA 8. |5] A pressdo ¢z(h) para = 0.8 a esquerda e § = 2 a direita.

Pela expressdo explicitada em (18) a aplicacdo h — g(h) é analitica e assim,
diferenciavel com respeito a h. Como mencionado anteriormente, a derivada da
pressdo representa a densidade de magnetizacao média mg(h) = awg}gh)j que no caso
do Modelo de Ising unidimensional, ¢ representado na Figura 9.

Para mais detalhes, consulte [5] e [17].
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| -1 e -1

FIGURA 9. [5] mg(h) para =08 ¢ § = 2.

4. MODELO DE KITTEL VIA MATRIZ DE TRANSFERENCIA

O modelo de Kittel ¢ de fato um modelo de ziper’ (fecho de correr) de extremi-
dade tnica, discutido "como uma boa maneira de introduzir um exemplo de biofisica
em um curso de fisica estatistica", e inspirado em modelos de ’'ziper’ duplo de poli-
peptideo ou moléculas de DNA - Figura 10.

»/_u_‘/-ul

FIGURA 10. [20] O modelo de ziper de Kittel foi baseado em ligagdes
de moléculas de DNA.

Conforme [9], vamos considerar um ’ziper’ de N ligagoes que podem ser abertas
apenas por uma extremidade. Se as ligacoes 1,2, ..., n estao todas abertas, a energia
necessaria para abrir a ligacao m + 1 é ; no entanto, se nem todas as ligacoes
anteriores estiverem abertas, a energia necessiria para abrir a ligacao n + 1 seré
infinita. A ligacdo N (a tltima) ndo pode ser aberta, e diz-se que o ’ziper’ esta
aberto quando as primeiras N — 1 ligacoes estiverem. Kittel supos que existem G
orientacoes que cada ligacao aberta pode assumir, isto é, o estado aberto de uma
ligacao é G-fold degenerado, correspondendo a liberdade rotacional de uma ligacao
(esta pode assumir valores de 1 a G quando aberta). Nao havera transigdo de fase
para G = 1 (neste caso temos 0 <> fechada e 1 <> aberta), como mostra [9]. A
energia requerida para abrir as primeiras p ligagoes é pe; se p ligacoes estiverem
abertas, a degenerecéncia é GP.

Para introduzir o contexto do formalismo do operador de transferéncia, conforme
[2], vamos resolver o modelo de Kittel em termos de uma matriz de transferéncia
(o caminho de Kittel envolve séries geométricas, ¢ muito mais simples e rapido,
veja [9], todavia, devido as suas particularidades, ndo é um procedimento facilmente
aplicdvel a outros modelos para os quais a matriz de transferéncia funciona bem).

lﬁﬁl RMU @ sBMm
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Para esse fim, vamos escrever o modelo Hamiltoniano como

i

(24) HN =& (1 - 58170) + (8 + %58171,0) (1 - 58170)

%

[|
V)

onde s; = 0 significa que a ligacao i estd fechada, s; = 1,2,..., G significa que a
ligacao estd aberta em um dos G possiveis estados, e d;+ ¢ o delta de Kronecker
dado por

1 se s=4¢
(25) 55»3'_{0 se s#s

A energia necesséaria para abrir a ligacao s; ¢ dada por € + Vyd,, , 0, de modo que
se a ligacao s;_; estiver aberta, entao d,, , o = 0, e caso esteja fechada, uma das
restricoes de Kittel na elaboracao do modelo é que, nesse caso, a energia para a
abertura da ligacao 7 seja infinita, de onde Vy = oo. Além disso, impusemos a
condigao de contorno sy = 0 (a extremidade mais & direita do ziper estd sempre
fechada). A funcao de partigao serd dada por

(26) Zy = exp(—BHy),

conf.

com 3 = 1/kT sendo o inverso da temperatura e a soma é tomada sobre todas as
configuracoes das variaveis s;, parai=1,..., N — 1.

Reescreveremos a fungdo de partigdo (26) usando o fato que, para todo i =
1,...,N —1, vale
(27)

—BVo 4
L B

com efeito, se s; # 0, o produto ds, (1 - (551.“,0) sempre se anula e a igualdade
também ocorre, o que demonstra a igualdade (27). Aplicando a equagao (24) na

4
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equagao (26), temos

Zv = Y e(-Ay) = e

conf. conf. <

=

-1

ﬂ [5 1 - 551,()) + (5 + ‘/0632-_1,0) (1 - 5si,0)]>

I
)

i

N-1
= Z €xp <_55 (1 - 531,0)) €xp _5 (5 + ‘/0632‘71,0) (1 - 582'70))
conf 1=2
N-1
= Z eXp ﬁg 81, )) €xXp (_B (5 + ‘/0551‘71,0) (1 - 58170))
conf. =2
N-2
= Y exp(—Be(1—040) [ ] exp (=Be = Beds,r0 — BVobs0 + BVa0s, 005,10
conf. =1
N-2
= Do e (e (1= dy0) JL e Ul enibenlizbnn )
conf. =1
. N-2
(2:828)2 exp (—fe (1 — ds,0)) e Pe(1=0511.0) [1+ (e‘ﬂvo —1) 85,0 (1 = 051010) ]
conf. i=1

e portanto

N-2
ZN = Z 6_56(1_651 0 H 6_55 1+1 0 [1 —+ (e_ﬁVo — 1) 53i70 (1 — 5Si+1,0)} .

conf. i=1

A partir de agora, supomos que Vy = oo, logo e Y = 0. Considere a matriz de
transferéncia T(g11)x(a+1) = (ts,) definida como

(30) tow = e P00 [1 =50 (1= 500)],
com s,s" € {0,1,...,G}, ou seja,

1 0 --- 0

1 ePe ... e Fe
(31) T=1. . .

1 6_65 o o 6_66

A funcao de particao pode ser escrita como

N-2
(32) Iy = Z *55 1-3510) Ht5i751+1‘
=1

5i€{0,1,..,G}

ie{l,..,.N—1}
E importante respeitar a restricio de Kittel na qual a ligacdo s,,; ndo seja aberta
(nao pode tomar os valores 1 ou 2) se a ligagao s; for fechada (s; = 0) - a restrigao
diz que a energia para abrir a ligacao s; é infinita caso s;_; esteja fechada. Isso
produz entradas nulas na primeira linha da matriz.

% RMuU @~ sBm
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A funcao de particao pode ser reescrita na forma
(33) Zn = {0, TV ?¢).

para certos ¥ e ¢ em RET! satisfazendo (1, 2) > 0 e (¢,x) > 0 para z > 0. Assim,

A A I T S
1
1
(34) ZN:(l e Pe ... 6—66>TN—2 :
1

Inicialmente, vamos explorar a equagao (34) para valores baixos. Para N = 2,
temos

7, = Z 6-55(1-531,0):e_ge(1_5o,o)+ Z o Be(1-051.0)

s1€{0,1,...,G} s1€{1,...,G}
1
1
- 14+ Ge Pe = (1 e Pe ... e_ﬁs) Igiq | . |,
1

uma vez que dg, o = 1 se sy =0 e dg, o = 0se s1 # 0, aléem de que T2 =T = I54.
Para N = 3, temos

Z3 = Z 6_66<1_551’0)t31732 - Z tO,SQ + 67,6’5 Z t81782

s1€{0,1,...,G} s2€{0,1,...,G} s1€{1,...,G}
s2€{0,1,...,G} s2€{0,1,...,G}
1 1
1 tio tig -+ tig 1
= (too tox -+ toc) : +e s : :
i tco te1 -+ toc 1
1
1
@) @ o e )T |
1

7z N
" RMU @~ sBm

uuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuu



Sobre Matrizes de Transferéncia e o Teorema de Perron-Frobenius 36

Mostremos a validade da equagao (34) para todo N > 2. Pela equacio (32), temos

N 2
— 7,85 1 65 0
Zn = § : v t5i75i+1
=1

s;€{0,1,...,G}
ie{1,...,N-1}
- Z t0)52 v ’t3N7273N—1 + 6755 Z t51752 o 'tSNfz,qu
816{0,1,.‘.,G} 816{0,1,...,G}
ie{2,..,N—1} i€{2,...,.N—1}
816{1,...,G}
(37) Z t(()JZNz)1+e—/3a Z tgjl\fs_NQL
sn_1€{0,1,...,G} s1€{1,...G}
sn_1€{0,1,...G}
1 N-2 N—2 N-2
1 TN O
_ (tuv DD té{ﬁ;”) e . S :
: N—-2) ,(N-2) (N—2)
1 Zf(c;,o ) tG’,l tG,G
N— N— N—
e, B, e [
= (1 e e o ™ iy 7 b 1
N 2) —-2) (1\f—2 '
t( t(G,l tG,G) 1
1
1
B36) (1 e P ..o e fy TN |,
1

em que usamos, na terceira igualdade, que para todo k£ > 2, vale

(37) = D taw s
$:€{0,1,...,G}
1€{2,...,k}

A matriz 7 tem trés autovalores distintos, a saber A\; = Ge ™, \y =1e X3 =0,
calculados via ntcleo da matriz 7 — M. Os autovetores dos dois autovalores nao
nulos sao v, e v, dados, respectivamente, por

0 1 — Ge P

1 1
(38) V1 = , Ug =

1 1

% RMuU @~ sBm

REVISTAMATEMATICAUNIVERSITARIA . S0CIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA



37 E. Artuso

Os vetores (1 e P ... e#)e (1 1 --- 1) podem ser escritos na base de
autovetores {vy, v2}, a saber
1
29 e Pe e P (1- Ge‘ﬂs) —1 1
%) I = R e
e e
1
1 —Ge P 1

1

e como (vy,v1) = (v1,v2) = (va,v1) = G e (va,v2) = (1 — Ge_ﬁ‘f)2 + G, temos

1
1
ZN & (1 eP .o P72 :
1
—Be (1 — GePe) — —Be
(39),(40) e (1 Ge ) 1 1 noo [ —Ge 1
B < 1 — Ge P vtz Ge—Pe ¥ T 1— Gepe'! Tz GePe 2
6_66 (1 — Ge"ge) —1 1 —Ge_ﬁa N—2 1 N—2
) < (—Ger T gerToger  Whitgesl ()
e e (1 — Ge‘ﬁa) -1 1 —Ge Py, 1 N—2
B < 1 — GePe Tz Ge—Pe ¥ 1 _ GePe Av Tt 1 — Ge b Ao
B e (1-Ge ) -1 1 (—Ge™7) (Ge‘ﬁs)]\F2 1
B 1 — Ge P Nt T Ges 1 — GePe Ut T TG
B - (Ge*ﬁE)N_l (1—Ge ) e P+ (Ge’ﬂE)N_l e (1—GeP) -1
B (1 — Ge5¢)? )+ (1 — Ge5)? e
(GG*BE)Nf1 1
T UmGerr I T genep
_ - (Ge’BE)N + (Ge’ﬁe)N+1 + Ge=Pe — (Ge’ﬁe)2 +(1- Ge’BE)2
(1 — Ge=5e)?
—Be\N —Be
_ (1 /—41<Ge f) ) (1—Ge ™) _ 1 (Ge—ﬁa)N
(1 - Gepe)? 1—Gepe
Ou seja,
1— (Ge‘ﬁa)N
(42) Zn = I Ge b

'ﬁ"?‘ RMU @ sBm
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ou de modo alternativo,

1
1 —GeFe (
o que mostra que a funcao de particdo pode ser escrita como uma combinacao
linear da N-ésima poténcia dos autovalores da matriz de transferéncia. No limite
termodinamico, resta somente o maior autovalor e, para N — oo, a pressao é dada
por

(43) Zn AV + M),

1 1 1
(44) f_NF_ BNIOgZN_ 3
onde o logaritmo tem base natural. Para termos uma transicao de fase, o que
significa que a pressao, dado que os autovalores sao positivos e func¢oes analiticas
de [, é nao analitica em algum ponto, devemos ter dois autovalores se cruzando em

certo .. Neste caso basta comparar A; e Ay e descobrir que eles se cruzam em uma
_ logG . . c . .
temperatura dada por 3. = 2= ou, de modo equivalente, T, = sl (veja Figura

11). Em T, a derivada da energia livre & descontinua, implicando que temos uma

transicao de fase de primeira ordem. Note que T, = m ¢ finito enquanto G > 1;

para o caso nao degenerado G = 1 (somente um estado aberto) a transi¢do ocorre
em T = oo ou, em outras palavras, nao existe transicao de fase.

log max (Aq, Ag)

_. —_ -
IS o =) 2
T T T 5

-

<
1 1 |

autovalor maximal
; 5
T
1

,_.
T
[}

o
oo
(=) T

0.5 1 L5 2

FIGURA 11. [2] Autovalores \; = Ge P e A\ = 1 em fungao de 3,
quando G = 2 e € = 1; A\; e Ay se cruzam em . = log2, havendo,
portanto, transicao de fase de primeira ordem.

A matriz de transferéncia que encontramos no modelo de Ising unidimensional,
composta por fatores de Boltzmann (exponenciais), é sempre estritamente positiva e,
consequentemente, primitiva e analitica em 3. Nessas condicoes, pelos Teoremas 2.1
e 2.2, nao teremos uma transicao de fase para qualquer 8 > 0. Conforme [2], a tinica
maneira de escaparmos da hipoétese do teorema de Perron-Frobenius é atribuindo
uma energia infinita a algumas configuragoes, dando origem a entradas nulas na
matriz, que podem ou nao ser irredutiveis. Este ¢ exatamente o caso no modelo de
Kittel.

4
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E importante perceber que a quebra da hipotese de irredutibilidade ndo garante
o cruzamento de autovalores: de fato, a matriz de transferéncia do modelo de Kittel
io d do, G = 1, também ¢ reduti *) —
para o caso nao degenerado, = 1, também é redutivel, uma vez que lig =
para qualquer k& > 1, e o cruzamento de autovalores ocorre apenas em 5 = 0 (ou
temperatura infinita), como ja explicado, produzindo a analiticidade do autovalor

maximal (dai a pressdo) para qualquer temperatura finita.

5. DiscussA0 E CONSIDERACOES FINAIS

Apresentamos resultados sobre o tratamento de transicoes de fase utilizando ma-
trizes de transferéncia e o Teorema de Perron-Frobenius, exemplificando tal técnica
com o modelo de Tsing, e mostrando porque nao ha transicao de fase, e com o modelo
de Kittel, no qual ha transicao de fase em geral.

Uma vez que modelo de Kittel nao satisfaz completamente nas hipoteses do Teo-
rema de Perron-Frobenius - o que acontece pois a n-ésima poténcia de sua matriz de
transferéncia ainda conta com entradas nulas, seja qual for o n - este apresenta tran-
sicao de fase conforme o niimero de configuracoes do seu espaco de estados, a saber,
se 0 espago de estados tiver apenas dois estados (fechado e aberto), o modelo nao
apresenta transicao de fase, todavia se houver mais estados (diferentes estados para
distintas forma de abertura, por exemplo), o modelo apresenta transi¢io de fase.
Em outros termos, como a n-ésima poténcia de sua matriz de transferéncia tem
entradas nulas, para qualquer que seja o n, nao ha garantias de um tinico autovalor
maximal por parte do Teorema de Perron-Frobenius.

APENDICE A. TEOREMA DE PERRON-FROBENIUS

Nesse apéndice apresentaremos a demonstracao do Teorema de Perron-Frobenius
(Teorema 2.1) baseada em [14]. No Lema seguinte provamos um argumento que se
faz necessario na demonstracao do Teorema 2.1.

Lema A.1. Dados zy,...,z, € C\ {0}, se

S S
(45) >zl = 13l
j=1 j=1
entao os argumentos desses niumeros complexros sao iguais, isto €,

(46) arg z; = argze = - -+ = arg 2.

Demonstracao. O lema nada mais é do que a condicao de igualdade na desigualdade
triangular generalizada para um nimero qualquer de argumentos. Mostraremos por
inducao sobre s. Para s = 2 o lema é a desigualdade triangular conhecida: se
z,w € C sdo nao nulos entdo |z + w| < |z| + |w|, com igualdade realizada se, e
somente se, arg z = argw, ou seja, w = Az com A > 0.

Para s > 3 segue de (45) que

s s s—1 s
(47) Dlsl=D_ a4 < Do s+l <D Il
7j=1 7j=1 7j=1 7j=1

£
2
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de modo que

S s—1
(48) Dzl =1 |+l
j=1 j=1
e entao
s—1 s—1
(49 Slsl= (S|
j=1 j=1

Assumamos como hipotese de indugao que argz; = argzy = --- = argzs_1 € pro-
vemos que a igualdade vale também para arg z;. Pela hipotese de indugao, existem
w e Ce A, A, ..., -1 > 0 tais que z; = \jw para 1 < j < s — 1. Pondo
A=A+ A+ -+ + A1, podemos reescrever (45) como

S
>4
j=1

e a desigualdade triangular para s = 2 fornece arg z;, = arg \w = argw = argz;
paral <j<s—1,jAque A>0. W

Uma vez provado o Lema, podemos prosseguir para a demonstragao do Teorema
2.1. A notacao utilizada para vetores nao negativos sera x > 0, o que significa que
xj; > 0 em cada componente do vetor z. Ainda, a notagdo |z| para um vetor z se
refere ao vetor (|zy,...,|zs|).

(50) = | \w + z5| = |Mw| + |24/,

Demonstracao do Teorema 2.1. (i) Seja 7 € C um autovalor de M cujo médulo
é maximal, isto é, || < |7| para qualquer autovalor A\ de M. Se y € C* é o
autovetor associado a 7 entao como My = Ty temos Ty; = Z;Zl mM;jY; para
todo i e |7]|lyi| < 377, mijly;| uma vez que as entradas da matriz M sio
nao-negativas. Assim

e Simmlul
{0} |y
Considere agora a funcao r, definida para vetores nao-negativos de R® e dada
por
S
’(@) = min =0
{i:2;7#40} Z;

para x € R® com =z # 0. Esta funcao r é semi-continua superiormente e
homogénea no conjunto {z € R*\ {0}, > 0} de modo que o supremo
0 = supr(x) = sup r(z)
>0 >0
220 Jall=1
existe e é realizado, uma vez que {z > 0 : ||z|| = 1} é compacto (veja
Exercicio 21 do Capitulo II de [16]). Como

s
min —Zj =1 s <40
{i:x;#0} Z; B
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para todo x > 0, temos 6 > |7| > 0. Vamos provar que 6 é um autovalor.
Escrevendo

0 = min —Ej =1 il
{iiyﬁéo} Y;
para algum y > 0 com ||y|| = 1, se z = My — 0y for ndo nulo, temos

M(M*y) — OM*y = M*2 > 0

onde M* > 0 por ser M primitiva. Assim, pondo x = MP¥y, teremos
fr < Mz e portanto fx; < Z‘;:l m;;z; para todo i, o que contradiz a
nossa hipdtese. Dessa forma, My = 6y e § é um autovalor positivo tal que
|A| < 0 para qualquer outro autovalor A de M. Suponha agora que A é um
autovalor de M com |\ = 0. Se My = \y entao 0|y| = |[My| < Mly| e os
argumentos anteriores garantem que M|y| = 0|y|, de onde vem

M*|y| = 6*|y| = | M*y|

e, para todo i,

k k
Zmz(j)yj :ngj)‘yﬂ-
j=1 j=1

Pelo Lema A.1, as componentes y; de y tem todas o mesmo argumento,
e’ digamos, teremos y = |y|e’®, logo se multiplicarmos o vetor y por e~
vem ye '? = |yle®e" = |y|, ou seja, o resultado é um autovetor positivo
correspondente a \, e assim \ é positivo e A = 6.
Mostramos em (i), para o autovalor dominante # e um vetor qualquer y nao
negativo tal que My > Oy, que o vetor |y| é um autovetor positivo associado
af.
Comecaremos mostrando que a multiplicidade geométrica de 6 é um, ou seja,
que dimker(M —601I) = 1. Supondo que haja dois vetores, x e y, linearmente
independentes em ker(M — 01), pelo item (ii) temos que = e y sdo vetores
positivos, ou seja, ambos nao tém nenhuma componente nula e pondo z =
Y1 — x1y onde x1 e y; sao a primeira componente de x e y respectivamente,
temos que a primeira componente de z é nula pois z; = y121 —2x1y; = 0. Logo
por (ii) ou z é autovetor positivo de M ou z = 0; como z; = 0 segue que z
nao pode ser positivo, assim z = 0, 0 que mostra que existe uma combinacao
linear nula nao trivial de = e y, uma vez que x7; > 0 e y; > 0, e dai segue que
x e y sao linearmente dependentes, uma contradi¢ao com a hipotese. Assim,
a dimensao do nicleo de M — 61 é um.

Ainda devemos mostrar que a multiplicidade algébrica de 6 é um. Para
isso, vamos provar que ker(M — 0I) = ker(M — 01)?. Claramente ker(M —
0I) C ker(M — 01)? pois se Mz = fz para algum z entao

M?x = M(Mz) = M(0x) = 0Mz = 6*x.

Para mostrar que a igualdade é valida, vamos supor que existe y € ker(M —
0I)? \ ker(M — 0I) e mostrar que isto ndao é possivel. Nessas condigoes,

_
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M?y = 6%y mas My # 0y, logo

(52 (M — 012y = (M — 01) [(M — 61)y) = 0
e dai (M — 6I)y € ker(M — 0I). Como dimker(M — 0I) = 1, temos que
(M —01)y ¢ multiplo de algum vetor = € ker(M —01I), ou seja, (M —61)y = tx

para algum ¢ # 0 que por simplicidade tomaremos como sendo um (a rigor,

basta escolher ¥ ao invés de y), logo

(53) My =0y +x
e para todo n > 1, vale
(54) M"y = 0"y +nb" 'x.
Vamos provar a equagao (54) por indugao. Uma vez que ja temos o resultado
para n = 1 na equagao (53), supomos para n = k, ou seja, M*y = 0%y +
k0¥ 'z, e vamos mostrar para n = k + 1. De fato,
MMy = M(MFy) (HI) M(0%y + k0 ')
0" My + k0" 1 Mz
00y + x) + k0¥ 10z
05y 4+ (k4 1)6"x.

ut
e
=z

Assim, para qualquer n > 2 temos
(55) M"y| = [M"y)| = 0"y +nb" ‘x| > 6"} (n]z| — O]y]).

Como |z| € ker(M — 01) é autovetor positivo de M, existe um ng suficiente-
mente grande tal que ng|z| — Oly| > 0|y|, e por (55), temos

(56) M™[y| > 0" (n|z| — 0ly|) > 6™]y|.

Mas M™, por sua vez, é uma matrix primitiva com 6" sendo seu autovalor
positivo dominante. Usando outra vez os itens (i) e (ii) temos M™|y| =
ez

6"[yl, logo

(57) My = 0"0y.

Por hipotese, tinhamos My # 0y, uma vez que y € ker(M—01)?\ker(M—01),
logo My > 0y ou My < Oy. Suponha, sem perda de generalidade, que
My > 0y, e por indugao supomos valida M"y > 6™y, logo

HI
M"y = M(M"y) > 0"M(y) > 6"y,

e portanto, M"y # 0"y para todo n € N, o que contradiz a equacio (57).
Assim ker(M — 61)*\ ker(M — 0I) = () e ker(M — 61)* = ker(M — 01), o que
mostra o resultado. W
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