% rRmuU % sBm

REVISTA MATEMATICA UNIVERSITARIA SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA

Revista Matematica Universitaria, vol. 1, 2022
ISSN: 2675-5254 — DOI: 10.21711/26755254 /rmu20222

A GEOMETRIA DIFERENCIAL SINTETICA E OS MUNDOS
ONDE PODEMOS INTERPRETA-LA:
UM CONVITE AO ESTUDO DOS ANEIS C*

JEAN CERQUEIRA BERNI E HUGO LUIZ MARIANO

SUMARIO
INETOAUGAD «oveeieiiiiii et et )
1. Um axioma da Geometria Diferencial Sintética ... 11
2. Mundos (modelos) para a Geometria Diferencial Sintética................... 15
2.1. Incompatibilidade com a Logica Classica e com o “mundo” dos
CONJUNTOS c ettt 18
2.2. Um topos que valida o Axioma de Kock—Lawvere......................... 19
2.3. Um “Toy Model” para a Geometria Diferencial Sintética .............. 23
2.4. Ha um mundo bem melhor: o topos de Dubuc.............cccccciiini. 26
3. Consideragoes Finais . o.. it 28
RETEIBIICIAS .. ottt iiiiiii ittt e 29
INTRODUCAO

A Geometria Diferencial tem como um de seus principais objetos de estudo a
no¢ao de variedade (uma “quantidade n—vezes estendida”). Este conceito remonta
a palestra de habilitacdo! de B. Riemann, em 1854, e as teorias das variedades
diferenciaveis e das variedades Riemannianas surgiram como um esforco de seus
sucessores para esclarecer e formalizar as ideias ali apresentadas. Originalmente
essa no¢ao abrangia, inclusive, variedades de dimensao infinita, como por exemplo,
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a dos “valores possiveis de uma fungao em uma dada regiao”, a “das formas possiveis
de uma figura solida” e assim por diante.

Ao longo do desenvolvimento desses esforcos, a nocao de quantidades “infinita-
mente pequenas’ (ou “infinitésimos”), tao tteis nos processos de descobertas de no-
vos resultados na Geometria — sobretudo para gedmetras como S. Lie e E. Cartan
— foi sendo reduzida a uma ideia vaga de, como expressou o bispo Berkeley, “fan-
tasmas de quantidades que jd partiram”, sem qualquer legitimidade no ambito do
rigor introduzido por K. Weierstrass. Com o passar do tempo, apesar das criticas,
o rigor de Weierstrass prevaleceu, de modo que os infinitésimos - que tantas vezes
conduziam a inconsisténcias légicas - acabaram se tornando meramente uma ferra-
menta heuristica que, embora 1til, deveria ser “evitada” na demonstracao de novos
resultados.

Em 1913 surge explicitamente o conceito de variedade diferencidvel como conhece-
mos hoje, em um trabalho de H. Weyl? tratando também do conceito de superficies
de Riemann. Como se sabe, na Geometria Diferencial das variedades diferencidveis
como as conhecemos hoje nao hé espaco para “infinitésimos”, ou seja, para entes “in-
finitamente pequenos”, o que acaba por obscurecer a natureza de diversas defini¢oes
e a esséncia de varios teoremas dessa area do conhecimento matematico. Mas e se,
de algum modo, pudéssemos conciliar os infinitésimos com o rigor?

Ao longo da Historia, a Geometria foi estudada essencialmente por dois pontos de
vista principais: o ponto de vista analitico e o ponto de vista sintético. Enquanto
a abordagem analitica é calcada na introducao de sistemas de coordenadas em seus
objetos de estudo (ou seja, na atribui¢ao a cada ponto de uma variedade diferenciavel
n-dimensional uma n—upla de nimeros), a abordagem sintética pretende formular
a Geometria em termos de axiomas capazes de “capturar” a intuicao que fazemos
dos entes geométricos e das relagoes entre eles, de modo que os resultados sobre
Geometria sejam deduzidos “formalmente”, mediante deducoes logicas.

O leitor possivelmente estara familiarizado com alguns exemplos de geometrias
sintéticas: a Geometria contida em “Os Elementos”, de Euclides, as Geometrias Fi-
nitas e a Geometria Projetiva Sintética, introduzida (canhestramente) por Desargues
no século XVII, sao geometrias nas quais o modus operandi ¢ deduzir, a partir de
um corpo inicial de axiomas, diversos resultados acerca de seus entes geométricos e
das relagoes entre eles.

O poder da abordagem analitica (classica) & Geometria Diferencial procede, em
grande parte, da possibilidade de se empregar métodos do Calculo Diferencial e,
mais geralmente, da Anélise Matemética, & Geometria. Podemos estudar “vetores
tangentes”, “angulos entre curvas” e medir areas com o auxilio do aparato do Célculo
Diferencial, ainda que apenas “localmente”, por meio da introducdo de sistemas
de coordenadas. Posto desta forma, a ideia de uma Geometria Diferencial que
prescinda desse aparato e se utilize somente de axiomas pode parecer, & primeira
vista, “improdutiva”’, ou mesmo “estéril”.

2Dje Idee der Riemannschen Fliche”, ou “O conceito de superficies de Riemann”.

4
7 rmu " sem

'SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA



7 J. C. Berni e H.LL. Mariano

FIGURA 1. Anders Kock e Francis William Lawvere no Café
Odeon em Ziirich, 1966. Extraido de [Pic].

De acordo com J. Bell (cf. [Bel]), uma primeira tentativa de desenvolver uma
Geometria Diferencial Sintética® foi feita por Herbert Busemann, nos anos 1940,
baseada em um trabalho de Paul Finsler. A ideia era construir uma Geometria
Diferencial que, nas palavras do autor, dispensasse o uso de “derivadas”. Os objetos
basicos de sua abordagem nao eram, como hoje, as superficies e variedades diferen-
ciaveis, mas espagos métricos de um certo tipo nos quais a nocao de geodésica era
definida de modo intrinseco.

Em 1967, quando Francis W. Lawvere (homem & direita na Figura 1) era profes-
sor assistente na Universidade de Chicago e S. MacLane ministrava um curso sobre
Mecanica, Lawvere passou a refletir sobre possiveis justificativas para os velhos mé-
todos “intuitivos” (a4 maneira de S. Lie e de E. Cartan por exemplo, hoje muito
bem conhecidos por fisicos e engenheiros) empregados por MacLane para apresentar
topicos de Geometria Diferencial pertinentes aquele curso. Destas reflexoes surgiu
o programa da “Dinamica Categorial” e da “Geometria Diferencial Sintética”. O
entdo estudante de doutorado de Lawvere, Anders Kock (& esquerda na Figura 1),
prosseguiu com a pesquisa em Geometria Diferencial Sintética, assim como outros
mateméticos, como Eduardo J. Dubuc - orientando de S. MacLane naquela época.
Desde entao tem havido esfor¢os para compor um quadro axioméatico capaz de “cap-
turar” a noc¢ao de continuidade do espaco fisico ( muito utilizada em Mecénica, por
exemplo) e do qual se possa deduzir a maior quantidade possivel de resultados da
Geometria Diferencial.

3na qual a nocéo de “curva geodésica” em variedades Riemannianas e de Finsler ¢ descrita

mediante axiomas, cf. [Bus].
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A Geometria Diferencial Sintética proposta por Lawvere é formulada no contexto
da Teoria das Categorias, um ramo da Matematica que trata dos “mundos” e estru-
turas mateméaticas de um modo mais geral. Uma categoria corresponde, a grosso
modo, a um “mundo matemético”, composto por objetos e por transformacoes entre
esses objetos. Temos, por exemplo, a categoria Sets, dos conjuntos e das fungoes
entre conjuntos, Grp, dos grupos e homomorfismos de grupos, Top, a categoria dos
espacos topologicos e funcoes continuas e assim por diante.

Sendo a Geometria Diferencial um estudo sobre os objetos da categoria Man, das
variedades diferenciaveis (espacos topologicos de Hausdorff, com base enumeravel e
munidos de um atlas maximal 20 de dimensao n, para algum n € N e de classe C*)
e cujas transformacoes sao as fungoes infinitamente diferenciaveis entre essas, pode-
se supor que um dos objetivos da Geometria Diferencial Sintética seja dar uma
descricao axiomatica para essa categoria. Vejamos quais caracteristicas de Man
inviabilizam uma tal descricao.

A categoria Man padece de certas “deficiéncias” que dificultam uma axiomati-
zagao, a comecar por sua “escassez” de certos tipos de construcoes (denominados
na Teoria de Categorias por “limites inversos”), que nao podem ser levadas a cabo
em seu interior. Por exemplo, dadas duas variedades diferenciaveis M e N, uma
subvariedade Z C N e uma funcdo suave (i.e., de classe C*) qualquer f: M — N,
seu pullback:

74 —— M

(1) l !

Z 4N,

em geral, ndo é uma variedade diferenciavel *. De fato, a intersecio ndo transversal
de subvariedades suaves, na maioria das vezes, nao é uma subvariedade suave’. Tem
se tornado relativamente comum em alguns circulos referir-se a estas “lacunas” em
Man como uma “crise nos fundamentos da Geometria Diferencial”, embora talvez
a palavra “crise” nao seja a mais adequada. A percepcao dessas lacunas varia de
acordo com a subarea da Geometria Diferencial em que se trabalha: naquelas em
que os problemas fundamentais sao de carater analitico, pouco se sente sobre a
estrutura categorial, enquanto que naquelas em que se estuda quocientes, moduli
spaces, folheacoes e acoes de grupos (dentre outros temas), as deficiéncias categoriais
implicam na introducao de uma profusao de outros objetos que tentam de alguma
forma sana-las, como grupdides, stacks, orbifolds, e espacos de Chen, Frolicher e

4salvo mediante a condicdo de transversalidade: se M Jy N é uma fungado suave transversal a
subvariedade Z C N, entdo (1) é um pullback em Man.

SEm virtude de um famoso teorema de H. Whitney, todo subconjunto fechado de R™, n € N, é
o conjunto dos zeros de alguma funcao suave. Tomando, por exemplo, o conjunto de Cantor, C
[que é fechado] em R (e que, por diversos motivos ndo é uma variedade suave), existe f : R — R
suave tal que C' = f~1[{0}]. Desta forma, a intersecdo de Graf (f) (variedade suave de dimensao
1) com Graf (0) (variedade suave de dimensdo 1), o gréafico da func¢io identicamente nula, é C, que
evidentemente nao é uma variedade suave.
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9 J. C. Berni e H.LL. Mariano

difeoldgicos, que sdo mais gerais que variedades suaves (e portanto nao tdo bem
comportados) mas que compdem categorias que possuem melhores propriedades.

Frequentemente desejamos considerar, na categoria Man, e de um modo natural,
um mesmo conceito sob pontos de vista distintos - conceitos importantes para a apli-
cacao da Geometria Diferencial, por exemplo, & Mecanica dos Solidos. Lawvere, por
exemplo, ponderou o seguinte: o movimento de um certo corpo B (por exemplo, um
sistema O—dimensional de particulas, uma corda elastica 1—dimensional, uma me-
brana 2—dimensional ou um s6lido 3—dimensional) é frequentemente representado
por uma funcao:

q: BxT — FE,

onde T é o espago 1—dimensional que representa os instantes (tempo) e E é o
espago 3—dimensional onde o movimento se da. Neste contexto, o movimento pode
ser pensado como uma fun¢do que associa ao par:

(particula de B,instante) € B x T

uma certa posicao em F durante o movimento.
Para outros fins, porém, convém interpretar o movimento como uma funcao:

G:B— ET,

que associa a cada particula de B o seu trajeto através de E. Uma categoria em
que existe uma correspondéncia natural biunivoca:

q:BxT—FE
g:B— ET
recebe a denominacao de categoria “cartesiano-fechada” — o que, feliz ou infeliz-

mente, ndo ¢ o caso de Man (na verdade, dadas duas variedades suaves M e N,
MY = C>®(N, M), salvo em casos patologicos, nao é uma variedade diferenciavel e
portanto, nao é objeto de Man).

Finalmente, em Man nao dispomos de uma linguagem adequada para lidar di-
reta e explicitamente com estruturas “infinitesimais”. Dentre essas estruturas, seria
particularmente interessante dispor de certo objeto D, capaz de codificar o fibrado
tangente de uma variedade diferenciavel, M — ou seja, tal que TM = MP. Este
objeto D poderia ser considerado a “pedra filosofal” da Geometria Diferencial em
virtude das intimeras simplificagoes de conceitos que sua introducao proporciona-
ria, como os de vetores tangentes, fluxos, formas diferenciaveis, conexoes etc. No
entanto, em Man, nada se fala - por falta de vernaculo - acerca de infinitésimos.

Podemos agrupar essas caracteristicas que desabonam Man para uma boa des-
cricao axiomaética em dois grupos principais:

(i) diversas construgoes envolvendo variedades diferenciaveis desbordam da ca-
tegoria das variedades diferencidveis - ou seja, nao sao, em si, variedades
diferenciaveis;

(ii) ndo ha, em Man, um objeto “infinitesimal” D, no sentido de ser o fibrado
tangente de uma variedade diferenciavel M, T'M, identificado com uma “va-
riedade diferenciavel de todos os caminhos infinitesimais em M, MP”.

4
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A ideia de Lawvere para superar esses obstaculos foi, entao, “enriquecer” a cate-
goria Man® a fim de obter uma categoria S, cujos objetos sdo denominados “espacos
suaves”, fechada sob essas construcoes e que admita uma descrigao axiomatica sim-
ples.

Passemos as caracteristicas essenciais desejadas para uma tal categoria S, dos
espacgos suaves. Sao elas:

(1) S deve conter um “modelo algébrico” da reta geométrica (assim como Man
contém R), que denotaremos por R. O objeto R deve admitir (pelo menos)
a estrutura de anel comutativo, munido de dois “elementos” especiais, 0 e
e, 0 # e, correspondendo respectivamente aos elementos neutros da soma e
do produto’. Ademais, convém que R admita um subobjeto (ndo trivial) D,
consistindo dos “elementos” infinitésimos quadrado-nilpotentes de R e capaz
de representar o fibrado tangente de qualquer espaco suave;

(2) ao expandir Man para S, toda variedade diferenciavel deve ser “mergulhada”
em S como um espaco suave, e novas transformacoes entre essas variedades
mergulhadas nao devem ser admitidas - ou seja, os Gnicos mapas entre va-
riedades mergulhadas devem ser os mapas suaves (o que nao ocorre quando
mergulhamos Man em Sets);

(3) S devera ser uma categoria cartesiano-fechada, ou seja, dados espagos suaves
M,N e P, M x N e PV devem ser espacos suaves e, além disso, devera haver
uma bijecao natural relacionando estas construcoes:

MxN-—=P
M — PN

(4) S deve ter um vernaculo capaz de codificar a nogao de nilpoténcia em R, ou
seja, de “elementos” de R tais que alguma de suas poténcias seja 0. Note
que obter nilpotentes diferentes de 0 é impossivel em um corpo como R.
Consequentemente, em S, deve-se exigir de R que tenha uma estrutura um
tanto mais fraca que a de corpo (no sentido classico). Convém exigirmos
que R seja uma Q—algebra, ou seja, que ¢,2-e,--- ,n-e,--- sejam todos
elementos invertiveis em R. Dentre os subobjetos de R, deve haver um
particularmente especial, D, consistindo desses “infinitésimos”, incluindo os
quadrados nilpotentes, e de representar® o funtor fibrado tangente.

Note, também, que sendo a reta geométrica modelada em S por R, o plano geo-
métrico serd modelado por R X R, o espaco geométrico tridimensional por R X RX R
e assim por diante.

btecnicamente isto corresponde a construir um mergulho pleno e fiel de Man em S.
Tem qualquer categoria C com limites finitos, um objeto R tem estrutura de anel comutativo

+
com unidade quando estao dados morfismos: 1 _>—e>' R=—— R x R satisfazendo as identidades
o ;

usuais que definem essa estrutura, expressas por diagramas comutativos.
8ou seja, tal que T : S — S seja naturalmente isomorfo ao funtor Homg(D,-) : S — S.

4
7 rmu " sem

'SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA




11 J. C. Berni e H.LL. Mariano

1. UM AXIOMA DA GEOMETRIA DIFERENCIAL SINTETICA

Vamos supor, para fins de discussao, que uma tal categoria S, detentora de
todas as propriedades descritas anteriormente de fato exista. Denotaremos por
(R,+,-,—,0,e) seu objeto anel comutativo com unidade e, a fim enfatizar a im-
portancia deste objeto, escreveremos (S, (R, +, -, —,0,e)) para denotar a categoria
dos espacos suaves.

Sendo S uma categoria com limites finitos, podemos exprimir o subobjeto de “ele-
mentos quadrado-nilpotentes”, D, do objeto anel R como o equalizador dos mapas:
()?: R — R
ro— ri=r.r

0: R - R
r — 0
ou seja,

2

)
D=[dR|d*=0]— R:O;R

é um equalizador.

Por motivos que serao expostos posteriormente, podemos trabalhar em S “como
se” estivéssemos na categoria dos conjuntos, fazendo mencao a nocao de pertenci-
mento - embora, na realidade, em S haja uma nocao mais flexivel para o termo
“elemento”.

Um dos principais axiomas que dao fulcro & Geometria Diferencial Sintética é o:

Axioma 1 (axioma de Kock-Lawvere). Em (S, (R,+,-,0,e)), para qualquer
f:D — R existe um unico b € R tal que:

(Vd € D)(f(d) = f(0) +b-d)

fO)+b-d /\f
7

D

O axioma de Kock—Lawvere afirma, portanto, que todo morfismo f : D — R é
essencialmente uma “fun¢ao afim”, admitindo um tnico coeficiente linear, f(0), e um

ﬁ)ﬁ RMU @% sBM
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Geometria Diferencial Sintética 12

tnico coeficiente angular, b. Deste modo, é comum nos referirmos coloquialmente
ao axioma de Kock—Lawvere como o “principio da microafinidade”.

Anders Kock descreve este axioma de um modo particularmente pitoresco: D é
tao “pequeno” que nao se pode distinguir o grafico de uma funcao de D em R de um
segmento de reta e, ao mesmo tempo, é “grande” o suficiente para que o coeficiente
angular desta reta seja unicamente determinado.

Sabemos, da Algebra, que em um anel R nio é possivel qualquer elemento ser
simultaneamente nilpotente e invertivel, de modo que se a,b € R e d € D forem tais
que a-d = b-d, nao podemos concluir dai que a = b. O axioma de Kock—Lawvere
implica, ndo obstante, uma espécie de “lei do cancelamento” para infinitésimos uni-
versalmente quantificados. Veja a seguinte:

Proposicao 2. Em (S,(R,+,-,—,0,e)) vale a sequinte dedu¢do, para quaisquer
a,be R:

(Vde D)(a-d=10b-d)
a=1>
Demonstra¢ao. Consideremos a fungao f(d) = a-d, que &, por hipotese, f(d) = b-d.
Do axioma de Kock—Lawvere, existe um tnico ¢ € R tal que f(d) = f(0)+c-d =

¢-d. Como ¢ é o 1inico com esta propriedade e tanto a quanto b a satisfazem, segue
que a =c=b. O

Quanto a estrutura algébrica de D, note que D nao é fechado pela soma, uma
vez que dados dy,ds € D, nao é necessario que (dy + do) € D (de fato, (dy + do)? =
d?+2-dy-dy+d3 = 2d; - dy e nao ha nenhum motivo para afirmarmos que dy -dy = 0
[note que convencionamos munir R da estrutura de Q—algebral). No que diz respeito
a relacao entre os “elementos” de D e os de R, note que D “absorve” produtos, ou
seja, dados b € R,d € D, tem-se b-d € D, uma vez que (b-d)*> =b*-d*> =b*-0 = 0.

O axioma de Kock—Lawvere nos permite definir facilmente o que entendemos
pela derivada de um mapa f : R — R em um ponto a € R sem fazer qualquer
menc¢ao a noc¢ao de limite:

Defini¢ao 3 (derivada). Em (S, (R,+,:,—,0,¢€)), sejam f : R — R uma func¢ao,
a € R, e considere:

Jgo: D — R
d — fla+d).

Pelo axioma de Kock—Lawvere, existe um iunico b € R tal que:
(Vd S D)(Qa(d) = ga(o) +b- d),
ou seja, tal que:
(Vd € D)(f(a+d) = f(a)+b-d).

Denotamos o b assim obtido por f'(a) e o denominamos a derivada de f em a.
Podemos, portanto, escrever:

(Vd € D)(f(a+d) = f(a) + f'(a) - d).

uuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuu



13 J. C. Berni e H.LL. Mariano

A ideia bésica por detras da definicdo acima é tomar, para cada a € R, f'(a)
como a parte linear de g,. Por exemplo, para f(r) = 23, tem-se g,(d) = f(a+d) =
(a+dP=a>+3-a>-d+3-a-&P+d=a*>+3-a*-d= f(a) +3-a* d, e como:

(Vd € D)(fla+d) =a>+3-a®-d),

segue que f'(a) = 3 - a?, coincidindo com a derivada “classica” de f(z) = z* em

T = a.
Sabendo calcular a derivada de uma funcao f : R — R em qualquer ponto a € R,
podemos definir naturalmente sua “funcao derivada”, como segue.

Definicao 4. Em (S, (R,+,,—,0,¢)), dada qualquer f : R — R, a fung¢do deri-
vada de [ ¢ a funcao:
f'* R - R

Assim, retomando o exemplo dado anteriormente, para f(z) = z3 temos f'(x) =
322

O leitor podera verificar que, utilizando o axioma de Kock—Lawvere, as de-
monstracoes das propriedades bésicas das derivadas (regras da soma, do produto,
da cadeia e outras) se reduzem a simples manipulagoes algébricas.

Observe que ao assumirmos o axioma de Kock—Lawvere, toda funcao f : R —
R se torna infinitamente diferencidvel, uma vez que o processo dado na Definicao
3 acima pode ser repetido tantas vezes quanto quisermos.

Vejamos, na sequéncia, como alguns conceitos da Geometria Diferencial se tornam
simples no contexto sintético:

Definicao 5 (vetor tangente). Fm (S, (R, +,-,—,0,¢)), sejam M um espaco suave
ex € M. Um vetor tangente a M em x é um morfismot : D — M tal que
t(0) = .

Sendo assim, um vetor tangente a M em x € M pode ser concebido como um
“caminho infinitesimal” em M tal que t(0) = z, dispensando-nos de todo o trabalho
de tomar classes de equivaléncias de certas curvas contendo o ponto x. Dito de outro
modo, os vetores tangentes a M em z sao simplesmente micro-caminhos em M que
contém o ponto-base x. Mais geralmente, definimos o morfismo ponto-base por:

m: TM =M — M
DYR = t0) =z,
0 que nos permite enunciar a seguinte:

Defini¢ao 6 (espago tangente). Sejam M um espaco suave, v € M e : TM —
M o morfismo ponto-base x. O espaco tangente a M em x é T,M = n~[{z}].

Na Geometria Diferencial Sintética temos a seguinte:

Defini¢ao 7 (campo vetorial tangente). Um campo vetorial tangente a M
¢ um morfismo 7 : M — TM = MP tal que para todo x € M, 7(x)(0) = z, ou seja,
tal que mo T =idy (uma se¢do global do morfismo ponto-base). Em outros termos,

"“(% RMU @% sBM
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Geometria Diferencial Sintética 14

um campo vetorial tangente ao espaco suave M € um morfismo T : M — TM tal
que o sequinte diagrama comuta:

TM

W

idps

Munidos destes conceitos de simples formulagao,podemos definir também a versao
sintética de k—forma diferencial, com ajuda da seguinte:

Definigao 8 (k—tangente). Para k € N, um morfismo 7 : D¥ — M, onde D* =
D x---x D, é umn k—tangente em M. O espaco dos k—tangentes é denotado,
portanto, por MP*,

No contexto sintético, uma k—forma diferencial em M com valores em um
R—modulo euclidiano E é simplesmente um morfismo:

w:MDk—>E,

satisfazendo certos axiomas.

Outro conceito fundamental em Geometria Diferencial é o de “conexao afim”,
que é, a grosso modo, um modo de identificar localmente vetores tangentes a uma
variedade em pontos diferentes (porém proximos) de uma curva. Formalmente, no
contexto sintético, temos a seguinte:

Defini¢ao 9 (conexdo afim). Seja M um espa¢o suave. Uma conexdo afim no
fibrado tangente TM = MP ¢é um morfismo:

(2) Vi MP xy MP — MP*P
onde MP x, MP ¢ tal que o diagrama abaizo é um pullback:

MP xy MP —2 MP

1

MP M

tal que para todo (ti,ts) € MP x 3y MP e para quaisquer dy,dy € D e X\ € R tem-se:

(CA1) V(t1,t2)(d1,0) = t1(dr);
(CA2) V(t1,12)(0,dz) = ta(dz);
(CA3) ()\ . tl, tg)(dl, dz) = V(tl, tg)()\ . dl, dg);
(CA4) (tl, )\ . tz)(dl, dz) - V(tl, tg)(dl, )\ . dg)

Note que esta definicao de conexao ¢ uma corporificacao bastante fiel a ideia
original de Elie Cartan:

“Uma variedade com uma conexao afim é uma variedade que, na vizinhanca ime-
diata de qualquer um de seus pontos, manifesta todas as propriedades de um espaco
afim e na qual se tem uma lei que relaciona duas vizinhancgas infinitestmalmente
prozimas”. (|Car| apud [Kos]|.)
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15 J. C. Berni e H.LL. Mariano

De fato, no contexto sintético podemos formalizar de modo coerente os termos
utilizados por Cartan, sendo fiéis a sua ideia original. A presenca de objetos infinite-
simais em S nos permite formalizar o que entendemos por pontos “infinitesimalmente
proximos”, mediante uma relagao reflexiva e simétrica, ~. Por exemplo, em R po-
demos dizer que dois pontos x,y € R estao infinitesimalmente proximos, z ~ y, se,
e somente se, x —y € D. Desta forma, dado um espaco suave qualquer M, munido
de uma relagao de “proximidade infinitesimal” ~ , uma conexao no fibrado tangente
TM = MP é simplesmente um morfismo que associa ao par (z,y) com = ~ y, um
morfismo V(x,y) : T,M — T,M tal que:

V(SL’,.T) - V(y7l’> © V(SL’,’IJ) - idTm]V[-

A partir deste conceito seguem-se muitos outros, como o de “transporte paralelo”,
em termos igualmente claros.

Ainda outros conceitos da Geometria Diferencial se exprimem de modo particu-
larmente simples em S. Veja a seguinte:

Defini¢ao 10 (microfluxo). Seja M um espaco suave. Um microfluzo em M é
um morfismo:

¢:MxD— M

Além da evidente clareza desses conceitos expressos em termos de construcgoes
na categoria dos espacos suaves, sendo S uma categoria cartesiano-fechada, ha uma
correspondéncia natural entre campos vetoriais e microfluxos, dada por:

T M — MP .

T MxD— M

Por sua vez, temos também uma correspondéncia natural entre microfluxos e
micro-caminhos em M™ com ponto-base id,;, dada por :

7(x,d) = 7(x)(d)

T:MxD—M
T : D — MM
Desta maneira, em S, campos vetoriais, micro-fluxos e micro-caminhos sio nocoes
(naturalmente) equivalentes, o que em Geometria Diferencial Classica pode ser dito,
na melhor das hipo6teses, em sentido metaférico.
As nogdes de geodésica e todo o aparato da Geometria Riemanniana também po-
dem ser desenvolvidas no contexto da Geometria Diferencial Sintética. Remetemos
o leitor interessado a [Bel| e a [Lav|.

T (d)(x) = 7(z,d) = 7(x)(d)

2. MUNDOS (MODELOS) PARA A GEOMETRIA DIFERENCIAL SINTETICA

Conforme discutido anteriormente, a Geometria Diferencial Sintética é for-
mulada no contexto da Teoria das Categorias. Também vimos que, para simplificar
a formulacao de varios conceitos, faz-se necessario, dentre outras coisas, um “fecha-
mento” da categoria que nos servird de modelo, S, sob diversas construgoes, como

% rmu @~ sBm
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Geometria Diferencial Sintética 16

limites finitos® (produtos, espagos de fungoes, pullbacks etc.), bem como uma adjun-
¢ao entre produtos e exponenciais que nos permita, por exemplo, “unificar” conceitos
como campos vetoriais, microfluxos e micro-caminhos.

Como nao se obtém resultados “sofisticados” em Geometria Diferencial sem se
operar com variaveis e elementos, ¢ natural desejarmos que S se comporte essencial-
mente como Sets, no sentido de que em S, para cada objeto, tenhamos uma nocao
de “elemento” ou “pertinéncia”.

Uma classe importante de categorias que possuem todas essas caracteristicas é
a classe dos toposes (ou “topoi”). Estas categorias sdo, a grosso modo, categorias
bastante parecidas com Sets sob diversos aspectos. Como os toposes tém objeto
terminal (ou seja, um objeto - usualmente denotado por 1 - tal que para qualquer

objeto A existe um tnico morfismo A N 1), neles podemos formular o que enten-
demos por “elemento global”. Em um topos £, um elemento global b de um objeto

B € Obj (€) é simplesmente um morfismo 1 b B, o que corresponde com a identifi-
cagao mental que fazemos, em Sets, entre funcoes de um conjunto unitario genérico,
{*}, em um conjunto A e seus elementos:

(x} -1 A
fx)e A
Passemos, portanto, a definicao de topos:

Definigao 11 (topos). Um topos é uma categoria £ que satisfaz as sequintes pro-
priedades:

(I) € tem objeto terminal, 1, e pullbacks; equivalentemente, € tem todos os
limites finitos;
IT) £ € cartesiano-fechada, ou seja, para todo objeto X temos um funtor expo-
( : ja, p ] p
nencial, (-)% : & — & que € adjunto & direita do funtor (1) x X : € — &;
(IIT) & tem classificador de subobjetos, ou seja, um objeto Q) e um morfismo 1 50

tal que para todo monomorfismoY 7 X eziste um tinico morfismo Yo : X —
Q tal que o sequinte diagrama € um pullback:

Y25 X

l! lXU
1—-0
O exemplo mais familiar de topos é Sets. Uma classe de grande importancia de
toposes pode ser obtida considerando-se Sets®", a categoria de todos os funtores
de C°P? em Sets, onde C é uma categoria pequena. Outra classe especial de toposes,
denominada por “toposes de Grothendieck”, é obtida tomando-se feixes sobre um

espago topologico (X, 7) ou, mais geralmente, tomando-se feixes sobre locales ou
sitios pequenos.

9que, inclusive, nos permita definir estruturas como a de “anel comutativo com unidade” em seu
bojo.

REVISTA MATEW! \ATICA UNIVERSIT, ARIA

% rMu = sBm

uuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuu



17 J. C. Berni e H.LL. Mariano

Conforme ja esperavamos, as simplificacoes proporcionadas pela robustez estrutu-
ral de S nao vém gratuitamente. Vimos, por exemplo, que S deve conter um objeto
R, munido de uma estrutura de anel comutativo com unidade, que satisfaca o axi-
oma de Kock—Lawvere. Abaixo enunciamos o sentido exato do que entendemos
por isso:

Definicao 12. Sejam C uma categoria com todos os limites finitos e

(R, +,-,—,0,¢e) um objeto anel comutativo com unidade em C, munido do subobjeto
D =[d.R|d*=0] — R. Dizemos que R satisfaz o axioma de Kock—Lawvere
se, e somente se, para qualquer f : D — R existir um unico b € R tal que:

(Vd € D)(f(d) = f(0)+b-d).

A proposicao a seguir nos da uma formulacao do axioma de Kock—Lawvere
unicamente em termos de isomorfismos, o que torna sua verificagao particularmente
mais simples em categorias de pré-feixes.

Proposicao 13 (axioma de Kock—Lawvere, 2* versao). Seja C uma categoria
com todos os limites finitos e suponha que (R,+,-,—,0,¢e) seja um objeto anel co-
mutativo com unidade. Seja, também, D = [d.R | d* = 0] — R o seu subobjeto
de quadrados nilpotentes. FEntao R satisfaz o axioma de Kock—Lawvere se, e

somente se:
a: RxR — RP

alz,y): D — R
d — x+y-d

¢ um isomorfismo, ou seja, se, e somente se R x R = RP.

(z,y) =

Objetos anéis que satisfazem o axioma de Kock-Lawvere sao tao especiais que
recebem uma denominacao propria: anéis do tipo linha. Com essas definicoes em
maos, podemos enunciar o que, exatamente, entendemos por um “mundo” (modelo)
onde podemos interpretar a Geometria Diferencial Sintética, ou seja, que tipo de
categoria S deve ser.

Definicao 14. Um modelo para a Geometria Diferencial Sintética'® é um par
(€, R), onde:
(I) € é um topos, de modo que em E podemos trabalhar “como se” estivéssemos
em Sets, ao menos no que diz respeito a nocao de “elemento”;
(IT) R é um objeto anel comutativo do tipo linha em E;

(ITT) O subobjeto D = [d.R | d* = 0] — R (que pode ser visto como o equalizador
dos morfismos 0 : D — R e ()2 : D — R) € exponencidvel - ou seja, para
todo objeto A € Obj(€) tem-se AP € Obj (€);

(IV) O funtor Hom (D, ) : £ — & preserva todos os limites indutivos.

Uma questao natural que nos ocorre é: quais sao os toposes munidos de objeto
anel do tipo linha que satisfazem o axioma de Kock—Lawvere? Na sequéncia
analisaremos este tema, exibindo primeiramente um “mundo” onde a admissao do
axioma de Kock—Lawvere nos conduz a trivializacao - e portanto inexisténcia,
pois requeremos e # 0 - do anel do tipo linha.

10¢cf. p. 231,232 de [Dub].

% rMu = sBm
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Geometria Diferencial Sintética 18

2.1. Incompatibilidade com a Légica Classica e com o “mundo” dos Con-
juntos. Comentamos, de passagem, que Sets é um topos, de modo que é legi-
timo que nos perguntemos se a categoria dos conjuntos, onde podemos definir anel
do tipo linha, serve de modelo para a Geometria Diferencial Sintética. Veremos, a
seguir, um resultado que exclui Sets de nosso rol de possiveis modelos.

Proposicao 15 (Sets nao é modelo para a Geometria Diferencial Sintética).
Ao considerarmos o topos dos conjuntos, Sets, se (R,+,-,—,0,e) satisfaz o axioma
de Kock-Lawvere, entio R = {0}.

Demonstrac¢ao. Consideremos a seguinte funcao:

f+ D — R
d 0, sed=0
e, sed # 0

Como R satisfaz o axioma de Kock—Lawvere, existe um tnico b € R tal que:
(Vd € D)(f(d) = f(0)+0b-d).
Se existisse § € D tal que 6 # 0, teriamos:
f(6)=f(0)+0-0b
e=90-b.
Elevando os dois membros da igualdade acima ao quadrado, teriamos:
e=e"=(6-b)?=0"-0"=0-b>=0,

de modo que R = {0}. O

Na demonstragao da Proposicao 15, fizemos uso do fato que, em Sets, podemos
decompor D como reuniao de dois subconjuntos, um consistindo dos elementos que
sao 0, e seu complementar em D, consistindo dos elementos que nao sao zero, cuja
reuniao é todo D (ndo h& uma terceira possibilidade). Desta forma, sempre que
pudermos decompor nosso objeto de quadrados nilpotentes, D — R, desta forma'!,
ao satisfazer o axioma de Kock—Lawvere teremos, fatalmente, R = {0}.

Uma vez que em Sets, para qualquer conjunto D, Sub (D) é uma algebra de
Boole, a categoria dos conjuntos nao nos fornecera um “bom” modelo para o axioma
de Kock-Lawvere. Devemos, assim, buscar outra categoria da qual D seja um
objeto em que Sub (D) ndo seja uma algebra de Boole. Desejamos assim que em
S, para todo objeto D, tenha-se em Sub (D) a estrutura de Algebra de Heyting,?
que é uma estrutura mais geral do que a de algebra de Boole no que diz respeito a
“complementos”. Mas que tipo de categoria podemos tomar com esta propriedade?
Veremos a seguir um exemplo.

Moy seja, sempre que Sub (D) for uma algebra de Boole.

2Um bom exemplo de algebra de Heyting é a algebra de abertos de um espago topolégico (X, 7).
Intuitivamente, podemos “pensar” nos subobjetos de X nao como a totalidade de seus subconjuntos,
mas como a totalidade de seus subconjuntos abertos, ou seja, Sub (X) ={U € 7 |U C X}. Assim
como “dlgebras de Boole”sdo a contraparte algébrica da Loégica Classica, as “dlgebras de Heyting”
sdo a contraparte algébrica da Légica Intuicionista (ou “construtivista”).

4
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19 J. C. Berni e H.LL. Mariano

Consideremos, dada uma categoria pequena C, a categoria Sets®” dos funtores
(também denominados “pré-feixes”) de C°P - a categoria oposta de C - em Sets.
Dado qualquer D : C°° — Sets, Sub (D) = {S € Sets®” | S ¢ subfuntor de D} tem
a estrutura de algebra de Heyting dada por:

e 0 “maior” subfuntor de D é o préprio D;

e 0 “menor” subfuntor de D é 0 : C°® — Sets, dado por 0(C') = @ para todo
C € Obj (C);

e dados S e T', subfuntores de D, tem-se para qualquer C' € Obj (C), (SVT)(C) =
S(CYUT(C)e (SAT)(C)=S(C)NnT(C),

e se S é um subfuntor de D, entdo para qualquer C' € Obj (C), tem-se:

(=5)(C) ={z € D(C) [ (Vf: B = O)(f(z) ¢ S(B))}

e dados S e T, subfuntores de D, para qualquer C' € Obj (C), tem-se:

(5 =T)(C) =
={z e D(C) | (Vf:B = C)(f(z) € S(B) = [f(x) € T(C))}.

Neste nosso caso, verifica-se que, em geral:
(S'v=9)(C) # D(C)

(tome, por exemplo, C = 2 como a categoria discreta de dois objetos, ou seja, tal
que Obj(2) = {0,1} e Mor (2) = {idy : 0 — 0,id; : 1 — 1}). Esta condi¢ao nos de-
sapossaria do principio do terceiro excluido usado na demonstragao da Proposigao
15 , nos permitindo admitir o Axioma de Kock—Lawvere sem que, fatalmente,
se tenha R = {0}.

Vimos acima que, em categorias da forma Sets®”, onde C & uma categoria pe-
quena, ndo é obrigatorio que Sub (D) seja uma algebra de Boole, o que sugere que
categorias de pré-feixes sejam bons candidatos a “mundos” onde podemos interpre-
tar o axioma de Kock—Lawvere para R e D sem nos reduzirmos a R = {0}.
Categorias de pré-feixes também possuem a (grande) vantagem de serem toposes,
de modo a serem cartesiano-fechadas e possuirem uma nocao interna de “elemento”
e “pertencimento”. Por terem todos os limites finitos, nessas categorias podemos de-
finir estruturas algébricas como anéis, objeto de quadrado-nilpotentes dentre muitas
outras.

Uma boa questdo a se colocar neste momento é: por qual(quais) categoria(s)
podemos substituir C de modo a poder interpretar, do melhor modo possivel, a
Geometria Diferencial Sintética em Sets®” ? Veremos, na sequéncia, duas categorias
de pré-feixes que validam o axioma de Kock—Lawvere. Posteriormente, faremos
algumas restricoes aos pré-feixes aceitos como objetos de nossa categoria a fim de
obter um modelo com as caracteristicas adequadas ao nosso proposito.

2.2. Um topos que valida o Axioma de Kock—Lawvere. O primeiro exem-
plo de um topos com um anel do tipo linha, R, é um bem simples - e na verdade
simples demais para ser realmente ttil em Geometria Diferencial.

i RMU @= sBm
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Seja R — Algy, a categoria cujos objetos sao as R—4algebras'® comutativas fini-
tamente geradas, ou seja, quocientes de R—algebras livres finitamente geradas por
algum de seus ideais

Obj (R — Alg;, ) =
o {R[le 7Xn]

1

Considere, agora, o topos de pré-feixes Se
tipo linha, o funtor esquecimento:

R: R—Alg;, — Set
A — | A
h In|
A—= B — |A| = |B|

que a cada R—algebra finitamente gerada associa seu conjunto subjacente, e a cada
homomorfismo de R—algebras associa a funcao subjacente.

| (n € N)&(I CR[X,, -, X,] ideal)} .

t®-Al8es 15 6 tome, como objeto anel do

Proposicdo 16. Em Set® 8= R:R— Alg;, — Set ¢ um anel comutativo com
unidade.

Demonstracao. Demonstrar isto significa mostrar que existem transformacoes na-
turais +,- : R X R = R e “elementos” 0,e : 1 = R, onde 1 = {0}, satisfazendo
os diagramas comutativos correspondentes a estrutura de anel comutativo com uni-

dade.
Definimos, em cada estagio (R—éalgebra) (A, +,-,—,0,¢):

+4: RA)xRA=AxA — RA=A
(a,b) — a+b

ea: R(1)={0}
0

A naturalidade destas transformacoes segue da prépria definicao de homomorfismo
de R—algebras.
A comutatividade dos diagramas a seguir expressam:

Buma R—algebra é, a grosso modo, um R—espaco vetorial A munido de um produto - : Ax A —

A bilinear.

Mohserve que esta categoria é pequena.

1505 objetos desta categoria sio todos os funtores de R — Alg; , em Set, e os morfismos séo as
transformacoes naturais entre esses funtores.

REVISTA MATEW! \ATICA UNIVERSIT, ARIA
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e Associatividade da soma e do produto, respectivamente:

(+,idR) (~idR)

RxRxR=—=RXR RXRXR———"" < Rx R
(idRHr)ﬂ ﬂ+ (idR,.)ﬂ ﬂ
Rx R = R RxR _ R

e Comutatividade da soma e do produto, respectivamente:

(m2,m1) (m2,m1)

RxR RxR Rx R Rx R
(7r1,7r2)ﬂ ﬂ—i_ (771771'2)ﬂ ﬂ

¢ Elemento neutro da soma e do produto, respectivamente:

(0,idRr) (e,idg)

\RKR \RKR

e Elemento simétrico da somas:

R ' 1
(ide_)ﬂ HO
R xR — R

e Distributividade do produto sobre a soma:

((m1,72),(71,73)) (Rx R) x (R X R)
/ &
RxRXR Rx R
(m,+)ﬂ ﬂ+
Rx R . R
onde 7y, M9, m3 : R X R X R — R sao as projecoes na primeira, segunda e terceira
coordenada, respectivamente. O

Proposicao 17. No contexto acima, o funtor R € representdvel.
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Demonstracao. Dada qualquer R—algebra finitamente gerada, A, temos um isomor-
fismo natural:

R(A) = Homg- a1, , (R[X], 4)
que associa a cada a € R(A) o tnico R—homomorfismo:

o R[X] — A tal que
X = a

Desta forma, neste topos, R é um funtor representéavel por R[X], i.e.,
R= HomR—AIgﬂg, (R[X]’ .)'

Nosso objeto de quadrados nilpotentes nesta categoria é o subfuntor de R dado
por:

D: R—Alg;, — Set
A > {a€Ala-a=0}

[T facaja2=
ALB w {aeA|d=0y DA heB|® =0}
que é representado pela R—algebra dos nameros duais, R[e] = (R x R, +, ), onde:

+: RxR)x(RxR) — R xR
((a,b), (c,d)) = (a+cb+d)

(RxR)x (RxR) — R xR
((a,b), (c,d)) — (a-c,a-d+b-c)
Isto significa que:
D = Homg- g, (R[e],@).
Recorde que a segunda versao do axioma de Kock—Lawvere nos diz que Rx R =

RP, de modo que para interpretia-lo em nosso topos precisamos explicitar o que
entendemos por R” e por R x R. Definimos o produto de dois funtores R e S por:

RxS: R—Alg, — Set
A o R(A) x S(A)
AL B o RA) x sA) "D RB) x 5(B)

Tendo a definicao de produto de dois funtores, em qualquer topos de pré-feixes
podemos definir:

RP: R—Alg, — Set
A — Nat (Homg-_aig,, (A, ) X D, R).

Teorema 18. R satisfaz o axioma de Kock—Lawvere.

4
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Demonstragao. De fato, para qualquer R—4&lgebra finitamente gerada A, temos:

Prp_. 17

RP(A) € Nat(Homg_alg,, (A, ) x D, R)
= Nat (Hom (A, e) x Hom (R[¢], ®), Hom (R[X], ®)) =

=~ Nat (HomR—Algf'g' (A X R[E], 0), HomR_Algf_g_ (R[XL .)) &
> |Homg_alg,, (R[X], A@R[e])| = [A@ R[] “™ 2" Ax A=

ou seja, RP =~ R x R. O

Assim, (Set® 8= R) onde R é o funtor esquecimento, & um topos que satisfaz
o axioma de Kock—Lawvere e, portanto, neste sentido, um “modelo” para a Geo-
metria Diferencial Sintética. No entanto, pode-se verificar que nosso “modelo da reta
geométrica”, R, neste topos nao é sequer um anel local. Nao temos disponivel, tam-
pouco, um objeto neste topos que represente o intervalo [0, 1], imprescindivel para
desenvolver a teoria de integracao. Além disto, este topos claramente nao contém
as variedades diferenciaveis (apenas as variedades algébricas, representadas por seus
anéis de coordenadas), de modo que ndo é possivel se “fazer” Geometria Diferencial
nele. Convém, portanto, buscar outra categoria na qual além de valer o Axioma
de Kock—Lawvere, possamos codificar as variedades diferenciaveis suaves.

2.3. Um “Toy Model” para a Geometria Diferencial Sintética. Conforme
prometido no titulo deste trabalho, a busca por modelos da Geometria Diferencial
Sintética nos motiva a estudar os anéis C* 6. Nesta secio definiremos, funtori-
almente, o que ¢ um anel C> e daremos, em seguida, uma definicao da categoria
dos anéis C*™ finitamente gerados, cujos objetos talvez sejam mais familiares para
o leitor. Citaremos alguns exemplos destes anéis e exibiremos um topos munido de
um objeto anel do tipo linha que, além de satisfazer o axioma de Kock—Lawvere,
contém uma “copia” de da categoria das variedades diferencidveis suaves.

Definig¢ao 19 (anel C™). Seja C*® a categoria cujos objetos sao as poténcias carte-
sianas de R, ou seja, Obj (C®) = {{x},R,R? --- [ R", ---}, e cujos morfismos sao
as fungoes suaves (isto é, de classe C*) entre esses objetos:

Homee (R™ R"™) = {R™ BN L | f € uma funcao suave} = C*(R™,R")

Um anel C* € um funtor A : C*® — Set que preserva produtos finitos. Desta
forma, pode-se conceber um anel C>* como uma interpretacao, em Set, da teoria
das funcgoes suaves.

Uma vez que todas as fun¢oes polinomiais sao funcoes suaves, podemos considerar
um anel C* como uma extensao natural do conceito de R—algebra, no sentido de
interpretar nao apenas fungoes polinomiais mas todas as funcoes suaves.

166 leitor interessado encontrard um estudo mais aprofundado sobre esta classe de objetos ma-
teméaticos em [Ber].
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Defini¢ao 20 (anel C*> finitamente gerado). Um anel comutativo com unidade
A € um anel C™ finitamente gerado se, e somente se, existirem n € N e um ideal
I CC®(R") tais que:
C>(R")

I
Os morfismos de anéis C* finitamente gerados sao exatamente os morfismos entre
0s anéis comutativos unitdrios subjacentes. Denotamos a categoria de todos os anéis
C™ finitamente gerados e seus morfismos por C*Rngy, .

A=

Dado qualquer aberto U C R"™, C*°(U) é um anel C* finitamente gerado. De fato,
consideramos uma fun¢ao caracteristica suave para U, digamos yy : R" — R (uma
funcio que ¢ diferente de zero exatamente em U) e tomamos U = {(z,y) € R" x R |
y - xu(z) =1} CR™! Verifica-se, entdo, que C*(U) = C®(R™1) /(y - xg(z) — 1).

Uma outra classe importante de exemplos de anéis C*> finitamente gerados é
obtida utilizando-se de variedades diferenciaveis suaves. Dada qualquer variedade
suave M, por exemplo, C*(M) = C®(M,R) é um anel C* finitamente gerado.
De fato, pelo Teorema do Mergulho de Whitney existe n € N tal que M C
R™. Pelo Teorema da s—vizinhanca existe um aberto U C R” tal que M C U
e existe uma retracao r : U — M. Assim, como C*(M) ¢ um retrato do anel
C™ finitamente gerado C*(U), segue que C*(M) é finitamente gerado. Um outro
importante exemplo de anel C* finitamente gerado é o dos nimeros duais, R[¢], uma
vez que Rle] = C®(R)/(z?).

Observa-se que a categoria dos anéis C* finitamente gerados é capaz de codificar
todas as variedades suaves de um modo analogo ao que a categoria das R—algebras
finitamente apresentadas é capaz de codificar variedades algébricas, além de codificar
o objeto “infinitesimal” R[e]. Deste modo, é justo esperamos obter um modelo melhor
para a Geometria Diferencial Sintética tomando o topos de pré-feixes de C**Rng;
em Sets ao invés de Sets® Al8is

O teorema a seguir nos garante que ha uma réplica suficientemente bem com-
portada da categoria das variedades diferenciaveis suaves na categoria dos anéis C*>
finitamente gerados. O mergulho de Man em C*Rng;, ¢ descrito a seguir.

Teorema 21. O funtor contravariante:
m: Man — (C*Rng);’y
M — C>(M)
MAN — c=(M) "8 o)

¢ pleno, fiel e preserva pullbacks transversais.
Demonstracao. A fim de verificar que m aplica variedades suaves sobre anéis C™
finitamente gerados, veja o Teorema 2.3 da p. 25 de [MR]. Para ver que m aplica
pullbacks transversais sobre pushouts, veja a Proposi¢ao 2.6 da p. 27 de [MR].
Para uma demonstracao de que m é pleno e fiel, veja 0 Teorema 2.8 da p. 30 de
IMR]. O

Consideremos, finalmente, o seguinte topos:

S — Set(C”Rng)ig.

uuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuu
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e vejamos como mergulhar C**Rng;, nele. Ao considerarmos o funtor de Yoneda
contravariante:
Y: (C*Rng)y, — Set(C"Rng)rs.
A — Hom(coopmg)f'g' (A, .>
obtemos um mergulho contravariante pleno, fiel e que preserva pullbacks transver-
sais. Por conseguinte, a composi¢ao dos dois funtores plenos, fiéis e contravariantes:

SetS(COORng)ﬂg
/ T
Y
Man — > C*Rnggy
nos da um mergulho pleno, fiel e covariante de Man em Sets®™ R"8rs.

Pode-se demonstrar que:
e Em S o funtor esquecimento:

R: (C*Rng);, — Set

A — | A|
¢ representado por C*°(R), ou seja, R = Homcxrng),, (C*(R),e).
e O funtor:
D: (C*Rng)r, — Set¢ ™ Rnsr.s.
A —  Hom(corng),, (R[], 4)

é, em S, 0 objeto de quadrados nilpotentes. Ademais, tem-se:
Teorema 22. Em (Sets® ®"ts. R) vale 0 azioma de Kock—Lawvere.

Demonstrac¢ao. Dado qualquer anel C* finitamente gerado A, tem-se:

RP(A) = Nat (Homcegng,, (4,0) X D, R) =
= Nat (Hom(A, e) x Hom (R[¢], ®) , Hom(C*(R), o)) =

— |Homewrng, , (C°(R), A ®u R[e)) —Ax A=

= 'A ®oo R[e]

= (R x R)(A).
(cf. Teorema 2.4 da p. 87 de [MR]). O

[e%e] L, .
O topos (Setsc Rngie. R), no entanto, é muito “grande” - e tem uma estrutura
muito “grosseira’, no sentido em que:

e O mergulho s =Y om : Man — S nao preserva alguns colimites interessan-
tes, como coberturas abertas;

e O objeto anel do tipo linha, R, nao é um anel local;

e O objeto anel do tipo linha (nosso modelo da reta geométrica), R, nao é
arquimediano.

e Em S nao temos um objeto que nos valha pelo intervalo unitario [0, 1].

i RMU @= sBm
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A . ) o
Veremos, na sequéncia, que ao considerar somente certos objetos de Sets®” RP8t.s.

(feixes sobre um sitio de anéis C*° de um certo tipo especial), podemos obter um
topos que preenche todas essas lacunas.

2.4. HA um mundo bem melhor: o topos de Dubuc. Consideramos, agora,
uma subcategoria da dos pré-feixes de certa classe de anéis C*> sobre Set. Este
topos é mais sofisticado, por se tratar de um topos de feixes. Usa-se aqui a nogao de
topologia de Grothendieck (um conceito que generaliza a nogao de cobertura aberta
de um espaco topologico), que nos permite interpretar formulas (geométricas) e
conceitos no topos. Referimos, em beneficio do leitor, o Capitulo 8 de [Lav| para
um bom estudo sucinto das nogoes de semantica categorial.

Para construir o topos de Dubuc, precisamos nos restringir a certos anéis C*>
finitamente gerados que satisfazem uma propriedade especial, a saber, os anéis C*®
germe-determinados (também denominados “de carater local”).

Definig¢ao 23 (anel C* germe-determinado). Seja I um ideal de C*(R™). Dize-
mos que I € um ideal germe-determinado se, e somente se para todo f € C*(R)
tivermos:

(‘v’x € Z(I) = ﬂg_l[{0}1> (f l.€T .~ fe).
gel
A categoria dos anéis C* (finitamente gerados) da forma COO(IRH), onde I é um ideal

germe-determinado, juntamente com seus morfismos, serd denotada por G.

Uma classe importante de exemplos de anéis C> germe-determinados é a classe
dos anéis C*™ que sdo quocientes de C*(R"), para algum n € N, por ideais finita-
mente gerados - ou seja, os anéis C* finitamente apresentados (cf. Proposicao
12 de |Dubl]). Assim, tanto C*°(R) quanto C*(R)/(z?) sdo anéis C* germe-
determinados, e como para qualquer variedade diferenciavel suave M tem-se C*°(M)
finitamente apresentado, segue que C*°(M) é germe-determinado.

No entanto, nem todo ideal germe-determinado é finitamente gerado. De fato,
dado qualquer X C R” fechado, em C*(R") o ideal:

m% = {f € C®(R") | (3U € RM&(U aberto)&(f [y=0)}

embora germe-determinado, nao é sequer enumeravelmente gerado. Mais concreta-
C®(R) . . oo
mente, mg( ) ¢ um exemplo de anel C* germe-determinado que ndo é finitamente
(0.1]

apresentado.
O ideal mfy,, = {f € C*(R) | D*f lp1= 0 para todo a} é, também, germe-
determinado, de modo que C*(R)/mf5,;, é um anel C* germe-determinado. Este

fato nos permite, por assim dizer, conceder “cidadania” ao intervalo [0, 1] em nosso
topos. Munidos deste objeto em nosso “universo”, podemos interpretar o Axioma
da Integracao:

(Vf € R™)(3lg € R™)((9(0) = 0)&(g' = f)),
com o qual se desenvolve uma grande parte da Geometria Diferencial, que engloba,

por exemplo, o teorema de Stokes - cuja demonstracao no caso sintético se reduz a
poucas linhas.

% rMu = sBm
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Eduardo J. Dubuc demonstrou, dentre muitas outras coisas, que a classe dos ideais
germe-determinados de C*°(R™) (que ele chama de “ideais de carater local”) é a maior
classe de ideais que satisfaz o C**—Nullstellensatz (fraco):

Z(l) =0 <= 1el,

0 que nos sugere uma forte conexao entre a variedades diferenciaveis e os anéis C*>
germe-determinados, semelhante aquela estabelecida pelo Nullstellensatz fraco,
entre variedades algébricas e K—algebras reduzidas de tipo finito, onde K denota
um corpo algebricamente fechado.

Deve-se ressaltar, ainda, que se I é um ideal germe-determinado, I [p= {f [u:
U — R | f € I} nao é necessariamente, germe-determinado: de fato, embora o
ideal m‘fo} seja germe-determinado, considerando U = {t € R | t > 0} obtemos o

ideal m{y, [, que ndo é germe-determinado (cf. p. 98 de [MR]).
A definicao a seguir é importante para a construcao do topos de Dubuc.

Definicao 24. Uma familia de funcoes (fo : M — R), € localmente finita se para
todo x € M existir uma vizinhanga U, tal que f, [y,= 0 exceto por uma quantidade
finita de indices.

Se I ¢ um ideal de C*°(R™), existe um menor ideal germe-determinado, I, deno-
minado o germe-radical de I, que contém /. Basta tomarmos:

I= {Z foa | (fa)aea € uma familia localmente finita de I}

ac

Observacao 25. Nds precisamos da “germe determinacdao” dos ideais a fim de que
a topologia de Grothendieck do sitio a ser construido seja subcandnica - ou seja, a
fim de que os funtores representdveis sejam feizes (e em particular, o objeto anel
do tipo linha, que é representdvel, esteja na categoria, cf. Lema 1.3 da p. 101
de [MRY]), e portanto objetos da categoria de feizes. Veja, por exemplo, p. 102 de
[MR].

Para construir o sitio e, posteriormente o topos de Dubuc, vamos munir G°P de
uma pré-topologia de Grothendieck, i.e., vamos definir, para cada objeto de G o que
entendemos por familias recobridoras:

Dado um anel C* germe-determinado, A = C*(R")/I, definimos:

Cov (@) _ {Cng") g Col(r? {Us|a e} e o(z(z))} ,

onde O(Z(I)) denota a classe de todas as coberturas abertas do conjunto Z(I) C R™.
Denotando por Joo, : Obj (G) — p(p(Mor (G°P))) a topologia de Grothendieck
gerada por Cov, obtemos um sitio pequeno, (G°P, Jooy ), onde Jco, é subcanonica -
ou seja, para todo anel C* germe determinado A, o funtor Homger (A, ) é feixe.
O topos de Dubuc é o topos'” de feixes sobre o sitio dos anéis C* germe-
determinados:

g = Sh (Gop, JCOV)

17hara uma prova de que G é um topos, ver Proposigao 1.5, da p.102 de [MR].

i RMU @= sBm
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Sendo Jooy subcanodnica, tem-se que R = Homger (C*°(R), ®) e D = Homger (R[], @)
sao feixes e, portanto, estao em G.
Demonstra-se que G tem as seguintes caracteristicas:

e existe um mergulho covariante pleno e fiel de Man em G, que preserva pull-
backs transversais e leva coberturas abertas em familias recobridoras: (cf.
Corolario 1.4 de [MR])

e ( valida o axioma de Kock—Lawvere e o objeto anel do tipo linha, R, que é
representavel, é um feixe;

e O objeto anel do tipo linha de G, é um objeto anel local (c¢f. Proposigao
1.7, da p. 108 de [MR]) e até mesmo um corpo internalizado, num sentido
especifico (cf. Proposigao 1.9, p. 109 de [MR]);

e 0 objeto anel do tipo linha, R, munido da relacao de ordem conveniente em
G é arquimediano.

e Em G, temos disponivel o correspondente ao intervalo [0, 1], que é represen-
tado por C*(R)/mf,,.

3. CONSIDERACOES FINAIS

Apesar de terem sido extensivamente utilizados para descobertas e raciocinios so-
bre diversos conceitos da (Geometria, os infinitésimos permaneceram durante muito
tempo com o status de “ficcoes tteis”. Cronologicamente, a primeira tentativa bem
sucedida de formalizar uma nocao de infinitésimo (invertivel) foi a de A. Robinson,
nos anos 1960, com sua Anéalise Nao-Standard. Foi somente ao final da mesma
década que surgiu uma abordagem capaz de “conceder cidadania” aos entes infinité-
simos nilpotentes no mundo das “variedades” estudadas pela Geometria Diferencial,
capazes de explicitar a intuicao por detras de conceitos intrincados, como conexoes,
fibrados vetoriais e muitos outros. Os argumentos e intuicoes de Lie, Cartan, Dar-
boux e muitos outros tornam-se, com a Geometria Diferencial Sintética, finalmente
vindicados - o que tem implicagoes 6bvias no ensino da Geometria Diferencial, por
exemplo.

Da busca de modelos para a Geometria Diferencial Sintética surge uma motivacao
para o estudo da teoria algébrica dos anéis C*°. A partir deste estudo surgem novos
ramos da Matemaética, como o estudo de uma Geometria Algébrica sobre anéis C*™
(cf. [Joy]), bem como o de sua contraparte algébrica, a Algebra Comutativa Suave
(cf. [BM]). Estes anéis vém assumindo um protagonismo cada vez maior em novas
areas da Matemaética, como a Geometria Diferencial Derivada, bem como em outras
partes do conhecimento. Esperamos, com este trabalho, ter contribuido com a fa-
milizarizacao do leitor com a Geometria Diferencial Sintética e com a utilidade dos
anéis C*>.
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tos ao parecerista andnimo pelas excelentes sugestoes e pelos comentdrios 0s quais
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alizacao do tema apresentada na introducao.
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