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KLEIN NOS AJUDA CONTAR RETAS EM SUPERFÍCIES
PROJETIVAS

JACQUELINE ROJAS E SALLY ANDRIA

Resumo. Os grupos de simetrias por rotações dos Sólidos Platônicos reaparecem
no Teorema de classi�cação dos subgrupos �nitos de PGL2pCq, dado por F. Klein
em 1870. Neste artigo veremos como este teorema pode ser utilizado na contagem
de retas em certas superfícies projetivas não singulares, seguindo as linhas do
artigo Counting lines on surfaces de Boissière & Sarti publicado em 2007 (cf.
Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa Cl. Sci. 5).

1. Introdução

Desde a Grécia Antiga até os dias atuais, cinco sólidos capturaram a imaginação
da humanidade, desempenhando um papel importante em várias áreas do conhe-
cimento. Há milênios, os geômetras estudaram sua beleza matemática e simetrias
únicas. No início da cosmologia, eles também tiveram um papel importante, sendo
utilizados pelo astrónomo alemão Johannes Kepler (1571-1630) para explorar seu
primeiro modelo do sistema solar. No modelo de Kepler, as órbitas dos planetas es-
tariam circunscritas pelos cinco sólidos platônicos, que embora errada, levaria mais
adiante a descoberta das órbitas elípticas do sistema solar (cf. p. 76 em [23]). Além
disso, na Biologia e na Química também existem re�exos das propriedades e sime-
trias destes sólidos, por exemplo ao estudar a morfologia de um vírus ou a geometria
molecular de diversos elementos (veja [12]).
Em 1884, o matemático alemão Felix Christian Klein (1849-1925) explicou em

seu livro [11], como expressar as raízes de qualquer polinômio de grau 5 em termos
de funções modulares elípticas. A ideia dele foi relacionar o grupo das rotações do
icosaedro com o grupo de automor�smos dos pontos de torção de ordem 5 de uma
determinada curva elíptica. De fato, ele criou uma teoria que relacionava o grupo
das rotações de cada um dos cinco sólidos platônicos com o grupo de automor�smos
de certos subconjuntos de pontos de torção.

Data de aceitação: 16 de março de 2021.
Palavras chave. Retas em superfícies. Teorema de classi�cação de Klein.

31

https://doi.org/10.21711/26755254/rmu20223


Retas em superfícies projetivas 32

Um dos resultados obtidos por Klein (em [11]) é o Teorema de classi�cação dos

subgrupos �nitos de PGL2pCq, o qual foi usado em 2007 por Boissière & Sarti (em
[5]) na contagem de retas em superfícies projetivas não singulares.
A referida contagem, surge como uma tentativa de responder, ou mais precisa-

mente, achar cotas inferiores para a clássica questão da área de geometria enumera-
tiva (ainda em aberto para d ¥ 5):

Qual é o número máximo de retas que uma superfície

não singular de grau d em P3 contém?

No qual P3 é o espaço projetivo sobre o corpo dos números complexos.
Este texto tem como objetivo principal mostrar para o leitor (seguindo as linhas

da demonstração da Proposição 3.3 em [5]), como a partir de um subconjunto C
da reta projetiva, constituído por d pontos distintos (com d ¥ 3), obtemos um
subgrupo �nito ΓC de PGL2pCq e também uma superfície não singular de grau d em
P3 contendo exatamente d2�d�|ΓC | retas. Veremos que a noção de ação de um grupo
sobre um conjunto, o estudo das famílias de retas de certas superfícies quádricas não
singular em P3, e principalmente o Teorema de classi�cação dos subgrupos �nitos de

PGL2pCq são elementos fundamentais para a determinação das cotas inferiores Nd

em (12), sendo Nd o valor máximo para d2 � d � |ΓC |.
Nas próximas três seções, distribuímos os assuntos da seguinte forma:
Na Seção 2 apresentaremos os sólidos Platônicos e uma descrição de seus grupos

de simetrias. Além disso, veremos uma breve descrição da relação que existe entre os
subgrupos �nitos do grupo das rotações em R3 e os subgrupos �nitos de PGL2pCq.
Encerramos a seção com o enunciado do Teorema de Classi�cação dos subgrupos

�nitos de PGL2pCq estabelecido por Klein em [11].
Na Seção 3, em um primeiro momento, introduziremos as noções mínimas neces-

sárias de geometria algébrica (tais como: espaço projetivo e superfície não singular)
para tornar este texto compreensível para aqueles leitores que não tem conhecimen-
tos prévios nessa área. A seguir, serão apresentadas a noção de ação de um grupo
sobre um conjunto e o grupo dos automor�smos da reta projetiva complexa AutpP1q.
O foco desta seção é o estudo da ação de subgrupos �nitos de AutpP1q sobre o con-
junto formado pelos seus pontos �xos. Uma consequência muito importante desse
estudo é a classi�cação dos subgrupos de AutpP1q que deixam invariantes d pontos
distintos da reta projetiva, obtida no Teorema 3.1 (que é utilizado para obter as
cotas inferiores Nd).
A Seção 4 começa com uma breve descrição dos resultados conhecidos sobre a

contagem de retas em superfícies não singulares de grau d no espaço projetivo com-
plexo P3. Em seguida, para cada subconjunto C (da reta projetiva P1) formado por
d pontos distintos, associaremos uma superfície não singular em P3. Prosseguindo,
descreveremos o esquema que será utilizado para contar as retas nessas superfícies e
as linhas principais para demonstrar que tais superfícies contém d2 � d � |ΓC | retas.
Concluímos com a estimativa do valor máximo:

Nd � max
!
d2 � d � |ΓC |

��� C consiste de d pontos distintos
)
.



33 J. Rojas, S. Andria

2. Sólidos Platônicos

Um Sólido Platônico é um poliedro convexo,1 no qual:

 todas as suas faces são polígonos regulares iguais;
 em todos os seus vértices encontram-se o mesmo número de arestas2.

Estes sólidos também são denominados poliedros regulares.
Um dos fatos que mais surpreende, como também o fez na Grécia antiga a mais de

2000 anos, é a existência de exatamente 5 desses poliedros regulares, apresentados
na �gura a seguir.

Tetraedro Cubo

Octaedro Dodecaedro Icosaedro

Por certo, a primeira demonstração conhecida de que existem exatamente cinco é
atribuída a Theaetetus (c. 417-369 a.C.). Entretanto, foi o �lósofo grego Platão (c.
427-347 a.C.) quem primeiro postulou a existência desses poliedros em seu diálogo
Timaeus3, a posteriori nomeados Sólidos Platônicos em sua homenagem. Posterior-
mente, Euclides deu uma descrição matemática completa dos sólidos platônicos no
livro XIII �nal dos Elementos de Euclides.

1
Poliedro é um sólido limitado por superfícies planas que chamamos polígonos. Um poliedro é

convexo quando qualquer reta secante possui exatamente dois pontos em comum com o poliedro.
2As arestas são as linhas resultantes do encontro de duas faces (se a interseção for não vazia),

e os Vértices são os pontos de encontro das arestas.
3Nesse texto o narrador de Platão, o astrônomo Timeu de Locri, usa triângulos - como �guras

fundamentais - para criar quatro dos cinco poliedros regulares (tetraedro, hexaedro, octaedro,
icosaedro). Além disso, em Timeu, Platão associa cada um dos elementos clássicos (terra, ar, água
e fogo) a um poliedro regular. A terra é associada ao cubo, o ar ao octaedro, a água ao icosaedro
e o fogo ao tetraedro. Com relação ao quinto sólido platônico, o dodecaedro, Platão escreve:
�Faltava ainda uma quinta construção que o deus utilizou para organizar todas as constelações do
céu.�. Aristóteles introduziu um quinto elemento, o éter, e postulou que os céus eram feitos deste
elemento, mas ele não teve interesse em associá-lo com o quinto sólido de Platão.
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Dualidade. Um olhar atencioso em cada sólido platônico nos permite determinar os
seguintes números.

Sólido
Platônico

Número
de faces

Número
de vértices

Número
de arestas

Número
de arestas por face

Tetraedro 4 4 6 3
Cubo 6 8 12 4

Octaedro 8 6 12 3
Dodecaedro 12 20 30 5
Icosaedro 20 12 30 3

Ao analisar a Tabela acima com atenção, percebemos uma dualidade entre o
número de arestas, faces e vértices, para os dois pares cubo-octaedro e dodecaedro-
icosaedro: em cada par, os dois sólidos têm o mesmo número de arestas e o número
de faces de cada um deles é igual ao número de vértices do outro.
De fato, se S for um sólido platônico, o dual de S é o poliedro determinado da

seguinte forma:

1º. considere o centro de cada face;
2º. conecte por segmentos os pontos que se encontram em faces vizinhas.

Note que, o dual do tetraedro é o pró-
prio tetraedro. O dual do cubo é o octa-
edro. E o dual do octaedro é o cubo. Tal
como, o icosaedro é o dual do dodecaedro
e vice-versa.

Essa dualidade permite concluir que um dado sólido platônico e seu dual tem o
mesmo grupo de simetria.

Grupos de simetria dos Sólidos Platônicos. Lembremos que uma isometria

em Rn é uma função bijetora f : Rn ÝÑ Rn que preserva distâncias, ou seja,
||fpxq � fpyq|| � ||x � y|| para todo x, y P Rn (sendo �|| ||� a norma Euclidiana). E
o conjunto IsompRnq constituído por tais aplicações é um grupo com a composição
de funções.
Uma descrição mais precisa destas isometrias é a seguinte4:

f P IsompRnq ðñ
" DA matriz ortogonal de ordem n� n e

v P Rn tal que fpxq � Ax� v.

4De fato, se f P IsompRnq e 0 P Rn for a origem, então considere ϕ : Rn ÝÑ Rn dada por
ϕpxq � fpxq� fp0q. A partir da identidade 2 xx, yy � ||x||2�||y||2�||x�y||2 e o fato de f ser uma
isometria, segue-se que 2 xϕppq, ϕpqqy � 2 xp, qy para quaisquer p, q em Rn. Agora, considere a base
canônica te1, ..., enu de R

n e note que xϕpp � qq, ϕpeiqy � xϕppq � ϕpqq, ϕpeiqy e xϕpλpq, ϕpeiqy �
xλϕppq, ϕpeiqy para todo i P t1, . . . , nu, λ P R e p, q P Rn. Assim, ϕpp � qq � ϕppq � ϕpqq e
ϕpλpq � λϕppq, ou seja, ϕ é uma transformação linear ortogonal.
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Por exemplo, para n � 1 tem-se

IsompRq �
!
f : RÑ R | fpxq � ax� b, a P t�1, 1u, b P R

)
.

Observe que subgrupos de IsompRnq aparecem sob a condição de invariância para
subconjuntos de Rn.
Concretamente, para cada subconjunto X de Rn, considere

SpXq �
!
f P IsompRnq | fpXq � X

)
denominado de agora em diante, grupo de simetrias de X.
A título de exemplo, se Pm � R2 for um polígono regular de m-lados (m ¥ 3)

com seu centro na origem, o grupo de simetrias SpPmq é isomorfo ao grupo diedral5

Dm de ordem 2m.

Observe que para m � 4, ao colocar-
mos o quadrado com seu centro na origem
e seus vértices sobre os eixos coordena-
dos, tem-se que SpP4q é gerado pela ro-
tação em um ângulo π

2
(dada por px, yq ÞÑ

p�y, xq, que por sua vez gera um grupo
cíclico de ordem 4) e a re�exão em torno
do eixo X (dada por px, yq ÞÑ px,�yq de
ordem 2).

X

Y

Antes de apresentar a descrição dos grupos de simetria dos sólidos platônicos,
vamos colocar uma pergunta que possui o mesmo teor do Teorema de classi�cação
de Klein, que apresentaremos em breve, a saber:

Quais são os subgrupos �nitos de IsompRnq, a menos de isomor�smo?

No caso n � 1, observe que a ordem dos elementos x ÞÑ �x� b é 2 para todo b e
eles não comutam entre si, já a ordem dos elementos x ÞÑ x� b é in�nita para b � 0.
A partir disso podemos concluir que os subgrupos �nitos de IsompRq são os cíclicos
de ordem 1 e 2.
No caso n � 2, é atribuído a Leonardo da Vinci (1452-1519) ter mostrado que os

únicos subgrupos �nitos de IsompR2q são o grupo cíclico Cm de ordem m e o grupo
diedral Dm de ordem 2m (cf. p. 66 em [23]). E como já comentamos, esses grupos
aparecem no estudo dos grupos de simetrias de um polígono regular de m lados.
O caso n ¥ 3 deixamos como uma pesquisa para o leitor, por não ser o foco deste

artigo.

Notação: Seja Y um conjunto. De agora em diante usaremos a notação |Y | para
indicar a cardinalidade de Y .

5Se Im � t1, ...,mu é o conjunto dos vértices de um polígono regular de m lados, então Dm

é o subgrupo de Sm � tf : Im ÝÑ Im | f é uma bijeçãou (Sm é um grupo com a composição
de funções, usualmente denominado grupo das permutações de m elementos) gerado pelas funções
θ, r P Sm dadas por θpiq � i � 1 para i � m e θpmq � 1; rpiq � m � 2 � i para i � 1 e rp1q � 1.
De fato, Dm � xθ, ry é um grupo de ordem 2m tal que ordpθq � m, ordprq � 2 e θ � r � r � θm�1

(cf. p. 196 em [10]).
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O subgrupo das rotações RotpXq de SpXq. Seja X um subconjunto de Rn contendo
a origem. O grupo de simetria por rotação de X é o subgrupo RotpXq de SpXq
constituído pelas simetrias fpxq � Ax, com A ortogonal e determinante de A igual
a um.
Doravante, Sn denota o grupo das permutações de n-elementos e An o subgrupo

de Sn formado pelas permutações pares (também denominado grupo alternado)6.
A seguir faremos uma breve descrição do grupo de rotações RotpXq, no caso do

tetraedro e do cubo (este segundo também vale para seu dual, o octaedro).

Tetraedro. No caso deste sólido temos duas escolhas para eixo de rotação, a saber:

 Eixo de rotação L passando por um vértice e
pelo centro da face oposta. Com ângulo de ro-
tação 2π

3
e 4π

3
.

Levando em conta as quatro possíveis esco-
lhas de vértice, obtemos 8 rotações. ö

2π

3
,
4π

3

L

 Eixo de rotação M passando pelo ponto médio
de uma das arestas e pelo ponto de médio da
aresta oposta (aquela que resulta da interseção
das faces, que não contém a aresta onde �xa-
mos o primeiro ponto médio). Com ângulo de
rotação π.
Considerando as três possíveis escolhas de

pares de arestas, obtemos 3 rotações.

ö
π

M

Ao incluirmos a identidade, obtemos exatamente 12 rotações. Assim,
|RotpXq| � 12. Observe que essas rotações permutam os vértices do tetraedro, e
portanto, a cada uma dessas rotações podemos associar uma permutação em S4.
Para isto, podemos enumerar os vértices do tetraedro de 1 a 4, e denotarmos por
pi,j o ponto médio da aresta com extremos nos vértices i e j. Deste modo, podemos
representar as rotações da seguinte forma:

Eixo L passando pelo vértice 1 e ângulo 2π
3

ÞÝÑ p2 3 4q.
Eixo L passando pelo vértice 1 e ângulo 4π

3
ÞÝÑ p2 4 3q.

Eixo M passando por p2,3, p1,4 e ângulo π ÞÝÑ p2 3qp1 4q.

A partir da descrição acima o leitor pode deduzir que RotpXq � A4

Cubo. Pare este sólido temos três escolhas para eixo de rotação, a saber:

6Lembramos que Sn � tf : In ÝÑ In | f é uma bijeçãou, sendo In � t1, ..., nu, é um grupo com
a composição de funções. De fato, |Sn| � n! e |An| �

n!
2 se, n ¥ 2 (cf. p. 218-224 em [10]).
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 Eixo de rotação L passando pelo ponto
médio de faces opostas, com ângulo de
rotação kπ

2
, k � 1, 2, 3. Obtemos ao

todo 3 � 3 � 9 rotações.
 Eixo de rotação N passando por vér-
tices opostos (isto é, uma de suas di-
agonais), com ângulo de rotação 2kπ

3
k � 1, 2. Obtemos ao todo 2 � 4 � 8
rotações.

 Eixo de rotação M passando pelo ponto
médio de uma aresta e da sua oposta
superior (conforme ilustra a �gura),
com ângulo de rotação π. Neste caso
obtemos, 6 rotações.

ö

M

π

ö

L

kπ

2
, k � 1, 2, 3

ö

N

2π

3
,
4π

3

4 1

21 31

4111

23

Ao incluirmos a identidade, obtemos exatamente 24 rotações. Logo, |RotpXq| �
24. Note que essas rotações permutam as diagonais (111, 221, 331 e 441). Podemos
associar a cada uma dessas rotações uma permutação em S4, via sua ação nas
diagonais (ao fazermos a identi�cação 1 � 111, 2 � 221, 3 � 331 e 4 � 441). De fato,
conforme a �gura acima, temos:

Eixo L com ângulo π
2

ÞÝÑ p1 2 3 4q.
Eixo N com ângulo 2π

3
ÞÝÑ p2 3 4q.

Eixo M (com ângulo π) ÞÝÑ p1 4q.
A descrição acima permite concluir que RotpXq � S4.
De fato, a classi�cação dos grupos de simetrias dos sólidos platônicos (cf. p. 52�56

em [15]) é dada por :

Grupos de simetria dos Sólidos Platônicos. Seja X um sólido platônico e C2

um grupo cíclico de ordem 2, então

(i) SpXq � S4 e RotpXq � A4, se X for um tetraedro.
(ii) SpXq � S4�C2 e RotpXq � S4, se X for um cubo ou um octaedro.
(iii) SpXq � A5�C2 e RotpXq � A5, se X for um dodecaedro ou um icosaedro.

Subgrupos �nitos de RotpR3q e o Teorema de classi�cação de Klein. Na
subseção anterior constatamos que os grupos A4 e S4 são obtidos a partir dos grupos
de simetrias por rotações do tetraedro e cubo, respectivamente. Cabe assinalar que
esses grupos reaparecem na classi�cação dos subgrupos �nitos de RotpR3q (ou seja,
das rotações no espaço 3-dimensional) e no Teorema de classi�cação de Klein (que
será enunciado em breve). De fato, tem-se (cf. p. 105 [2], p. 149 [23]) que:

Subgrupos �nitos de RotpR3q. Um subgrupo �nito de RotpR3q é isomorfo a

exatamente um dos seguintes grupos:

 cíclico;

 diedral de ordem 2m, m ¥ 2;
 grupo de simetrias por rotações de um dos sólidos platônicos.

O leitor poderá apreciar em breve a similitude que existe entre o resultado acima
(classi�cação dos subgrupos �nitos de RotpR3q) e o Teorema de classi�cação de
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Klein. De fato, veremos que essa semelhança tem como base a conexão que existe
entre o grupo RotpR3q e o grupo projetivo linear PGL2pCq via o grupo unitário
especial SU2pCq, de�nidos a seguir.

Os grupos PGL2pCq, SUp2q e rotações em R3

Seja GL2pCq o grupo7 formado pelas matrizes 2� 2 complexas invertíveis e E2pCq
o subgrupo normal de GL2pCq formado por todas as matrizes escalares. O grupo
quociente GL2pCq{E2pCq será denotado por PGL2pCq e denominado grupo projetivo

linear associado ao espaço vetorial complexo C2. Considere o subgrupo (denominado
grupo unitário especial)

SU2pCq �
"�

z w
�w z

�
P GL2pCq

��� |z|2 � |w|2 � 1

*
,

sendo z � a � bi o conjugado de z � a � bi e |z|2 � zz � a2 � b2. De fato, se

A �
�

z w
�w z

�
P SU2pCq, com z � a � bi e w � c � di, ao considerarmos o vetor

q � pb, c, dq P R3 de norma ||q|| � ?
b2 � c2 � d2, vamos de�nir a transformação

linear RA : R3 ÝÑ R3 dada por

(1) v ÞÝÑ pa2 � ||q||2qv � 2pq � vqq� p2aqq� v

sendo � �� o produto interno usual e ��� o produto vetorial em R3.
Observe que, se q é o vetor nulo (logo |z|2 � |w|2 � |a| � 1 e A � �I, sendo I a

matriz identidade), então RA é a função identidade. Entretanto, se q for não nulo
e considerarmos o ângulo θ P r0, 2πs tal que a � cos θ

2
e o vetor unitário u � q

||q||
,

obtemos q � sen θ
2
u e após substituição em (1), segue que

RApvq � pcos θqv � psen θqu� v � p1� cos θqpu � vqu
sendo o lado direito exatamente fórmula de Euler-Rodrigues8. Assim, RA é uma
rotação com eixo contendo a origem, determinado pelo vetor diretor u, no ângulo θ,
e portanto, RA P RotpR3q. Deixamos a cargo do leitor mostrar que R : SU2pCq ÝÑ
RotpR3q dada por A ÞÝÑ RA é um homomor�smo sobrejetivo de grupos tendo por
núcleo t�Iu9. Assim, o grupo quociente PSU2pCq � SU2pCq{t�Iu é isomorfo ao
grupo RotpR3q.
Além disso, observe que PSU2pCq é um subgrupo de PGL2pCq (visto que SU2pCq

é um subgrupo de GL2pCq e tem-se que t�Iu ¤ E2pCq). Pode-se mostrar que todo
subgrupo �nito de PGL2pCq é conjugado10 a um subgrupo de PSU2pCq (cf. p. 9
[21], p. 84 de [13]). Assim, subgrupos �nitos de PGL2pCq irão se identi�car com
conjugados de subgrupos de RotpR3q (uma vez que RotpR3q é isomorfo ao grupo
PSU2pCq).

7Com o produto usual de matrizes.
8Tal fórmula foi descoberta inicialmente por Leonhard Paul Euler (1707-1783) em torno de 1770

(cf. [9]) e posteriormente de forma independente por Benjamin Olinde Rodrigues (1795-1851) por
volta de 1840 (cf. [17]).

9Uma abordagem via quatérnios unitários encontra-se na p. 2 das notas de Dolgachev [8].
10Os subgrupos H1 e H2 do grupo pG, �q são ditos conjugados, se existe g P G tal que H2 �

gH1g
�1 sendo gH1g

�1 � tg � h � g�1 P G | h P H1u.
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O leitor poderá apreciar a importância do Teorema de classi�cação de Klein,
para o desenvolvimento deste texto, no momento que formos estudar os conjuntos
invariantes de pontos na reta projetiva11.

Teorema de classi�cação de Klein (TCK). Um subgrupo �nito de PGL2pCq é
isomorfo a exatamente um dos seguintes grupos:

piq Cm o grupo cíclico de ordem m;

piiq Dm o grupo diedral de ordem 2m, m ¥ 2;
piiiq A4 o grupo alternado de ordem 12;

pivq S4 o grupo das permutações de ordem 24;

pvq A5 o grupo alternado de ordem 60.

Se dois subgrupos de PGL2pCq são isomorfos, então eles são conjugados.

3. Sobre Geometria algébrica e ações de grupos

Iniciamos esta seção revisando algumas noções de geometria algébrica (em consi-
deração aos leitores que não tem conhecimentos prévios dessa área).

3.1. Preliminares de Geometria Algébrica. O n�espaço projetivo complexo Pn
é constituído de todos os subespaços de dimensão 1 de Cn�1 (considere Cn�1 como
espaço vetorial complexo). Ou seja, Pn é formado pelas retas que passam pela origem
em Cn�1. Assim, cada elemento em Pn é da forma rvs, com v vetor não nulo em
Cn�1. Se v � pv0, ..., vnq, usaremos a notação rvs � rv0 : ... : vns na qual v0,...,vn são
denominadas de coordenadas homogêneas do ponto rvs. Observe que, os subespaços
ra0 : ... : ans e rb0 : ... : bns são iguais (ou seja, de�nem o mesmo ponto em Pn) se,
e somente se, pa0, ...., anq � λpb0, ..., bnq para algum λ P C não nulo. Logo, pontos
distintos são determinados por vetores linearmente independentes.
Neste contexto, P1, P2 e P3 são usualmente denominados de reta projetiva, plano

projetivo e espaço projetivo, respectivamente.
Assim como x�y � 0 de�ne uma reta no plano cartesianoR2 e x2�2y2�4z2�4 � 0

de�ne um elipsoide em R3, retas e superfícies em Pn também são de�nidos a partir
dos zeros de polinômios, só que tais polinômios precisam ser homogêneos.

Polinômios homogêneos e seu conjunto de zeros. Considere f P Crx0, ..., xns não nulo
e d ¥ 0 inteiro. Dizemos que f é homogêneo de grau d se, para todo λ P C,

fpλx0, ..., λxnq � λdfpx0, ..., xnq.
Se f P Crx0, ..., xns for homogêneo e não constante12, de�nimos o conjunto dos

zeros 13 de f por:

Zpfq �  rvs P Pn
�� fpvq � 0

(
.

Usualmente, Zpfq é denominada hipersuperfície de�nida por f em Pn.

11Visto que o grupo PGL2pCq é isomorfo ao grupo dos automor�smos da reta projetiva (veja
Proposição 3.2).

12No caso dos polinômios constantes, de�nimos Zp0q � Pn e Zpaq � H, se a P C não nulo.
13Ressaltamos que a homogeneidade de f nos garante a boa de�nição de Zpfq, uma vez que

fpλvq � λdfpvq, fpvq � 0 implica em fpλvq � 0.
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Notação: Se f1, f2, ..., fk forem polinômios homogêneos não constantes (não ne-
cessariamente do mesmo grau) em Crx0, ..., xns, então Zpf1, f2, ..., fkq denotará a

interseção
k�
i�1

Zpfiq.

Por exemplo, para

 n � 1: Zpfq é um conjunto �nito de pontos na reta projetiva14.
 n � 2: Zpfq é denominada curva projetiva plana. Se o grau de f for 1, então
Zpfq é uma reta no plano projetivo P2.

 n � 3: Zpfq é denominada superfície projetiva. Zpfq é um plano em P3 se
f for homogêneo de grau 1. Uma reta em P3 é determinada pela interseção
de planos distintos15, conforme ilustra a próxima �gura.

Zpfq

Plano Zpfq em P3

Zpf2q

Zpf1q

`

Reta ` � Zpf1q X Zpf2q em P3

Outra descrição de retas e planos em P3.

(i) H é um plano em P3 ðñ
Existe W subespaço vetorial de dimensão 3 de

C4 tal que H �
!
rws P P3

�� w P W, não nulo
)
.

De forma análoga,

(ii) ` é uma reta em P3 ðñ
Existe U subespaço vetorial de dimensão 2 de C4

tal que ` �
!
rus P P3

�� u P U, não nulo
)
.

Neste caso, usamos a notação H � PpW q e ` � PpUq. Ao trocarmos 3 por n,
nesta abordagem obtemos uma de�nição para reta e plano em Pn.

(iii) Se p � ru1s e q � ru2s são pontos distintos em Pn, então existe uma única reta
passando por p e q. De fato, tal reta é determinada pelo subespaço U � ru1, u2s e

PpUq �
!
ra0u1 � a1u2s P Pn

�� ra0 : a1s P P1
)
.

A noção de ponto singular, apresentada a seguir, nos permitirá introduzir o con-
ceito de superfície não singular.

Ponto singular de Zpfq. Considere f P Crx0, ..., xns homogêneo de grau d ¥ 1.

14Se f P Crx0, x1s é homogêneo de grau d então veri�ca-se que f � pb0x0 � a0x1q
n0 � � � pbkx0 �

akx1q
nk , com ni P N e d � n0 � � � � � nk, ai, bi P C não ambos nulos. Logo, Zpfq � tra0 :

b0s, ..., rak : bksu.
15Zpf1q e Zpf2q são planos distintos em P3 se, e somente se, f1 e f2 são linearmente indepen-

dentes. Um fato interessante da geometria em P3 é que dois planos sempre se intersectam.
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Um ponto rvs P Pn é dito ponto singular de Zpfq se, Bifpvq � 0 com i P t0, ..., nu,
onde Bi denota a derivada parcial de f em relação à variável xi.

Os pontos singulares são zeros de f . Ao derivarmos fpλx0, ..., λxnq � λdfpx0, ..., xnq
em relação a λ, obtemos

ņ

i�0

Bf
Bpλxiq � xi � dλd�1fpx0, ..., xnq.

Fazendo λ � 1 nessa última igualdade chegamos na Identidade de Euler:
B0f � x0 � � � � � Bnf � xn � d � f.

De onde concluímos que, se rvs é ponto singular de Zpfq, então rvs P Zpfq.
Dizemos que Zpfq é não singular se Zpfq não possui pontos singulares. Por

exemplo, todo plano em P3 é não singular.

Superfícies não singulares de grau d em P3. Se f P Crx0, x1, x2, x3s for homogêneo de
grau d ¥ 1 com Zpfq � P3 não singular, então Zpfq será denominada superfície

não singular de grau d. Também são usados os epítetos superfície quádrica, cúbica,
quártica para d � 2, 3, 4, respectivamente.

Na Georg-August Universität Göttingen encontra-se um modelo local, da assim
denominada cúbica de Clebsch de�nida por

x3
0 � x3

1 � x3
2 � x3

3 � px0 � x1 � x2 � x3q3.

Observe que a superfície cúbica de�nida acima é não singular16. Vale ressaltar
que as “linhas� destacadas nessa �gura representam retas contidas nessa superfície.

16De fato, ao fazer L � x0 � x1 � x2 � x3 e f � x30 � x31 � x32 � x33 � L3 tem-se que Bif �
3x2i � 3L2 � 3pxi�Lqpxi�Lq para todo i. Assim, se rvs P P3 com v � pv0, v1, v2, v3q for um ponto
singular de Zpfq, segue que Lpvq � �vi para todo i (o que é absurdo). Portanto, Zpfq é uma
superfície não singular em P3.
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3.2. Ação de um grupo sobre um conjunto. Se pG, �q for um grupo com ele-
mento neutro e, considere G� � G� teu.
Lembremos que o grupo G age pela esquerda num conjunto C, se existe uma

função de G� C em C que associa a cada par pg, xq um único elemento em C, que
denotaremos por g �x, satisfazendo às condições:

piq e�x � x, para todo x P C,
piiq h�pg �xq � ph � gq�x para todo x P C, h, g P G.
Para cada x P C, Gx � tg P G | g �x � xu é denominado de estabilizador de x em

G e Ox � tg �x P C | g P Gu é denominado de órbita de x (relativa a ação de�nida
por � ��).
Um resultado importante neste contexto é a seguinte Proposição.

Proposição 3.1. Com as notações acima, veri�ca-se que:

piq Ox � Oy se, e somente se, existe g P G, tal que y � g �x.
piiq Ox XOy � H ou Ox � Oy.

piiiq Para todo y P Ox tem-se que Gy e Gx são grupos conjugados plogo isomorfosq.
pivq |Ox| � pG : Gxq. Portanto, se G for um grupo �nito, o número de elementos

de cada órbita, é um divisor da ordem do grupo G.

Se C for um conjunto �nito, a Proposição 3.1 nos garante que podemos escolher
uma quantidade �nita de elementos em C, digamos x1, x2, ..., xk, tais que:

(2) C � Ox1 YOx2 Y � � � YOxk sendo que Oxi XOxj � H, @ i � j.

Neste caso, x1, x2, ..., xk denomina-se sistema de representantes determinado pela
ação de G em C. A partição em (2) é chamada de decomposição de C em órbitas

(valendo a unicidade a menos de uma permutação dos índices).
A seguir, iniciamos o estudo dos automor�smos de P1 e seus subgrupos �nitos,

visto que desempenham um papel muito importante na contagem de retas que fa-
remos mais adiante.

Automor�smos da reta projetiva. Seja AutpC2q o grupo constituído pelos iso-
mor�smos lineares de C2 em C2 sob a operação de composição de funções. Como
cada aplicação T P AutpC2q leva retas pela origem em retas pela origem, T induz a
função

T : P1 ÝÑ P1, dada por Tprvsq � rT pvqs.
O conjunto formado por tais funções será denotado por AutpP1q e seus elementos
denominados automor�smos de P1.
Lembre que a função de AutpC2q em GL2pCq dada por T ÞÝÑ rT s, sendo rT s P

GL2pCq a matriz associada a T da base canônica na base canônica, é um isomor�smo
de grupos. Por exemplo, se T P AutpC2q é tal que rT s P E2pCq, então T � idP1 P
AutpP1q.
Listamos a seguir algumas das propriedades essenciais dos elementos de AutpP1q

que usaremos neste texto.

Proposição 3.2. Sejam T,S P AutpP1q determinadas por T, S P AutpC2q, respec-
tivamente. Então veri�ca-se que:
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piq T � S se, e somente se, T � λS para algum λ P C não nulo.

piiq Dados os pontos p1, p2, p3, q1, q2 e q3 em P1 tais que pi � pj e qi � qj para
todo i � j, existe um único T P AutpP1q, tal que Tppiq � qi para i � 1, 2, 3.

piiiq AutpP1q com a composição de funções é um grupo, tendo idP1 por elemento

neutro.

pivq A função Ψ : AutpP1q ÝÑ PGL2pCq def� GL2pCq{E2pCq dada por T ÞÑ rT s �
E2pCq é um isomor�smo de grupos.

Salientamos que a próxima subseção começa com a noção de ponto �xo, além
de introduzir notações para certos automor�smos da reta projetiva complexa (que
poderão ser utilizados pelo leitor na determinação do valor de |ΓC | para um dado
subconjunto C de P1 na Seção 4). A Proposição 3.4 é o resultado que nos permitirá
classi�car os subgrupos �nitos de AutpP1q a partir da decomposição em órbitas de
seus pontos �xos.

Ação de subgrupos de AutpP1q sobre pontos �xos. Lembremos que p P P1 é
um ponto �xo de T P AutpP1q se Tppq � p.

Notações: No que segue considere e1 � r1 : 0s e e2 � r0 : 1s. Se κ P C for não
nulo, então Cκ, Pκ e Rκ denotarão os automor�smos de P1 dados por: Cκprx : ysq �
rx � κy : ys, Pκprx : ysq � rκy : xs e Rκprx : ysq � rκx : ys. Em particular, temos
que R1 � idP1 (o qual possui in�nitos pontos �xos). Observe que:

(3)

Automor�smo Pontos �xos Valor em e1 Valor em e2 Ordem

Cκ e1 e1 rκ : 1s in�nita
Pκ r?κ : 1s, r�?κ : 1s e2 e1 2

Rκ, κ � 1 e1, e2 e1 e2
ordpκq

em pC�, �q
A seguir para cada subgrupo G de AutpP1q, considere

FixpGq �
!

p P P1
�� p é ponto �xo de algum elemento em G�

)
.

Observe que:

(i) Se x P FixpGq então Tpxq P FixpGq para todo T P G.17
(ii) pT, xq ÞÝÑ Tpxq de�ne uma ação pela esquerda de G em FixpGq.
Na próxima proposição considere a ação pela esquerda pT, xq ÞÝÑ Tpxq, tanto

para G quanto para H.

Proposição 3.3. Seja G um subgrupo �nito de AutpP1q com |G| ¡ 1 tal que

FixpGq � O1 Y � � � YOk é a decomposição em órbitas de FixpGq. Se H for um sub-

grupo de AutpP1q isomorfo ao grupo G, então existe L P AutpP1q tal que FixpHq �
LpO1q Y � � � Y LpOkq é a decomposição em órbitas de FixpHq.
Demonstração.Como FixpGq (resp. FixpHq) é �nito, podemos considerar o sis-
tema �nito de representantes x1, ..., xk em FixpGq (resp. y1, ..., yl em FixpHq). Por

17De fato, se x P FixpGq, então existe S P G� tal que Spxq � x. Agora, basta observar que
T � S �T�1 P G� e �xa Tpxq se T P G.
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simplicidade, seja Oi � Oxi e Oj � Oyj . Assim temos:

FixpGq � O1 Y � � � YOk com Oi XOj � H, @ i � j.
FixpHq � O1 Y � � � YOl com Oi XOj � H, @ i � j.

Como G e H são isomorfos e �nitos, o Teorema de classi�cação de Klein (TCK) nos
garante que eles são conjugados, logo existe L P AutpP1q, tal que o automor�smo
interno IL (note que ILpTq � T � L �T�1 P H, para T P G) induz um isomor�smo
de G em H. Deixamos a cargo do leitor veri�car que:

A�rmação 1: FixpHq � LpFixpGqq.
A�rmação 2: LpOxq � OLpxq, para todo x P FixpGq.
Portanto,

FixpHq � O1 Y � � � YOl � LpO1q Y � � � Y LpOkq � OLpx1q Y � � � YOLpxkq.

Segue do item (ii) na Proposição 3.1 que para cada i P t1, ..., ku, existe um único
j P t1, ..., lu, tal que Oj � OLpxiq � LpOiq e necessariamente k � l.

A demonstração da Proposição 3.4, que enunciaremos a seguir, encontra-se na
seção 6.12 do texto de Artin [3] (também na p. 3 de [8]).

Proposição 3.4. Seja G é um subgrupo �nito de AutpP1q de ordem N ¥ 2 tal que

FixpGq � O1 Y � � � YOk, na qual Oi � Oxi

é a decomposição de FixpGq em órbitas induzida pela ação pT, xq ÞÝÑ Tpxq pda
Proposição 3.3q. Então
piq Se x P Oi então |Gx| � |Gxi | :� Ei ¥ 2, para cada i.

piiq k P t2, 3u. Além disso,

 k � 2 se, e somente se, G é cíclico.

 Se k � 3 e E1 ¤ E2 ¤ E3, então só uma das seguintes possibilidades ocorre:

E1 E2 E3 G é isomorfo ao grupo

2 2 m ¥ 2 Dm

2 3 3 A4

2 3 4 S4

2 3 5 A5

E consequentemente, se ni � |G|
Ei

pé a cardinalidade das órbitasq para i �
1, 2, 3, temos:

(4)

n1 n2 n3 G é isomorfo ao grupo

m m 2 Dm

6 4 4 A4

12 8 6 S4

30 20 12 A5

Na próxima subseção será utilizada a proposição acima (junto com o Teorema de
Classi�cação de Klein) para classi�car os subgrupos �nitos de AutpP1q que deixam
invariantes subconjuntos �nitos da reta projetiva (cf. Teorema 3.1). Sendo esse
Teorema um dos resultados que nos permitirão determinar a cota Nd em (12).
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Classi�cando subgrupos de AutpP1q que �xam um conjunto. Para cada
subconjunto C de P1, considere

ΓC �
 
T P AutpP1q �� TpCq � C

(
.

Proposição 3.5. ΓC é um subgrupo de AutpP1q, cuja ordem é �nita se |C| ¥ 3.

Demonstração.A seguir mostraremos que |ΓC |   8 se |C| ¥ 3.
Se |C| ¥ 3 então considere tp1, p2, p3u � C. Segue do item (ii) da Proposição 3.2

que cada elemento T P ΓC é determinado pela escolha de

tTpp1q,Tpp2q,Tpp3qu � C,

que é �nita e dada pelo binômio
�
d
3

�
, sendo d � |C|. Agora, levando em conta as

permutações (6 ao todo), concluímos que |ΓC | ¤
�
d
3

�
.

Exemplo 3.1. Se C � tp1, p2, p3u, então cada σ P D3 determina Tσ P ΓC dado por

Tσppiq � pσpiq ppiiq na Proposição 3.2q. Deixamos a cargo do leitor a veri�cação de

que Ψ : D3 Ñ ΓC dada por σ ÞÑ Tσ é um isomor�smo de grupos.

A seguir, assuma que Ox denota a órbita de x relativa à ação pT, pq ÞÑ Tppq de
ΓC em C, e que C � O1 Y � � � Y Ok é a decomposição em órbitas relativa a essa
ação. Lembre que FixpΓCq é o conjunto formado pelos pontos �xos dos elementos
de pΓCq�.
Proposição 3.6. Se x P C e |C| � d ¥3, temos:

piq Ox � FixpΓCq X C se x P FixpΓCq, caso contrário Ox X FixpΓCq X C � H e

|Ox| � |ΓC |.piiq Se ΓC não for cíclico e FixpΓCq � O1 Y O2 Y O3 for a decomposição em

órbitas de FixpΓCq sob a ação de ΓC pdada por pT, pq ÞÑ Tppqq, então:
(5) d � αn1 � βn2 � γn3 � δ|ΓC |,

na qual α, β, γ P t0, 1u, δ ¥ 0 e ni � |Oi|.
Demonstração. piq Deixamos a cargo do leitor.

piiq Sabemos que Oi X FixpCq X C � Oi ou Oi X FixpΓCq X C � H para cada
i P t1, ..., ku. Se acontecer que Oi X FixpΓCq X C � Oi então Oi � Oj para algum
j P t1, 2, 3u. Assim, no máximo as três órbitas em FixpΓCq � O1 YO2 YO3 podem
aparecer na decomposição em órbitas de C (isto, vai depender da quantidade de
pontos em FixpΓCq X C). Seja δ � ��ti �� Oi X FixpΓCq X C � Hu��, note que para
cada um desses índices |Oi| � |ΓC |. Agora, como |C| � d � |O1| � � � � � |Ok|, segue
que:

d � α|O1| � β|O2| � γ|O3| � δ|ΓC | com α, β, γ P t0, 1u e δ ¥ 0.

O próximo Teorema contém os resultados mais importantes para a determinação
de ΓC (a menos de isomor�smo). Sua demonstração tem como base o Teorema de
classi�cação de Klein (TCK), a Proposição 3.4 e a equação (5) acima.

Teorema 3.1. Seja C um subconjunto de P1 com d pontos pd ¥ 3q. Veri�ca-se que:
piq Se ΓC for cíclico então |ΓC | ¤ d.
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piiq Se ΓC � Dk o grupo diedral, sendo k ¥ 2, então k | d ou k | pd � 2q. Em

particular, k ¤ d.
piiiq Se C � tr1 : ξjsudj�1, sendo ξ uma raiz primitiva d-ésima da unidade, então

ΓC � Dd.

pivq Se d é ímpar e ΓC não é cíclico, então ΓC � Dk para algum k, 3 ¤ k ¤ d.

Demonstração.De acordo com a tabela (3), considere:

ru : vs RaÞÝÑ rau : vs e ru : vs PaÞÝÑ rav : us
com a P C não nulo. Por simplicidade, vamos escrever P em lugar de P1 (ou seja,
P � P1).

piq A menos de conjugação podemos assumir que ΓC � xRκy (sendo κ uma raiz
primitiva da unidade). Como d ¥ 3 existe x P C que não é ponto �xo de Rκ (logo
de nenhum elemento de pΓCq�), assim |Ox| � |ΓC |. Como Ox � C, concluímos que
|ΓC | ¤ d � |C|.
piiq Se ΓC � Dk, então segue de (4) e (5) que: d � α � k � β � k � γ � 2 � δ � 2k com
α, β, γ P t0, 1u e δ ¥ 0 inteiro. Assim, se γ � 0 então k divide d, caso contrário
(γ � 1), concluímos que k divide d� 2.

piiiq Se d � 3 então ΓC � D3 (veja exemplo 3.1). A seguir assuma que d ¥ 4.
Temos C � tr1 : ξjsud�1

j�0, sendo ξ uma raiz primitiva d-ésima da unidade. Observe
que Rξ,P P ΓC e xRξ,Py é isomorfo a Dd (desde que ordpRξq � d, ordpPq � 2 e
P �Rξ �P � Rξ

d�1).
Assim, ΓC não é cíclico e |ΓC | � 2dm para algum m natural.

Caso 1: d P t4, 5u. Neste caso, segue do Teorema de Classi�cação de Klein (TCK)
e do item (ii) (nesta Proposição) que:

d ΓC é isomorfo ao grupo |ΓC |
4 S4 ou D4 24 ou 8
5 A5 ou D5 60 ou 10

Se ΓC � A4 ou ΓC � S5 então a partir de (4) e (5), concluímos que 4 � α6�β8�
γ12 � δ24 ou 5 � α12 � β20 � γ30 � δ60, sendo que essas equações não admitem
soluções com α, β, γ P t0, 1u e δ ¥ 0 inteiro. Portanto, ΓC � Dd para d � 4, 5.

Caso 2: d ¥ 6. Observe que Rξ P ΓC é um elemento de ordem d ¥ 6 (e ΓC não é
cíclico). Assim, segue do Teorema de classi�cação de Klein (TCK) que ΓC � Dk,
com k ¤ d. Portanto, ΓC � Dd (pois |ΓC | � 2dm � 2k ¤ 2d).

pivq Se ΓC não for cíclico, segue do Teorema de classi�cação de Klein (TCK) que
ΓC � G com G P tDk, A4, S4, A5u e k ¥ 3. Assim a ordem de ΓC é par e caso
ΓC � G com G P tA4, S4, A5u segue de (4) que ni é par para todo i. Agora, como
d � αn1�βn2�γn3�δ|ΓC | com α, β, γ P t0, 1u e δ ¥ 0 inteiro (veja (5)), concluímos
que d teria que ser par. Assim ΓC � Dk para algum k ¥ 3. De fato, segue do item
(ii) desta Proposição que k ¤ d.
Finalmente temos a base para determinar a ordem dos grupos ΓC , se C for um

subconjunto �nito da reta projetiva. Assim, na próxima e última seção retornamos
ao mundo geométrico (revisando inicialmente a contagem de retas em superfícies
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projetivas não singulares no espaço projetivo P3, para logo associar a cada subcon-
junto C de P1 constituído por d pontos, uma superfície não singular de grau d em
P3, continuando com a contagem das retas contidas nessas superfícies). Concluímos
com a estimativa de Nd em (12), referente à quantidade máxima de retas que tais
superfícies podem conter.

4. Contagem de retas em superfícies projetivas

Como já comentamos na introdução, uma pergunta clássica em Geometria Algé-
brica é:

Qual é a quantidade máxima de retas que uma superfície projetiva
não singular de grau d em P3 contém?

Agora, já estamos prontos para saber a resposta.

Como vai essa contagem?

 d P t1, 2u: Planos e superfícies quádricas contêm in�nitas retas.
 d � 3: As superfícies cúbicas não singulares contêm exatamente 27 retas. A
solução neste caso foi encontrada por Cayley & Salmon em 1849 ([6], [18]).
O cálculo de tal número (de forma bastante elementar, para quem deseja se
aventurar pelas trilhas da geometria enumerativa) pode ser encontrado nos
textos [16] e [4].

 d � 4: Tais superfícies contêm no máximo 64 retas. Neste caso, é importante
destacar que em 1882 Friedrich Schur exibiu (em [19]) uma superfície não
singular de grau 4 que contém exatamente 64 retas, hoje denominada Quár-

tica de Schur em sua homenagem. E somente em 1943, Beniamino Segre,
mostrou que tais superfícies contêm no máximo 64 retas ([20]). Recente-
mente (2015), foi constatado um erro na abordagem utilizada por Segre em
[20], por Rams & Schütt, segundo os quais, após fazer a correção nas pre-
missas usadas por Segre, ele só poderia concluir que tais superfícies contêm
no máximo 72 retas ([14]). De fato (em [14]), os autores corrigem o erro
de Segre e além disso, mostram que uma superfície não singular de grau 4,
de�nida por um polinômio com coe�cientes num corpo K, com característica
diferente de 2 e 3, ainda contém no máximo 64 retas.

 d ¥ 5: Ainda é um problema em aberto.

Uma das formas de abordar essa questão (no caso d ¥ 5) é através do cálculo de
cotas inferiores, ou seja, explicitar superfícies não singulares de grau d e contar as
retas que tais superfícies contêm.
Por exemplo, a superfície de Fermat xd0 � xd1 � xd2 � xd3 � 0 contém exatamente

3d2 retas para todo d ¥ 3. Logo o número procurado é maior ou igual a 3d2.
As superfícies de Fermat fazem parte de uma família de superfícies que podem ser

construídas a partir d pontos distintos na reta projetiva, e as descrevemos a seguir.

Superfícies de�nidas a partir de d pontos distintos em P1. O leitor deve ter
percebido que ao considerarmos um polinômio homogêneo f no qual, por exemplo, só
comparecem duas variáveis, ao escrevermos Zpfq podemos de fato querer determinar
os zeros de f em P1; ou em algum outro Pn para n ¥ 2. Por este motivo, no que
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segue do texto usaremos a notação ZP1pfq para indicar o cálculo dos zeros de um
polinômio homogêneo f , no qual comparecem duas variáveis (não necessariamente,
x0 e x1). E deixamos a notação Zpfq para indicar os zeros em P3 de polinômios
homogêneos em Crx, y, z, ts.
Construção de uma superfícies a partir d pontos distintos em P1.

A essência desta construção repousa no seguinte fato: se C for um subconjunto da
reta projetiva que consiste de d pontos distintos, então existe φ P Cru, vs polinômio
homogêneo18 de grau d, cujo conjunto de zeros (ou raízes) em P1 é igual ao conjunto
C, ou seja, ZP1pφq � C. Por exemplo, se C � tr1 : ξjsudj�1 sendo ξ uma raiz

primitiva d-ésima da unidade, então ZP1pud � vdq � C.
A tais φ P Cru, vs faremos corresponder a superfície de grau d em P3

Sφ � Z pφpx, yq � φpz, tqq .
Sφ é não singular. Se d � 1, então Sφ é um plano em P3, logo não singular19.
Assuma que d ¥ 2 e, suponha (por absurdo) que p � rα0 : α1 : β0 : β1s é um ponto

singular da superfície Sφ. Assim, ao considerar f � φpx, yq � φpz, tq P Crx, y, z, ts
tem-se que

Bxfppq � Buφpα0, α1q � 0, Byfppq � Bvφpα0, α1q � 0,

Bzfppq � Buφpβ0, β1q � 0, Btfppq � Bvφpβ0, β1q � 0.

Agora, segue da identidade de Euler Buφ � u � Bvφ � v � d � φ que φpα0, α1q � 0 e
φpβ0, β1q � 0. Portanto, como estamos assumindo que p � rα0 : α1 : β0 : β1s é um
ponto singular da superfície Sφ então alguma das coordenadas de p é não nula, ou
seja, rα0 : α1s P C � ZP1pφq ou rβ0 : β1s P C � ZP1pφq.
Suponha que rα0 : α1s P C � ZP1pφq. Assim, a menos de uma reordenação no

conjunto dos pontos em C, podemos escrever φ � L1 �L2 � � �Ld sendo L1 � α1u�α0v
e Li � biu� aiv para i � 2, ..., d. Assim, tendo em consideração que L1pα0, α1q � 0,
concluímos que

(6)
Buφpα0, α1q � 0 � α1L2 � � �Ldpα0, α1q,
Buφpα0, α1q � 0 � �α0L2 � � �Ldpα0, α1q.

Como os pontos do conjunto C são distintos e ZP1pLiq � tpiu, com pi � pj para todo
i � j, segue que L2 � � �Ldpα0, α1q � 0 (visto que p1 � rα0 : α1s). Assim, segue de
(6) que α0 � 0 � α1 (o que é um absurdo). Analogamente, chegamos num absurdo
ao supor que rβ0 : β1s P C � ZP1pφq. Portanto, Sφ não possui pontos singulares.

Esquema da contagem das retas na superfície Sφ. Para calcularmos

nφ �
���! retas contidas em Sφ

)���,
18Note que tais polinômios são unicamente determinados a menos de um múltiplo escalar não

nulo. Ou seja, ZP1pφq � ZP1pφ1q ðñ φ � λφ1, com λ P C não nulo.
19Se d � 1 então φ � b1u�a1v P Cru, vs com p1 � ra1 : b1s P P1 e Sφ � Zpb1x�a1y�b1z�a1tq.
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considere a seguinte partição do conjunto das retas contidas na superfície Sφ.

(7)
!
`
�� ` reta� Sφ

)
�
!
`
�� `X L � H

)
looooooooomooooooooon

Lφ

¤!
`
�� `X L � H

)
looooooooomooooooooon

L1

φ

sendo L � Zpz, tq � P3.

A seguir, assuma que ZP1pφq �
!
rai : bis

)d
i�1

e considere os pontos p1,..., pd e

q1,..., qd em P3 dados por pi � rai : bi : 0 : 0s e qi � r0 : 0 : ai : bis.
Pontos chave para determinar nφ.

Denotemos por `i,j a reta que passa pelos pontos pi e qj.

(i) A reta `i,j está contida na superfície Sφ para todo i, j.

(ii) Lφ �
!
`i,j

�� i, j P t1, ..., du). Logo, |Lφ| � d2.

(iii) |L1
φ| � d|ΓC |, sendo C � ZP1pφq e ΓC �

!
T P AutpP1q �� TpCq � C

)
.

Portanto,

nφ � d2 � d|ΓC |.
Linhas para demonstrar que nφ � d2 � d|ΓC |.. A seguir demonstraremos as
a�rmações (i) e (ii) que fazem parte do esquema de contagem das retas na superfície
Sφ. Entretanto, para o item (iii) só faremos um esboço com as principais ideias que
são usadas para chegar nesse resultado. Para mais detalhes, consultar a dissertação
[22].

Considere Sφ � Zpφpx, yq � φpz, tqq não singular de grau d tal que ZP1pφq �!
rai : bis

)d
i�1

. Seja `i,j � P3 a reta determinada por pi � rai : bi : 0 : 0s e

qj � r0 : 0 : aj : bjs, com i, j P t1, ..., du.
A�rmação 1: `i,j � Sφ.
Se p P `i,j, então p � ru0ai : u0bi : u1aj : u1bjs com u0, u1 P C não ambos nulos.

Assim, se f � φpx, yq � φpz, tq, tem-se que

fppq � ud0φpai, biq � ud1φpaj, bjq � 0, pois ZP1pφq �
!
rai : bis

)d
i�1

ùñ p P Sφ.

A�rmação 2: Lφ :�
!
` � Sφ

�� `XL � H
)
�
!
`i,j

�� i, j P t1, ..., du). Logo, |Lφ| � d2.

Observe que pi P `i,j X L, logo `i,j P Lφ (visto que `i,j � Sφ). A outra inclusão é
consequência da Proposição que mostraremos a seguir.

Proposição 4.1. Sejam L � Zpz, tq e M � Zpx, yq retas em P3. Se ` é uma reta

contida na superfície Sφ com d ¥ 2, então

`XM � H ðñ `X L � H.
Demonstração.Considere f � φpx, yq�φpz, tq de grau d ¥ 2 tal que Sφ � Zpfq �
P3. A seguir mostraremos a implicação direta, sendo a recíproca análoga.
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Assuma que ` � PpW q. Como M não está contida em Sφ e ` XM � H, então
` XM � trwMsu para algum wM P W . A seguir, escolha v P C4 tal que twM, vu
seja uma base de W . Note que podemos escrever de forma única v � vL � vM, com
rvMs PM e rvLs P L.
Suponha que twM, vMu é L.I. Assim, wM � p0, 0, α, βq e vM � p0, 0, γ, δq com αδ �
γβ � 0. A seguir, considere T P AutpC2q dada por T px, yq � pαx � γy, βx � δyq.
Agora, como ` � Sφ e todo ponto da reta ` é da forma ru0wM � u1pvL � vMqs com
u � ru0 : u1s P P1, temos que:

fpu0wM � u1pvL � vMqq � 0 ðñ u1
dφpvLq � φpu0wM � u1vMq

ðñ u1
dφpvLq � φpT pu0, u1qq

ðñ λpαy � βxqdφpvLq � φpx, yq
com λ � pαδ � γβq�d e px, yq � T pu0, u1q.

Analisando a última igualdade chegamos a um absurdo. De fato, se φpvLq � 0
então φ � 0, do contrário temos que φ não é livre de quadrados (o que não ocorre
pois Sφ é não singular de grau d ¥ 2).
Portanto, twM, vMu é L.D., logo vM � λwM, para algum λ � 0. Agora, tendo em

consideração que twM, v � vL � vMu é base de W , concluímos que vL é não nulo.
Note que vL � v � λwM P W é não nulo, logo determina o ponto rvLs P `X L.

Corolário 4.1. Se ` for uma reta contida na superfície Sφ tal que `XL � H, então

` � `i,j para algum i, j P t1, ..., du.
Demonstração.Como a reta L não está contida na superfície Sφ, então L � `.
Assim, ` X L consiste de um único ponto p � ra : b : 0 : 0s com a e b complexos
não ambos nulos. Entretanto, a condição ` � Sφ nos leva à conclusão φpa, bq � 0.
Assim, p � pi para algum i.
Por outro lado, a Proposição 4.1 implica em `XM � H. Como a retaM também

não esta contida em Sφ, o raciocínio anterior nos permite concluir que `XM � tqju
para algum j. Portanto, ` � `i,j (ou seja, ` é determinada pelos pontos pi e qj).

Corolário 4.2. Com as notações em p7q. Tem-se que |Lφ| � d2 e nφ � d2 � |L1
φ|.

A�rmação 3: |L1
φ| � d|ΓC |, sendo C � ZP1pφq e

ΓC �
!
T P AutpP1q | TpCq � C

)
.

A ideia chave para demonstrar a A�rmação 3 é associar a cada reta ` P L1
φ a um

automor�smo em ΓC , como faremos a seguir.

Proposição 4.2. Se ` P L1
φ, então ` induz um automor�smo T` P ΓC, no qual

C � ZP1pφq.
Demonstração. Sendo ` uma reta em P3, existem f1 e f2 homogêneos de grau
1 e L.I. tais que ` � Zpf1, f2q. Se fi � aix � biy � ciz � dit, então ` X L �
Zpf1, f2, z, tq � Zpa1x� b1y, a2x� b2y, z, tq. Agora, a condição `X L � H assegura
que o sistema a1x � b1y � 0, a2x � b2y � 0, possui solução única x � y � 0,
e portanto a1b2 � a2b1 � 0. Assim, podemos escolher para ` equações da forma:
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x � αz � βt e y � γz � δt, com α, β, γ e δ em C. Além disso, a condição
`XM � H (Proposição 4.1) nos garante que αδ � βγ � 0.

Assim, obtemos T` P AutpP1q dada por rz : ts ÞÑ rαz� βt : γz� δts. Observe que
rαc � βd : γc � δc : c : ds P ` para todo rc : ds P P1. Entretanto, se considerarmos
rc : ds P ZP1pφq (neste caso φpc, dq � 0) concluímos que φpαc � βd, γc � δcq � 0,
pois ` � Sφ. Portanto, T`prc : dsq P ZP1pφq. Finalmente, como T` é uma bijeção e
|ZP1pφq| � d, o resultado segue.

Proposição 4.3. Notações como na Proposição 4.2. A função Ω : L1
φ ÝÑ ΓC dada

por ` ÞÑ T` é sobrejetora e |Ω�1pTq| � d para todo T P ΓC.

Demonstração.Considere T P ΓC dado por Tprz : tsq � rαz � βt : γz � δts.
O primeiro passo é associar ao automor�smo T a superfície quádrica

QT � Zpxpγz � δtq � ypαz � βtqq � P3.

A seguir, citamos (sem demonstrar) os fatos essenciais que relacionam a superfície
quádrica QT com a contagem das retas na superfície Sφ.

Fato 1: QT é uma superfície quádrica não singular.20

Sabe-se que toda superfície quádrica não singular em P3 possui exatamente duas
famílias de retas (p. 66 e 67 em [1], p. 406 em [7]). No caso da superfície quádrica
QT essas famílias são dadas por:

Família L: Para cada y � rc : ds P P1, Ly é de�nida pelas equações:

(8) pγc� δdqx� pαc� βdqy � 0 e dz � ct � 0.

Família M: Para cada x � ra : bs P P1, Mx é de�nida pelas equações:

(9) ax � bpαz � βtq e ay � bpγz � δtq.
Note que Mr0:1s � L � Zpz, tq e Mr1:0s �M � Zpx, yq.
Fato 2: Seja L a família de retas em p8q. Temos que:

piq Ly XM � H para todo y P P1.

piiq Ly � Sφ se, e somente se, y P ZP1pφq. Assim, existem d retas pdistintasq da
família L contidas em QT X Sφ pvisto que Ly P Lφq.
Fato 3: Existem exatamente d retas da família M pem p9qq contidas em QTXSφ e

tais retas pertencem a Ω�1pTq.
Fato 4: Sejam L0, ..., Ld�1 e M0, ...,Md�1 as únicas retas da família L e M, res-

pectivamente, contidas em Sφ XQT. Então

Sφ XQT � L0 Y � � � Y Ld�1 YM0 Y � � � YMd�1.

Observe que o Fato 3 nos garante que Ω é sobrejetora e |Ω�1pTq| ¥ d.

20Note que o sistema BxQT � γz � δt � 0, ByQT � �pαz � βtq � 0, BzQT � γx � αy � 0,
BtQT � δx� βy � 0, só admite a solução trivial x � y � z � t � 0, pois αδ � βγ � 0.
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Se ` P Ω�1pTq então T` � T, e a partir de (i) na Proposição 3.2 concluímos que
QT` � QT, que implica em ` � QT X Sφ com ` P L1

φ. Como tM0, ...,Md�1u são as
únicas retas que pertencem a L1

φ e estão contidas em QT X Sφ, a partir do Fato 4

concluímos que ` P tM0, ...,Md�1u.
Corolário 4.3. Veri�ca-se que |L1

φ| � d|ΓC | com C � ZP1pφq.
Demonstração.A sobrejetividade de Ω nos garante que L1

φ �
�

TPΓC

Ω�1pTq, sendo
esta união disjunta (e �nita), conclui-se que |L1

φ| �
°

TPΓC

|Ω�1pTq| � d|ΓC |.

Sobre a estimativa do valor máximo de nφ. Tendo em consideração que nφ �
d2 � d|ΓC |, segue-se que o valor máximo de nφ depende da ordem do subgrupo ΓC ,
ou de forma mais explicita, das escolhas de d pontos distintos em P1.

Sobre o valor máximo de |ΓC |. Lembre que |C| � d ¥ 3. De acordo com a paridade
de d, temos:

 d ímpar: A Proposição 3.1 nos garante que: |ΓC | ¤ d se ΓC for cíclico, caso
contrário ΓC � Dk com k ¤ d. Portanto, para d ímpar o valor máximo
de |ΓC | é 2d (basta escolher C � tr1 : ξjsudj�1, sendo ξ uma raiz primitiva
d-ésima da unidade).

 d par: Segue da Proposição 3.1 e do Teorema de Classi�cação de Klein que
o valor máximo de |ΓC | pertence ao conjunto t2d, 12, 24, 60u.
Assim, para d ¥ 30 o valor máximo de |ΓC | é 2d.
Agora, vamos analisar o caso d par, para 4 ¤ d ¤ 28.
Note que, o Teorema de Classi�cação de Klein (TCK) nos garante que

ΓC � G com G P tDk, A4, S4, A5u21. Neste caso, segue de (4) e (5) que:

(10)

G d � αn1 � βn2 � γn3 � δ|G|
Dk d � αk � βk � γ2� δ2k
A4 d � α6� β4� γ4� δ12
S4 d � α12� β8� γ6� δ24
A5 d � α30� β20� γ12� δ60

com α, β, γ P t0, 1u e δ ¥ 0 inteiro.
Se considerarmos somente o grupo diedral de ordem máxima, ao qual ΓC

pode ser isomorfo, segue do item (ii) na Proposição 3.1 e da tabela em (10)
que:

(11)

4 ¤ d ¤ 28 par ΓC pode ser isomorfo a ordem máxima de ΓC
d � 4 A4, D4 12

d P t6, 8u Dd, A4, S4 24
d � 10 D10, A4 20
d � 12 D12, A4, S4, A5 60

d � 20, 14 ¤ d ¤ 28 Dd, A4, S4 2d
d � 20 D20, A5 60

21Ao procurarmos o valor máximo de |ΓC |, descartamos o caso em que ΓC é cíclico.
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Por simplicidade, no que segue do texto usaremos a notação: 8 � r0 : 1s
e a � r1 : as com a P C.
d � 4 A partir de (11) temos que ΓC � D4 ou ΓC � A4. Se escolhermos
C � t0, 1, ω, ω2u, sendo ω raiz cúbica primitiva da unidade. Tem-se que
ru : vs ÞÝÑ rωu : vs é um elemento de ordem 3 de ΓC , logo ΓC � A4 e a
ordem máxima é 12.

Para os outros valores de d, nos remetemos a citar a escolha do conjunto
C tal que |ΓC | atinge o valor máximo listado em (11).

d � 6 Considere C � t8, 0, 1, i,�1,�iu sendo i P C raiz quarta primitiva da
unidade.

d � 8 Considere C � tκ, iκ,�κ,�iκ, κ�1, iκ�1,�κ�1,�iκ�1u, sendo κ P C
uma raiz da equação x2 � pi� 1qx� i � 0.

d � 10 Considere C sendo o conjunto das raízes 10-ésimas da unidade.

d � 12 Seja ω raiz quinta primitiva da unidade, θ � ω3 � ω2 e considere

C � t8, 0, θ, θω, θω2, θω3, θω4,�θ�1,�θ�1ω,�θ�1ω2,�θ�1ω3,�θ�1ω4u.
d � 20, 14 ¤ d ¤ 28 par. Considere C sendo o conjunto das raízes d-ésimas

da unidade.

d � 20 Veja [22].

Assim, se Nd � nφ com φ de grau d escolhido de modo que |ΓC | tenha a maior
ordem possível, então tem-se que:

(12)

"
Nd � 3d2, se d R t4, 6, 8, 12, 20u,
N4 � 64, N6 � 180, N8 � 256, N12 � 864 e N20 � 1600.
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