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KLEIN NOS AJUDA CONTAR RETAS EM SUPERFICIES
PROJETIVAS

JACQUELINE ROJAS E SALLY ANDRIA

REsSuMoO. Os grupos de simetrias por rotacoes dos Sélidos Platonicos reaparecem
no Teorema de classifica¢do dos subgrupos finitos de PGLy(C), dado por F. Klein
em 1870. Neste artigo veremos como este teorema pode ser utilizado na contagem
de retas em certas superficies projetivas ndo singulares, seguindo as linhas do
artigo Counting lines on surfaces de Boissiére & Sarti publicado em 2007 (cf.
Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa Cl. Sci. 5).

1. INTRODUCAO

Desde a Grécia Antiga até os dias atuais, cinco solidos capturaram a imaginacao
da humanidade, desempenhando um papel importante em varias areas do conhe-
cimento. H& milénios, os gedbmetras estudaram sua beleza matemética e simetrias
tnicas. No inicio da cosmologia, eles também tiveram um papel importante, sendo
utilizados pelo astronomo alemao Johannes Kepler (1571-1630) para explorar seu
primeiro modelo do sistema solar. No modelo de Kepler, as 6rbitas dos planetas es-
tariam circunscritas pelos cinco solidos platonicos, que embora errada, levaria mais
adiante a descoberta das orbitas elipticas do sistema solar (cf. p. 76 em [23]). Além
disso, na Biologia e na Quimica também existem reflexos das propriedades e sime-
trias destes solidos, por exemplo ao estudar a morfologia de um virus ou a geometria
molecular de diversos elementos (veja [12]).

Em 1884, o matematico alemao Feliz Christian Klein (1849-1925) explicou em
seu livro [11], como expressar as raizes de qualquer polinomio de grau 5 em termos
de funcdes modulares elipticas. A ideia dele foi relacionar o grupo das rotacoes do
icosaedro com o grupo de automorfismos dos pontos de torcao de ordem 5 de uma
determinada curva eliptica. De fato, ele criou uma teoria que relacionava o grupo
das rotacoes de cada um dos cinco s6lidos platonicos com o grupo de automorfismos
de certos subconjuntos de pontos de torgao.

Data de aceitacao: 16 de marco de 2021.
Palavras chave. Retas em superficies. Teorema de classificacao de Klein.

31


https://doi.org/10.21711/26755254/rmu20223

Retas em superficies projetivas 32

Um dos resultados obtidos por Klein (em [11]) é o Teorema de classificacio dos
subgrupos finitos de PGLg(C), o qual foi usado em 2007 por Boissiére & Sarti (em
[5]) na contagem de retas em superficies projetivas nao singulares.

A referida contagem, surge como uma tentativa de responder, ou mais precisa-
mente, achar cotas inferiores para a classica questao da area de geometria enumera-
tiva (ainda em aberto para d = 5):

Qual € o nimero mdzimo de retas que uma superficie
nao singular de grau d em P? contém?

No qual P? & o espaco projetivo sobre o corpo dos ntimeros complexos.

Este texto tem como objetivo principal mostrar para o leitor (seguindo as linhas
da demonstracdo da Proposi¢do 3.3 em [5]), como a partir de um subconjunto C
da reta projetiva, constituido por d pontos distintos (com d > 3), obtemos um
subgrupo finito I'c de PGLy(C) e também uma superficie nao singular de grau d em
P3 contendo exatamente d?+d-|T'¢| retas. Veremos que a nogao de agao de um grupo
sobre um conjunto, o estudo das familias de retas de certas superficies quadricas nao
singular em P2, e principalmente o Teorema de classificacio dos subgrupos finitos de
PGL2(C) sao elementos fundamentais para a determinacdo das cotas inferiores Ny
em (12), sendo Ny o valor méaximo para d* + d - |T¢|.

Nas proximas trés se¢oes, distribuimos os assuntos da seguinte forma:

Na Secao 2 apresentaremos os solidos Platonicos e uma descri¢cao de seus grupos
de simetrias. Além disso, veremos uma breve descricao da relacao que existe entre os
subgrupos finitos do grupo das rotagoes em R3 e os subgrupos finitos de PGLy(C).
Encerramos a secao com o enunciado do Teorema de Classificacao dos subgrupos
finitos de PGLy(C) estabelecido por Klein em [11].

Na Secao 3, em um primeiro momento, introduziremos as no¢oes minimas neces-
sarias de geometria algébrica (tais como: espago projetivo e superficie ndo singular)
para tornar este texto compreensivel para aqueles leitores que nao tem conhecimen-
tos prévios nessa area. A seguir, serao apresentadas a nogao de agdo de um grupo
sobre um conjunto e o grupo dos automorfismos da reta projetiva complexa Aut(P!).
O foco desta segao ¢ o estudo da agiao de subgrupos finitos de Aut(P') sobre o con-
junto formado pelos seus pontos fixos. Uma consequéncia muito importante desse
estudo ¢ a classificacao dos subgrupos de Aut(P!) que deixam invariantes d pontos
distintos da reta projetiva, obtida no Teorema 3.1 (que é utilizado para obter as
cotas inferiores Ng).

A Secao 4 comeca com uma breve descri¢ao dos resultados conhecidos sobre a
contagem de retas em superficies ndo singulares de grau d no espago projetivo com-
plexo P2. Em seguida, para cada subconjunto C' (da reta projetiva P') formado por
d pontos distintos, associaremos uma superficie nao singular em P3. Prosseguindo,
descreveremos o esquema que seré utilizado para contar as retas nessas superficies e
as linhas principais para demonstrar que tais superficies contém d* + d - [T'¢| retas.
Concluimos com a estimativa do valor maximo:

Ny = max {d2 +d-|I'¢| | C consiste de d pontos distintos} :
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33 J. Rojas, S. Andria

2. SOLIDOS PLATONICOS

Um Sélido Platénico é um poliedro convezro' no qual:

e todas as suas faces sao poligonos regulares iguais;
e em todos os seus vértices encontram-se o mesmo numero de arestas’.

Estes solidos também sao denominados poliedros requlares.

Um dos fatos que mais surpreende, como também o fez na Grécia antiga a mais de
2000 anos, ¢ a existéncia de exatamente 5 desses poliedros regulares, apresentados
na figura a seguir.

/J_ ______ »
Tetraedro Cubo
'
Octaedro Dodecaedro Icosaedro

Por certo, a primeira demonstracao conhecida de que existem exatamente cinco é
atribuida a Theaetetus (c. 417-369 a.C.). Entretanto, foi o filosofo grego Platao (c.
427-347 a.C.) quem primeiro postulou a existéncia desses poliedros em seu dialogo
Timaeus®, a posteriori nomeados Sdlidos Platénicos em sua homenagem. Posterior-
mente, Euclides deu uma descricao matematica completa dos solidos platonicos no
livro XIII final dos Elementos de Euclides.

I'POLIEDRO ¢ um solido limitado por superficies planas que chamamos poligonos. Um poliedro é
CONVEXO quando qualquer reta secante possui exatamente dois pontos em comum com o poliedro.

2As ARESTAS sdo as linhas resultantes do encontro de duas faces (se a intersecéo for nio vazia),
e 0s VERTICES sao os pontos de encontro das arestas.

3Nesse texto o narrador de Platio, o astronomo Timeu de Locri, usa triangulos - como figuras
fundamentais - para criar quatro dos cinco poliedros regulares (tetraedro, hexaedro, octaedro,
icosaedro). Além disso, em Timeu, Platdo associa cada um dos elementos classicos (terra, ar, gua
e fogo) a um poliedro regular. A terra é associada ao cubo, o ar ao octaedro, a dgua ao icosaedro
e o fogo ao tetraedro. Com relacdo ao quinto solido platénico, o dodecaedro, Platdo escreve:
“Faltava ainda uma quinta construcao que o deus utilizou para organizar todas as constelagdes do
céu.”. Aristoteles introduziu um quinto elemento, o éter, e postulou que os céus eram feitos deste
elemento, mas ele nao teve interesse em associé-lo com o quinto sélido de Platao.
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Dualidade. Um olhar atencioso em cada sélido platonico nos permite determinar os
seguintes nimeros.

Solido Numero Numero Numero Numero
Platonico de faces de vértices de arestas de arestas por face
Tetraedro 4 4 6 3

Cubo 6 8 12 4
Octaedro 8 6 12 3

Dodecaedro 12 20 30 5)
Icosaedro 20 12 30 3

Ao analisar a Tabela acima com atencao, percebemos uma dualidade entre o
numero de arestas, faces e vértices, para os dois pares cubo-octaedro e dodecaedro-
icosaedro: em cada par, os dois solidos tém o mesmo niimero de arestas e o nimero
de faces de cada um deles é igual ao niimero de vértices do outro.

De fato, se S for um soélido platonico, o dual de S é o poliedro determinado da
seguinte forma:

1°. considere o centro de cada face;
2°. conecte por segmentos os pontos que se encontram em faces vizinhas.

Note que, o dual do tetraedro é o pro-
prio tetraedro. O dual do cubo é o octa-
edro. E o dual do octaedro é o cubo. Tal
como, o icosaedro é o dual do dodecaedro
e vice-versa.

SVERAY
L

Essa dualidade permite concluir que um dado sélido platonico e seu dual tem o
mesmo grupo de simetria.

Grupos de simetria dos Sé6lidos Platénicos. Lembremos que uma isometria
em R™ é uma funcado bijetora f : R® — R"™ que preserva distancias, ou seja,
I|f(x) = f(¥)|| = ||x — y|| para todo x,y € R™ (sendo “|| ||” a norma Euclidiana). E
o conjunto Isom(R™) constituido por tais aplicagdes é um grupo com a composi¢ao
de funcoes.

Uma descricio mais precisa destas isometrias é a seguinte®:

1 A matriz ortogonal de ordem n x n e

J € Isom(R )(:){ ve R" tal que f(x) = Ax +v.

“De fato, se f € Isom(R") e 0 € R™ for a origem, entdo considere p : R" — R™ dada por
o(x) = f(x)— f(0). A partir da identidade 2{x,y) = ||x||*> +||y||* — ||x —¥||? e o fato de f ser uma
isometria, segue-se que 2{¢(p), ¢(q)) = 2{p, q) para quaisquer p, g em R™. Agora, considere a base
canonica {e1,...,e,} de R™ e note que {p(p +q), v(e:)) = {p(p) + ©(a), p(e:)) e {p(Ap), p(e;)) =
O(p), (e;)y para todo i € {1,...,n}, A € Rep, g € R*. Assim, o(p +q) = ¢(p) + ©(q) e
»(Ap) = Ap(p), ou seja, ¢ é uma transformacao linear ortogonal.
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35 J. Rojas, S. Andria

Por exemplo, para n = 1 tem-se
Isom(R) = {f:IR—>IR|f(X) =ax +b, ae{—l,l},beR}.

Observe que subgrupos de Isom(RR") aparecem sob a condigao de invaridncia para
subconjuntos de R™.
Concretamente, para cada subconjunto X de R", considere

S(X) = { f € Tsom(R") | f(X) = X}

denominado de agora em diante, grupo de simetrias de X.

A titulo de exemplo, se P,, = R? for um poligono regular de m-lados (m > 3)
com seu centro na origem, o grupo de simetrias S(P,,) é isomorfo ao grupo diedral®
D,, de ordem 2m.

Observe que para m = 4, ao colocar- Y
mos o quadrado com seu centro na origem
e seus vértices sobre os eixos coordena-
dos, tem-se que S(P,) é gerado pela ro-
tacao em um angulo 7 (dada por (z,y) — X
(—y,x), que por sua vez gera um grupo
ciclico de ordem 4) e a reflexdo em torno
do eixo X (dada por (z,y) — (z,—y) de
ordem 2).

Antes de apresentar a descricdo dos grupos de simetria dos solidos platénicos,
vamos colocar uma pergunta que possui o mesmo teor do Teorema de classificagao
de Klein, que apresentaremos em breve, a saber:

Quais sao os subgrupos finitos de Isom(RR™), a menos de isomorfismo?

No caso n = 1, observe que a ordem dos elementos x — —x + b é 2 para todo b e
eles nao comutam entre si, ja a ordem dos elementos x +— x + b é infinita para b # 0.
A partir disso podemos concluir que os subgrupos finitos de Isom(R) sao os ciclicos
de ordem 1 e 2.

No caso n = 2, é atribuido a Leonardo da Vinci (1452-1519) ter mostrado que os
tinicos subgrupos finitos de Isom(R?) sido o grupo ciclico C,, de ordem m e o grupo
diedral D,, de ordem 2m (cf. p. 66 em [23]). E como ja comentamos, esses grupos
aparecem no estudo dos grupos de simetrias de um poligono regular de m lados.

O caso n = 3 deixamos como uma pesquisa para o leitor, por nao ser o foco deste
artigo.

Notagao: Seja Y um conjunto. De agora em diante usaremos a notagao |Y| para
indicar a cardinalidade de Y.

5Se I,, = {1,...,m} é o conjunto dos vértices de um poligono regular de m lados, entdo D,,
é o subgrupo de S,, = {f : I, — I, | [ é uma bije¢do} (S,, é um grupo com a composi¢do
de fungoes, usualmente denominado grupo das permutagées de m elementos) gerado pelas fungoes
0,r €Sy, dadas por §(i) =i+ 1parai #mef(m)=1;r(¢) =m+2—iparai#ler(l) =1
De fato, D,,, = {6, r) é um grupo de ordem 2m tal que ord(f) = m, ord(r) =2e @or =rofm1!
(cf. p. 196 em [10]).
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Retas em superficies projetivas 36

O subgrupo das rotagdes Rot(X) de S(X). Seja X um subconjunto de R™ contendo
a origem. O grupo de simetria por rotacio de X é o subgrupo Rot(X) de S(X)
constituido pelas simetrias f(x) = Ax, com A ortogonal e determinante de A igual
a um.

Doravante, S, denota o grupo das permutacdes de n-elementos e A, o subgrupo
de S, formado pelas permutacoes pares (também denominado grupo alternado)®.

A seguir faremos uma breve descri¢do do grupo de rotagoes Rot(X), no caso do
tetraedro e do cubo (este segundo também vale para seu dual, o octaedro).

Tetraedro. No caso deste sblido temos duas escolhas para eixo de rotacdo, a saber:

. ~ . L
e Eixo de rotacao L passando por um vértice e
pelo centro da face oposta. Com angulo de ro-
tagao = e 3
Levando em conta as quatro possiveis esco-
lhas de vértice, obtemos 8 rotacoes. (ID 2_7 4_7T
373

e Eixo de rotacao M passando pelo ponto médio
de uma das arestas e pelo ponto de médio da
aresta oposta (aquela que resulta da interse¢ao M
das faces, que nao contém a aresta onde fixa-
mos o primeiro ponto médio). Com éangulo de

rotacao . @)
Considerando as trés possiveis escolhas de &
pares de arestas, obtemos 3 rotagoes.
Ao incluirmos a identidade, obtemos exatamente 12 rotacoes.  Assim,
|[Rot(X)| = 12. Observe que essas rotacoes permutam os vértices do tetraedro, e

portanto, a cada uma dessas rotacoes podemos associar uma permutacdao em Sy.
Para isto, podemos enumerar os vértices do tetraedro de 1 a 4, e denotarmos por
pi,; 0 ponto médio da aresta com extremos nos vértices 7 e j. Deste modo, podemos
representar as rotacoes da seguinte forma:

Eixo L passando pelo vértice 1 e angulo 28— (234).
Eixo L passando pelo vértice 1 e angulo 3F —  (243).
Eixo M passando por pa3, p14 € dngulom  —— (23)(14).

A partir da descri¢ao acima o leitor pode deduzir que Rot(X) = A4

Cubo. Pare este solido temos trés escolhas para eixo de rotacdo, a saber:

SLembramos que S,, = {f : I,, — I,, | f ¢ uma bijecdo}, sendo I,, = {1, ...,n}, € um grupo com
a composicdo de fungdes. De fato, |S,| =n! e [A,| = 2 se, n > 2 (cf. p. 218-224 em [10]).
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37 J. Rojas, S. Andria

¢ Eixo de rotacao L passando pelo ponto
médio de faces opostas, com angulo de km k193
rotacao %”, k = 1,2,3. Obtemos ao 2’ Y
todo 3 -3 = 9 rotagoes.

e Fixo de rotacao N passando por vér-
tices opostos (isto é, uma de suas di-
agonais), com angulo de rotagao %TW
k = 1,2. Obtemos ao todo 2-4 = 8
rotacoes.

e Fixo de rotagao M passando pelo ponto
médio de uma aresta e da sua oposta
superior (conforme ilustra a figura),
com angulo de rotacao m. Neste caso
obtemos, 6 rotacoes.

Ao incluirmos a identidade, obtemos exatamente 24 rotagdes. Logo, |Rot(X)| =
24. Note que essas rotagoes permutam as diagonais (11, 22, 33 e 44). Podemos
associar a cada uma dessas rotacoes uma permutacao em Sy, via sua acao nas
diagonais (ao fazermos a identificacio 1 = 117, 2 = 22, 3 = 33 e 4 = 44). De fato,
conforme a figura acima, temos:

Eixo L com angulo £ +~—— (1234).
Eixo N com angulo 5° +~— (234).
Eixo M (com angulo 7) —— (14).
A descrigao acima permite concluir que Rot(X) = 5.
De fato, a classificacao dos grupos de simetrias dos sélidos platonicos (cf. p. 52-56
em [15]) é dada por :

Grupos de simetria dos Sélidos Platonicos. Seja X um so6lido platonico e Cy
um grupo ciclico de ordem 2, entao
(i) S(X) = Sy e Rot(X) = Ay, se X for um tetraedro.
(i) S(X) = Sy xCy e Rot(X) = 5y, se X for um cubo ou um octaedro.
(iii) S(X) = A5 xCy e Rot(X) = As, se X for um dodecaedro ou um icosaedro.

Subgrupos finitos de Rot(R?) e o Teorema de classificacio de Klein. Na
subsecao anterior constatamos que os grupos A, e Sy sao obtidos a partir dos grupos
de simetrias por rotacoes do tetraedro e cubo, respectivamente. Cabe assinalar que
esses grupos reaparecem na classificagao dos subgrupos finitos de Rot(RR?) (ou seja,
das rotagoes no espaco 3-dimensional) e no Teorema de classificagao de Klein (que
serd enunciado em breve). De fato, tem-se (cf. p. 105 [2], p. 149 [23]) que:
Subgrupos finitos de Rot(R?). Um subgrupo finito de Rot(R?) € isomorfo a
exatamente um dos sequintes grupos:

e ciclico;

e diedral de ordem 2m, m = 2;

o grupo de simetrias por rotacoes de um dos solidos platonicos.

O leitor podera apreciar em breve a similitude que existe entre o resultado acima
(classificagao dos subgrupos finitos de Rot(R?)) e o Teorema de classificagio de

4
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Klein. De fato, veremos que essa semelhanca tem como base a conexao que existe
entre o grupo Rot(RR?) e o grupo projetivo linear PGLy(C) via o grupo unitario
especial SUy(C), definidos a seguir.

Os grupos PGLy(C), SU(2) e rotagdes em R?
Seja GLy(C) o grupo’ formado pelas matrizes 2 x 2 complexas invertiveis e Ey(C)
o subgrupo normal de GL(C) formado por todas as matrizes escalares. O grupo
quociente GL(C)/Ey(C) sera denotado por PGLy(C) e denominado grupo projetivo
linear associado ao espago vetorial complexo C?. Considere o subgrupo (denominado
grupo unitdrio especial)
Z w

SUL(C) = {l o= ] € GLy(C) ‘ |2 + |w]* = 1},
sendo Z = a — bi o conjugado de z = a + bi e |z]*> = zz = a® + b?. De fato, se
A= [ _wZ ;U ] € SUy(C), com z = a+ bi e w = ¢ + di, ao considerarmos o vetor

q = (b,c,d) € R® de norma ||q|| = v/b? + ¢? + d?, vamos definir a transformagio
linear R, : R?* — R? dada por

(1) v (a® = lall*)v +2(q- v)a + (2a)a x v

(1

sendo o produto interno usual e “x” o produto vetorial em R3.
Observe que, se q é o vetor nulo (logo |2|*> + |w]* = |a| =1 e A = £I, sendo I a
matriz identidade), entdo R4 é a funcao identidade. Entretanto, se q for ndao nulo
0

e considerarmos o angulo 6 € [0, 27] tal que a = cos 5 e o vetor unitario u = ﬁ,

obtemos q = sen gu e apos substituicdo em (1), segue que

RA(v) = (cos@)v + (senf)u x v + (1 — cosf)(u - v)u

sendo o lado direito exatamente formula de Euler-Rodrigues®. Assim, R, é uma

rotacao com eixo contendo a origem, determinado pelo vetor diretor u, no angulo 6,
e portanto, R4 € Rot(R?). Deixamos a cargo do leitor mostrar que R : SUy(C) —
Rot(R?) dada por A —— R4 ¢ um homomorfismo sobrejetivo de grupos tendo por
nticleo {£1}°. Assim, o grupo quociente PSU,(C) = SUy(C)/{£I} & isomorfo ao
grupo Rot(RR3).

Além disso, observe que PSU,(C) é um subgrupo de PGLy(C) (visto que SUy(C)
¢ um subgrupo de GL2(C) e tem-se que {£I} < Ey(C)). Pode-se mostrar que todo
subgrupo finito de PGLy(C) é conjugado' a um subgrupo de PSU5(C) (cf. p. 9
[21], p. 84 de [13]). Assim, subgrupos finitos de PGLy(C) irdo se identificar com
conjugados de subgrupos de Rot(R?) (uma vez que Rot(R?) é isomorfo ao grupo
PSU,(C)).

"Com o produto usual de matrizes.

8Tal formula foi descoberta inicialmente por Leonhard Paul Euler (1707-1783) em torno de 1770
(cf. [9]) e posteriormente de forma independente por Benjamin Olinde Rodrigues (1795-1851) por
volta de 1840 (cf. [17]).

9Uma abordagem via quatérnios unitarios encontra-se na p. 2 das notas de Dolgachev [8].

1005 subgrupos Hy e Hy do grupo (G, *) sdo ditos conjugados, se existe g € G tal que Hy =
gH,g~ "' sendo gH,1g7' = {g+h+g '€ G |he Hy}.
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O leitor podera apreciar a importancia do Teorema de classificagao de Klein,
para o desenvolvimento deste texto, no momento que formos estudar os conjuntos
invariantes de pontos na reta projetiva'l.

Teorema de classificagdo de Klein (TCK). Um subgrupo finito de PGLy(C) €
isomorfo a exatamente um dos sequintes grupos:

(i) Cpn o grupo ciclico de ordem m;

(ii) Dy, o grupo diedral de ordem 2m, m > 2;
(iii) Ay o grupo alternado de ordem 12;
(iv) Sy o grupo das permutagoes de ordem 24;
(v) As o grupo alternado de ordem 60.

Se dois subgrupos de PGLy(C) sdo isomorfos, entdo eles sao conjugados.

3. SOBRE GEOMETRIA ALGEBRICA E ACOES DE GRUPOS

Iniciamos esta se¢ao revisando algumas nogoes de geometria algébrica (em consi-
deracao aos leitores que nao tem conhecimentos prévios dessa area).

3.1. Preliminares de Geometria Algébrica. O n—espaco projetivo complexo P"
é constituido de todos os subespagos de dimensao 1 de C"*! (considere C"*! como
espaco vetorial complexo). Ou seja, P™ é formado pelas retas que passam pela origem
em C""'. Assim, cada elemento em P" ¢ da forma [v], com v vetor ndo nulo em

C"*1. Se v = (vo, ..., v, ), usaremos a notagao [v] = [vg : ... : v,] na qual vy,...,v, sdo
denominadas de coordenadas homogéneas do ponto [v]. Observe que, os subespacos
[ag : ... ay] e [bo: ... : by] sB0 iguais (ou seja, definem o mesmo ponto em P") se,
e somente se, (ag, ....,a,) = A(bo, ..., b,) para algum A\ € C nao nulo. Logo, pontos

distintos sao determinados por vetores linearmente independentes.

Neste contexto, P!, P? e P? sdo usualmente denominados de reta projetiva, plano
projetivo e espaco projetivo, respectivamente.

Assim como z+y = 0 define uma reta no plano cartesiano R? e 224+2y?+422—4 = 0
define um elipsoide em R?, retas e superficies em P" também sao definidos a partir
dos zeros de polinémios, s6 que tais polindbmios precisam ser homogéneos.

Polindmios homogéneos e seu conjunto de zeros. Considere f € C[xy, ..., 2, ] ndo nulo
e d = 0 inteiro. Dizemos que f é homogéneo de grau d se, para todo A € C,

fA\zo, ..., Azy) = A (2o, ..y ).

Se f € Clx, ..., z,] for homogéneo e nao constante'?, definimos o conjunto dos
zeros '* de f por:

2(f) ={lvleP" | f(v) =0}.

Usualmente, Z(f) é denominada hipersuperficie definida por f em P™.

Visto que o grupo PGLy(C) é isomorfo ao grupo dos automorfismos da reta projetiva (veja
Proposigao 3.2).

12No caso dos polinémios constantes, definimos Z(0) = P" e Z(a) = &, se a € C nio nulo.

13Ressaltamos que a homogeneidade de f nos garante a boa definicio de Z(f), uma vez que
FOW) = X f(v), f(v) =0 implica em f(\v) = 0.
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Notagao: Se fi, fa, ..., fr forem polindmios homogéneos ndo constantes (ndo ne-
cessariamente do mesmo grau) em C|xo,...,x,]|, entdo Z(f, fa, ..., fr) denotara a

k
interse¢ao [ Z(f;)-
i—1

Por exemplo, para

e n=1: Z(f) é um conjunto finito de pontos na reta projetiva'®.

o n=2: Z(f) é denominada curva projetiva plana. Se o grau de f for 1, entao
Z(f) ¢ uma reta no plano projetivo P2

e n =3: Z(f) ¢ denominada superficie projetiva. Z(f) ¢ um plano em P3 se
f for homogéneo de grau 1. Uma reta em P? é determinada pela intersegio
de planos distintos'®, conforme ilustra a préxima figura.

20 AN
LS LY S

Plano Z(f) em P?

Reta £ = Z(f1) n Z(f,) em P3

Outra descricdo de retas e planos em IP3.

Existe W subespaco vetorial de dimensao 3 de

. L, 3
(i) H ¢ um plano em P* <= ¢y ) que H = {[w] € P® | w e W, néo nulo }

De forma anéaloga,
Existe U subespaco vetorial de dimensao 2 de C*

oy ) 3
(ii) ¢ é uma reta em P* < tal que { = {[u] c P3 ‘ u e U, nio nulo }

Neste caso, usamos a notagdo H = P(W) e £ = P(U). Ao trocarmos 3 por n,
nesta abordagem obtemos uma definicao para reta e plano em P".

(iii) Se p = [u1] e q = [uz] sdo pontos distintos em P™, entdo existe uma tnica reta
passando por p e q. De fato, tal reta é determinada pelo subespaco U = [uy,us] e

PU) = {[aoul +ajup] € P" | [ag: a1] € Pl}.

A nocao de ponto singular, apresentada a seguir, nos permitira introduzir o con-
ceito de superficie nao singular.

Ponto singular de Z(f). Considere f € C[xq, ..., z,] homogéneo de grau d > 1.

lige f e C[zo,x1] € homogéneo de grau d entdo verifica-se que f = (boxg — apz1)™ - - (bpxo —
arx1)™, com n; € Ned = ng+ -+ + ng, a;,b; € C ndo ambos nulos. Logo, Z(f) = {[ao :
bo], ) [ak : bk]}

152(f1) e Z(f,) sdo planos distintos em P3 se, e somente se, f1 e fy sdo linearmente indepen-
dentes. Um fato interessante da geometria em P3 é que dois planos sempre se intersectam.

4
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Um ponto [v] € P" é dito ponto singular de Z(f) se, 0;f(v) =0 com ¢ € {0, ..., n},
onde ¢; denota a derivada parcial de f em relagao a variavel x;.

Os pontos singulares sdo zeros de f. Ao derivarmos f(Axg, ..., A1) = X f (2o, ..., )
em relacao a A, obtemos

Z of ;= dNT f (2, ., ).
i=0

Fazendo A\ = 1 nessa tltima igualdade chegamos na Identidade de Euler:
60f-x0+---+8nf-xn=d-f.

De onde concluimos que, se [v] é ponto singular de Z(f), entao [v] € Z(f).

Dizemos que Z(f) é nao singular se Z(f) nao possui pontos singulares. Por
exemplo, todo plano em P? & nao singular.

Superficies ndo singulares de grau d em P3. Se f € Clwg, 71, 72, 23] for homogéneo de
grau d > 1 com Z(f) < P3 nao singular, entdo Z(f) sera denominada superficie
nao singular de grau d. Também sao usados os epitetos superficie quadrica, cubica,
quartica para d = 2, 3, 4, respectivamente.

Na Georg-August Universitit Gottingen encontra-se um modelo local, da assim
denominada cubica de Clebsch definida por

zo+ x5 + a5 + 23 = (0 + 21 + 9 + 73)°.

Observe que a superficie ctibica definida acima é nio singular'®. Vale ressaltar

que as “linhas” destacadas nessa figura representam retas contidas nessa superficie.

16De fato, ao fazer L = zg + 21 + 20 + 23 € f = 3 + 23 + 23 + 23 — L3 tem-se que 0;f =
322 —3L% = 3(x; — L)(w; + L) para todo i. Assim, se [v] € P3 com v = (vg, v1, v2, v3) for um ponto
singular de Z(f), segue que L(v) = fwv; para todo i (o que é absurdo). Portanto, Z(f) é uma
superficie ndo singular em P3.

'ﬁ"ﬁ‘pmy @ sBm
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3.2. Agao de um grupo sobre um conjunto. Se (G, *) for um grupo com ele-
mento neutro e, considere G* = G — {e}.

Lembremos que o grupo G age pela esquerda num conjunto C, se existe uma
fungao de G x C em C' que associa a cada par (g,x) um tnico elemento em C, que
denotaremos por g-x, satisfazendo as condicoes:

(i) e-x = x, para todo x € C,
(i) h-(g-x) = (h*g)-x para todo x€ C, h,g € G.

Para cada x e C, Gy = {g € G | g-x = x} é denominado de estabilizador de x em
G e Oy = {g-xe C|ge G} ¢ denominado de drbita de x (relativa a a¢ao definida
por 14 _77).

Um resultado importante neste contexto é a seguinte Proposicao.

Proposicao 3.1. Com as notagoes acima, verifica-se que:

(i) Ox = Oy se, e somente se, existe g € G, tal que y = g-X.

(ii) Ox N Oy = & ou Oy = Oy.

(ili) Para todo y € Oy tem-se que Gy e Gy sao grupos conjugados (logo isomorfos).
(iv) |Ox| = (G : Gx). Portanto, se G for um grupo finito, o nimero de elementos
de cada orbita, é um divisor da ordem do grupo G.

Se C' for um conjunto finito, a Proposicao 3.1 nos garante que podemos escolher
uma quantidade finita de elementos em C', digamos x1, Xs, ..., Xi, tais que:

(2) C =04 U0y, u---U0y sendo que Oy, N Oy, = F, Vi#j.

Neste caso, x1,Xg, ..., Xx denomina-se sistema de representantes determinado pela
acdo de G em C. A particao em (2) é chamada de decomposi¢io de C' em drbitas
(valendo a unicidade a menos de uma permutacdo dos indices).

A seguir, iniciamos o estudo dos automorfismos de P! e seus subgrupos finitos,
visto que desempenham um papel muito importante na contagem de retas que fa-
remos mais adiante.

Automorfismos da reta projetiva. Seja Aut(C?) o grupo constituido pelos iso-
morfismos lineares de C? em C? sob a operacido de composicao de funcées. Como
cada aplicagdo T € Aut(C?) leva retas pela origem em retas pela origem, 7" induz a
funcao

T:P'— P', dada por T([v]) =[T(v)].
O conjunto formado por tais fungdes sera denotado por Aut(P') e seus elementos
denominados automorfismos de P!,

Lembre que a fungdo de Aut(C?) em GL,(C) dada por T — [T7], sendo [T] €
GLy(C) a matriz associada a T' da base candnica na base canonica, ¢ um isomorfismo
de grupos. Por exemplo, se T € Aut(C?) ¢ tal que [T] € Eo(C), entdao T = idp: €
Aut(Ph).

Listamos a seguir algumas das propriedades essenciais dos elementos de Aut(P')
que usaremos neste texto.

Proposigao 3.2. Sejam T,S € Aut(P') determinadas por T, S € Aut(C?), respec-
tivamente. Entao verifica-se que:

4
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(i) T = S se, e somente se, T = \S para algum X € C nao nulo.
(ii) Dados os pontos p1,p2, Ps,d1, Q2 € qz em P tais que p; # p; e q; # q; para
todo i # j, existe um vinico T € Aut(P'), tal que T(p;) = q; para i = 1,2, 3.
(iii) Aut(P') com a composicao de fungoes é um grupo, tendo idp por elemento
neutro.
(iv) A fungdo U : Aut(P') — PGLy(C) e GLy(C)/Eq(C) dada por T — [T] -
Eo(C) € um isomorfismo de grupos.

Salientamos que a proxima subsecao comeca com a nocao de ponto fixo, além
de introduzir notacoes para certos automorfismos da reta projetiva complexa (que
poderao ser utilizados pelo leitor na determinagao do valor de |I'¢| para um dado
subconjunto C' de P! na Segao 4). A Proposigao 3.4 ¢ o resultado que nos permitiré
classificar os subgrupos finitos de Aut(P') a partir da decomposigao em orbitas de
seus pontos fixos.

Agao de subgrupos de Aut(P') sobre pontos fixos. Lembremos que p € P! é
um ponto fixo de T € Aut(P!) se T(p) = p.

Notagoes: No que segue considere e; = [1 : 0] e e; = [0 : 1]. Se k € C for néo
nulo, entao C,, P, e R, denotarao os automorfismos de P! dados por: C.([z : y]) =
[z + ky :y], Po(Jx - y]) = [ky : 2] e Re([x : y]) = [kz : y]. Em particular, temos
que Ry = idp (0 qual possui infinitos pontos fixos). Observe que:

’ Automorfismo ‘ Pontos fixos ‘ Valor em € ‘ Valor em €9 ‘ Ordem ‘
C. e e [k 1] infinita
(3) Pﬁ [\/E : 1], [—\/E . 1] €9 (S31 2
ord(k
RKJ K # 1 €1,€2 €1 €2 em (G(j*))

A seguir para cada subgrupo G de Aut(P!), considere
Fix(G) = {p e P! ‘ p é ponto fixo de algum elemento em G*}.

Observe que:
(i) Se x € Fix(G) entao T(x) € Fix(G) para todo T € G.7
(ii) (T,x) — T(x) define uma acao pela esquerda de G em Fix(G).
Na proxima proposi¢do considere a acdo pela esquerda (T,x) — T(x), tanto
para G quanto para H.

Proposi¢ao 3.3. Seja G um subgrupo finito de Aut(P') com |G| > 1 tal que
Fix(G) = Oy U -+ U Oy € a decomposicao em drbitas de Fix(G). Se H for um sub-
grupo de Aut(P') isomorfo ao grupo G, entao existe L € Aut(P') tal que Fix(H) =
L(Oy) u---UL(Ox) € a decomposi¢io em orbitas de Fix(H).

Demonstracao. Como Fix(G) (resp. Fix(H)) ¢é finito, podemos considerar o sis-
tema finito de representantes x, ..., x; em Fix(G) (resp. yi,...,y; em Fix(H)). Por

1"De fato, se x € Fix(G), entdo existe S € G* tal que S(x) = x. Agora, basta observar que
ToSoT !eG*efixaT(x)se TeG.
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simplicidade, seja O; = O, ¢ O; = Oy,. Assim temos:

Fix(G) = O1u---u 0O com O;n0; =, Vi#j.

Fix(H)y= O;u---u0; com O;n0; =, Vi#j.
Como G e H sao isomorfos e finitos, o Teorema de classificagao de Klein (TCK) nos
garante que eles sdo conjugados, logo existe L € Aut(P'), tal que o automorfismo

interno I, (note que I,(T) = ToLoT ! e H, para T € G) induz um isomorfismo
de G em H. Deixamos a cargo do leitor verificar que:

Afirmacdo 1: Fix(H) = L(Fix(G)).
Afirmacdo 2: L(Ox) = Ov(), para todo x € Fix(G).
Portanto,

Fix(H) =010 -0 O, =L(0O1) U--- UL(O) = Orxy) U -+ U Oy
Segue do item (ii) na Proposi¢do 3.1 que para cada ¢ € {1, ..., k}, existe um tnico
je{l,...,1}, tal que O; = Oy, = L(O;) e necessariamente k = [.

|

A demonstracao da Proposicdo 3.4, que enunciaremos a seguir, encontra-se na
se¢ao 6.12 do texto de Artin [3] (também na p. 3 de [8]).

Proposigao 3.4. Seja G ¢ um subgrupo finito de Aut(P') de ordem N = 2 tal que
Fix(G) = Oy U -+ U O, na qual O; = Oy,

é a decomposicio de Fix(G) em drbitas induzida pela ac¢io (T,x) —> T(x) (da
Proposicao 3.3). Entao
(i) Se x € O; entao |Gx| = |Gy,| :=
(ii) k€ {2,3}. Além disso,

o k=2 se, e somente se, G € ciclico.

o Sek =3¢ FE < Fy < Ej3, entao so uma das sequintes possibilidades ocorre:

E; = 2, para cada 1.

|Ey | Ey| Es |G éisomorfo ao grupo |

212 | mz=2 D,,
218 3 Ay
21 3 4 Sa
218 5 As
E consequentemente, se n; = ‘g (é a cardinalidade das orbitas) para i =
1,2,3, temos:
’ ny \ No \ ns \ G € isomorfo ao grupo ‘
m|m| 2 D,
(4) 61 4|4 Ay
121 8| 6 Sy
301 20| 12 As

Na proxima subsegdo sera utilizada a proposi¢ao acima (junto com o Teorema de
Classificagao de Klein) para classificar os subgrupos finitos de Aut(P') que deixam
invariantes subconjuntos finitos da reta projetiva (cf. Teorema 3.1). Sendo esse
Teorema um dos resultados que nos permitirdo determinar a cota Ny em (12).
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Classificando subgrupos de Aut(P!) que fixam um conjunto. Para cada
subconjunto C' de P!, considere

Ic = {T e Aut(P) | T(C) =C}.

Proposicgao 3.5. T'c é um subgrupo de Aut(P'), cuja ordem € finita se |C| = 3.
Demonstragao. A seguir mostraremos que |I'c| < o0 se |C| = 3.

Se |C'| = 3 entao considere {p1, pa, p3} S C. Segue do item (ii) da Proposi¢ao 3.2
que cada elemento T € I'¢ ¢ determinado pela escolha de

{T(p1), T(p2), T(ps)} < C,

que é finita e dada pelo binémio (g), sendo d = |C|. Agora, levando em conta as
permutagcoes (6 ao todo), concluimos que |I'¢| < (gl) .

Exemplo 3.1. Se C' = {p1, p2, p3}, entao cada o € D3 determina T, € T'c dado por
T, (pi) = Poi) ((ii) na Proposicio 3.2). Deizamos a cargo do leitor a verificagdo de
que V : D3 — ' dada por o — T, é um isomorfismo de grupos.

A seguir, assuma que Oy denota a orbita de x relativa a acdo (T,p) — T(p) de
F'cem C, eque C = Oy u---u O é adecomposicao em oOrbitas relativa a essa
acdo. Lembre que Fix(I'¢) é o conjunto formado pelos pontos fixos dos elementos
de (Fc)*.

Proposigao 3.6. Sexe C e |C| =d =3, temos:
(i) Ox € Fix(I'¢) n C se x € Fix(I'¢), caso contrdrio Ox n Fix(T'e) nC = & e
0x] = [Tol.
(ii) Se 'c nao for ciclico e Fix(T'¢) = O1 v Oy u O3 for a decomposicdo em
orbitas de Fix(I'c) sob a acao de T'c (dada por (T,p) — T(p)), entdo:

(5) d=an1+6n2+7n3+5|Fc|,
na qual o, 3,7 €{0,1}, 6 =0 e n; = |O;].

Demonstracao. (i) Deixamos a cargo do leitor.

(ii) Sabemos que O; N Fix(C) n C = O; ou O; n Fix(I'e) n C = & para cada
i € {1,...,k}. Se acontecer que O; N Fix(I'c) n C' = O; entao O; = O, para algum
j€{1,2,3}. Assim, no maximo as trés orbitas em Fix(I'c) = O; U Oz U O3 podem
aparecer na decomposicao em orbitas de C' (isto, vai depender da quantidade de
pontos em Fix(I'c) n C). Seja 0 = |{i | O; " Fix(Ic) n C = &}/, note que para
cada um desses indices |0;| = |I'¢|. Agora, como |C| =d = |Oq] + -+ + |Oy/, segue
que:

d = a|O] + B|Oy| + 7v|O3] + 8]T¢| com «,B,7€{0,1} e §=0. .

O proximo Teorema contém os resultados mais importantes para a determinacao
de I'c (a menos de isomorfismo). Sua demonstra¢io tem como base o Teorema de
classificagao de Klein (TCK), a Proposicao 3.4 e a equacao (5) acima.

Teorema 3.1. Seja C um subconjunto de P com d pontos (d = 3). Verifica-se que:
(i) Se U'¢ for ciclico entio |T'c| < d.

\y
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(ii) Se I'c = Dy o grupo diedral, sendo k = 2, entdo k|d ou k|(d —2). Em
particular, k < d.

(ili) Se C' ={[1: &}, sendo & uma raiz primitiva d-ésima da unidade, entdo
FC = Dd.

(iv) Se d é impar e T'c nao é ciclico, entao I'c = Dy, para algum k, 3 < k < d.

Demonstracao. De acordo com a tabela (3), considere:
[w:v] 25 [au:v] e [u:v] =5 [av: u]

com a € C nao nulo. Por simplicidade, vamos escrever P em lugar de P; (ou seja,
P-P,).
(i) A menos de conjugacao podemos assumir que I'c = (R,) (sendo x uma raiz
primitiva da unidade). Como d > 3 existe x € C' que ndo ¢ ponto fixo de R,; (logo
de nenhum elemento de (I'c)*), assim |Ox| = |I'¢|. Como Oy < C, concluimos que
To| <d =|C].
(ii) Se I'c = Dy, entao segue de (4) e (5) que: d=a-k+[-k+~v-2+0-2k com
a,f,7 € {0,1} e 6 = 0 inteiro. Assim, se v = 0 entdo k divide d, caso contrério
(v = 1), concluimos que k divide d — 2.
(iii) Se d = 3 entao I'c = D3 (veja exemplo 3.1). A seguir assuma que d > 4.
Temos C' = {[1 : &]}Z), sendo € uma raiz primitiva d-ésima da unidade. Observe
que Re, P € T'c e (Re, P) é isomorfo a Dy (desde que ord(R¢) = d, ord(P) =2 ¢
PoR;oP =R

Assim, I'c ndo é ciclico e |I'c| = 2dm para algum m natural.
Caso 1: d € {4,5}. Neste caso, segue do Teorema de Classificagao de Klein (TCK)
e do item (ii) (nesta Proposigao) que:

| d|T¢ éisomorfo ao grupo | [T¢| |
4 Sy ou Dy 24 ou 8
5) A5 ou D5 60 ou 10

SeT'c = Ay ouT'¢ = S5 entao a partir de (4) e (5), concluimos que 4 = a6+ 58 +
Y12 4+ 624 ou 5 = 12 + B20 + v30 + 060, sendo que essas equagoes nao admitem
solugdes com «, 3,7 € {0,1} e § = 0 inteiro. Portanto, I'c = D, para d = 4, 5.

Caso 2: d = 6. Observe que R¢ € I'c é um elemento de ordem d > 6 (e I'c ndo é
ciclico). Assim, segue do Teorema de classificacdo de Klein (TCK) que I'c = Dy,
com k < d. Portanto, I'c = D, (pois |I'c| = 2dm = 2k < 2d).
(iv) Se I'c ndo for ciclico, segue do Teorema de classificacdo de Klein (TCK) que
I'c = G com G € {Dy, Ay, Sy, As} e k = 3. Assim a ordem de ['¢ é par e caso
I'c = G com G € {Ay, Sy, As} segue de (4) que n; é par para todo i. Agora, como
d = any+ fPna+yn3+6|l¢| com o, 5,7 € {0,1} e § = 0 inteiro (veja (5)), concluimos
que d teria que ser par. Assim ['c = D; para algum k > 3. De fato, segue do item
(ii) desta Proposicao que k < d. .
Finalmente temos a base para determinar a ordem dos grupos I'c, se C for um
subconjunto finito da reta projetiva. Assim, na proxima e dltima se¢ao retornamos
ao mundo geométrico (revisando inicialmente a contagem de retas em superficies
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projetivas nfo singulares no espaco projetivo P, para logo associar a cada subcon-
junto C' de P! constituido por d pontos, uma superficie ndo singular de grau d em
3, continuando com a contagem das retas contidas nessas superficies). Concluimos
com a estimativa de Ny em (12), referente & quantidade maxima de retas que tais
superficies podem conter.

4. CONTAGEM DE RETAS EM SUPERFICIES PROJETIVAS

Como ja comentamos na introducao, uma pergunta classica em Geometria Algé-
brica é:
Qual é a quantidade maxima de retas que uma superficie projetiva
nio singular de grau d em P? contém?

Agora, ja estamos prontos para saber a resposta.

Como vai essa contagem?

e d e {1,2}: Planos e superficies quadricas contém infinitas retas.

e d = 3: As superficies ciibicas nao singulares contém exatamente 27 retas. A
solucdo neste caso foi encontrada por Cayley & Salmon em 1849 ([6], [18]).
O célculo de tal nimero (de forma bastante elementar, para quem deseja se
aventurar pelas trilhas da geometria enumerativa) pode ser encontrado nos
textos [16] e [4].

e d = 4: Tais superficies contém no maximo 64 retas. Neste caso, é importante
destacar que em 1882 Friedrich Schur exibiu (em [19]) uma superficie nao
singular de grau 4 que contém exatamente 64 retas, hoje denominada Qudr-
tica de Schur em sua homenagem. E somente em 1943, Beniamino Segre,
mostrou que tais superficies contém no méaximo 64 retas ([20]). Recente-
mente (2015), foi constatado um erro na abordagem utilizada por Segre em
[20], por Rams & Schiitt, segundo os quais, apos fazer a corregdo nas pre-
missas usadas por Segre, ele s6 poderia concluir que tais superficies contém
no maximo 72 retas ([14]). De fato (em [14]), os autores corrigem o erro
de Segre e além disso, mostram que uma superficie nao singular de grau 4,
definida por um polinémio com coeficientes num corpo K, com caracteristica
diferente de 2 e 3, ainda contém no maximo 64 retas.

e d > 5: Ainda é um problema em aberto.

Uma das formas de abordar essa questdo (no caso d = 5) é através do calculo de
cotas inferiores, ou seja, explicitar superficies nao singulares de grau d e contar as
retas que tais superficies contém.

Por exemplo, a superficie de Fermat zd + ¢ + 24 + 24 = 0 contém exatamente
3d? retas para todo d = 3. Logo o ntimero procurado é maior ou igual a 3d>.

As superficies de Fermat fazem parte de uma familia de superficies que podem ser
construidas a partir d pontos distintos na reta projetiva, e as descrevemos a seguir.

Superficies definidas a partir de d pontos distintos em P!. O leitor deve ter
percebido que ao considerarmos um polindémio homogéneo f no qual, por exemplo, s6
comparecem duas variaveis, ao escrevermos Z( f) podemos de fato querer determinar
os zeros de f em P'; ou em algum outro P" para n > 2. Por este motivo, no que
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segue do texto usaremos a notagdo Zpi(f) para indicar o célculo dos zeros de um
polinémio homogéneo f, no qual comparecem duas variaveis (ndo necessariamente,
7o e 71). E deixamos a notagao Z(f) para indicar os zeros em P? de polinomios
homogéneos em Clz,y, 2, t].

Construcdo de uma superficies a partir d pontos distintos em P!

A esséncia desta construgao repousa no seguinte fato: se C' for um subconjunto da
reta projetiva que consiste de d pontos distintos, entao existe ¢ € C[u, v] polinémio
homogéneo'® de grau d, cujo conjunto de zeros (ou rafzes) em P! é igual ao conjunto
C, ou seja, Zpi(¢p) = C. Por exemplo, se C = {[1 : &]}%_ sendo ¢ uma raiz
primitiva d-ésima da unidade, entdo Zp (u? —v?) = C.

A tais ¢ € Clu, v] faremos corresponder a superficie de grau d em P?

Sp = Z (d(z,y) — ¢(2,1)).

S, € ndo singular. Se d = 1, entdo Sy ¢ um plano em P3, logo nio singular'?.

Assuma que d = 2 e, suponha (por absurdo) que p = [ag : aq : By : 51] € um ponto
singular da superficie S,. Assim, ao considerar f = ¢(z,y) — ¢(2,t) € C[z,y, 2, 1]
tem-se que

aacf(p) = @quﬁ(ozo, al) = 07 ayf(p) = 6U¢(&07 al) = 07
azf(p) = 6u¢(507 61) = 07 @f(p) = 6U¢(ﬁ0,51) = 0.

Agora, segue da identidade de Euler 0,¢ - u + 0,0 - v = d - ¢ que ¢(ap, 1) = 0 e
®(Bo, 1) = 0. Portanto, como estamos assumindo que p = [ag : o : By : f1] € um
ponto singular da superficie S, entao alguma das coordenadas de p é nao nula, ou
seja, [ap : o] € C' = Zpi(¢) ou [fy : f1] € C = Zp1 (o).

Suponha que [ag : 1] € C = Zpi1(4). Assim, a menos de uma reordenagdo no
conjunto dos pontos em C', podemos escrever ¢ = L1-Lo--- Ly sendo Ly = aqju—agv
e L; = bju—a;v para i = 2,...,d. Assim, tendo em consideragao que Lq (g, 1) = 0,
concluimos que

(6) Ou(ap, 1) =0 =1Ly Ly(a, 1),
Oup(ao, 1) = 0= —agLso -+ La(ap, ay).

Como os pontos do conjunto C' sao distintos e Zp1(L;) = {p;}, com p; # p; para todo
i # j, segue que Lo--- Lg(ag,aq) # 0 (visto que p; = [ag @ aq]). Assim, segue de
(6) que oy = 0 = 1 (0 que é um absurdo). Analogamente, chegamos num absurdo
ao supor que [fy : f1] € C = Zpi(¢). Portanto, Sy ndo possui pontos singulares.

Esquema da contagem das retas na superficie S;. Para calcularmos

Y

Ny = ‘{ retas contidas em S¢}

18Note que tais polinomios sdo unicamente determinados a menos de um multiplo escalar nio
nulo. Ou seja, Zpi(¢) = Zp1(¢p1) <= ¢ = A1, com A € C nao nulo.
1986 ¢ = 1 entdo ¢ = biu—ayv € Clu,v] com p; = [a1 : b1] € Pt e Sy = Z(b1x— a1y —biz +ast).
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considere a seguinte partigao do conjunto das retas contidas na superficie Sy.

(7) {elees)={cjenr+aJ{c|tnr-2}

n'g

Ly c

o
sendo L = Z(z,t) < P3.

A seguir, assuma que Zpi(¢) = {[ai : bi]}j_l e considere os pontos pi,..., pq €
A1y, qq em P? dados por p; =[a; :0;: 0: 0l e q; =[0:0:a;: b;].
Pontos chave para determinar n.
Denotemos por ¢; ; a reta que passa pelos pontos p; e q;.
(i) A reta ¢, ; esta contida na superficie S, para todo 1, j.
(ii) £, = {zm li,je {1,...,d}}. Logo, |Ly| = d2.
(iif) |£,| = d|Tol, sendo €' = Za(¢) e To = {T e Aut(P) | T(C) = c}.

Portanto,
Ng = d2 + d|Fc|

Linhas para demonstrar que ny, = d*> + d|T'¢|.. A seguir demonstraremos as
afirmacoes (i) e (i) que fazem parte do esquema de contagem das retas na superficie
Sy. Entretanto, para o item (iii) s6 faremos um esbogo com as principais ideias que
sao usadas para chegar nesse resultado. Para mais detalhes, consultar a dissertagao
[22].
Considere Sy, = Z(¢(x,y) — ¢(2,t)) ndo singular de grau d tal que Zpi(¢) =
d
{[ai : bl]} . Seja £;; < P? a reta determinada por p; = [a; : b; : 0 : 0] e
i=1
=10:0:a;:b;], comi,je{l,.. d}.

j
s
Se p e l;;, entdo p = [upa; : upb; : uya; : u1b;] com g, uy € C nao ambos nulos.
Assim, se [ = ¢(x,y) — ¢(z,t), tem-se que
d

F(0) = uld(as, b)) — uldla;,b;) = 0, pois Ze(d) = {[ai : bi]}‘ —pes,

£¢:= {ECS¢‘€mL¢@}={€',' 7

Observe que p; € 4; j N L, logo ¢; j € L, (visto que {; ; € S,). A outra inclusao é
consequéncia da Proposi¢ao que mostraremos a seguir.

,d}}. Logo, |Ly] = d>.

Proposicao 4.1. Sejam L = Z(z,t) e M = Z(x,y) retas em P>. Se { é uma reta
contida na superficie S, com d = 2, entao

(nM+#g < (nL#.

Demonstracao. Considere f = ¢(x,y) —¢(2,t) de grau d = 2 tal que Sy = Z(f) <
P3. A seguir mostraremos a implicacao direta, sendo a reciproca analoga.

'ﬁ?‘ RMU @~ sBm
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Assuma que ¢ = P(W). Como M nao estd contida em S, e £ n M # &, entdo
{ n M = {|[wy]} para algum wy € W. A seguir, escolha v € C* tal que {wy, v}
seja uma base de W. Note que podemos escrever de forma tnica v = vi, + vy, com
[VM] eMe [VL] e L.
Suponha que {wy, vy} € LI Assim, wy = (0,0, 3) e vy = (0,0,7,6) com ad —
v8 # 0. A seguir, considere T' € Aut(C?) dada por T(x,y) = (az + vy, Bz + dy).
Agora, como { < S, e todo ponto da reta ¢ é da forma [ugwy + ui (v, + va)] com
u = [ug : ui] € P!, temos que:

flugwy +ur (v, +viu)) = 0 <= u1%0(ve) = ¢(uowy + uivi)
= u%¢(vr) = ¢(T (ug, u1))
— May — fz)%o(vi) = ¢(z,y)
com A = (ad —vB) % e (x,y) = T(ug,u1).

Analisando a tltima igualdade chegamos a um absurdo. De fato, se ¢(vy,) = 0
entdao ¢ = 0, do contrario temos que ¢ nao ¢ livre de quadrados (o que nao ocorre
pois Sy é ndo singular de grau d > 2).

Portanto, {wy, v} € L.D., logo viy = Awyy, para algum A # 0. Agora, tendo em
consideracao que {wy;, v = vi, + vy} é base de W, concluimos que vy, é nao nulo.
Note que v, = v — Awy € W é ndo nulo, logo determina o ponto [vp] €l L. =

Corolario 4.1. Se (¢ for uma reta contida na superficie Sy tal que (L # &, entdao
0 =V, para algum i,j € {1,...,d}.

Demonstracao. Como a reta L nao estd contida na superficie Sy, entao L # /.
Assim, ¢ n L consiste de um tunico ponto p = [a : b : 0 : 0] com a e b complexos
nao ambos nulos. Entretanto, a condi¢do ¢ < S, nos leva a conclusao ¢(a,b) = 0.
Assim, p = p; para algum 1.

Por outro lado, a Proposicao 4.1 implica em £ " M # . Como a reta M também
ndo esta contida em Sy, o raciocinio anterior nos permite concluir que £ n M = {q;}
para algum j. Portanto, ¢ = /; ; (ou seja, ¢ é determinada pelos pontos p; e ¢;). =

Corolario 4.2. Com as notagoes em (7). Tem-se que |Ly| = d* e ng = d* +|L}|.

L] = d|l¢c|, sendo C' = Zpi(9) e
T = {T e Aut(PY) | T(C) = c}.

A ideia chave para demonstrar a Afirmagao 3 ¢ associar a cada reta £ € £, a um
automorfismo em I'c, como faremos a seguir.

Proposicao 4.2. Se ( € L', entio { induz um automorfismo T, € I'c, no qual
C - Z[pl (¢)

Demonstragao. Sendo ¢ uma reta em P3, existem f; e f, homogéneos de grau
1 e LI tais que £ = Z(f1,f2). Se fi = a;x + by + ¢;iz + dit, entdo £ N L =
Z(f1, fo,2,t) = Z(a1x + by, asx + bay, z,t). Agora, a condicao ¢ n L = & assegura
que o sistema a1z + by = 0,asx + byy = 0, possui solugao tnica r = y = 0,
e portanto ai1bs — asb; # 0. Assim, podemos escolher para ¢ equacoes da forma:
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r=az+pt e y=rvz+dt com a,B,ve dem C. Além disso, a condicao
¢ n M = & (Proposicao 4.1) nos garante que ad — 5y # 0.

Assim, obtemos T, € Aut(P') dada por [z : t] — [az + 8t : vz + 6t]. Observe que
[ac + Bd : yc+ dc : ¢ : d] € £ para todo [c : d] € P'. Entretanto, se considerarmos
[c : d] € Zpi1(¢) (neste caso ¢(c,d) = 0) concluimos que ¢(ac + Bd,ve + dc) = 0,
pois ¢ = Sy. Portanto, Ty([c : d]) € Zp(¢). Finalmente, como T, ¢ uma bijecao e
| Zp1(¢)| = d, o resultado segue. n

Proposigao 4.3. Nolagoes como na Proposi¢io 4.2. A fungao Q : L, — I'c dada
por [ — T, ¢ sobrejetora e |[QQ7(T)| = d para todo T € T¢.

Demonstragao. Considere T € T'c dado por T([z : t]) = [az + Bt : vz + dt].
O primeiro passo ¢ associar ao automorfismo T a superficie quadrica
Qr = Z(x(yz + 6t) — y(az + Bt)) < P°.

A seguir, citamos (sem demonstrar) os fatos essenciais que relacionam a superficie
quadrica ()7 com a contagem das retas na superficie S,.

Fato 1: | Q1 € uma superficie quddrica nao singular.?°

Sabe-se que toda superficie quadrica nao singular em P? possui exatamente duas
familias de retas (p. 66 e 67 em [1]|, p. 406 em [7]). No caso da superficie quadrica
QT essas familias sao dadas por:

Familia £: Para cada y = [c: d] € P!, L, ¢ definida pelas equagoes:
(8) (ve+o0d)x — (ac+ fd)y =0 e dz—ct=0.
Familia M: Para cada x = [a : b] € P!, M, ¢é definida pelas equagoes:
(9) ar = blaz + ft) e ay = b(yz + dt).

Note que Mg = L = Z(2,t) e Mg = M = Z(z,y).

Seja L a familia de retas em (8). Temos que:

(i) Ly n M # & para todo y € PL.

ii) L, € S, se, e somente se, y € Zpi(¢p). Assim, existem d retas (distintas) da
y ¢
familia L contidas em Qr NSy (visto que Ly € Ly).

Ezistem exatamente d retas da familia M (em (9)) contidas em Qr NSy €

tais retas pertencem a Q(T).

Sejam Lo, ..., Lq—1 e My, ..., My_1 as tnicas retas da familia L e M, res-

pectivamente, contidas em Sy N Qr. Entao
S¢ﬁQT:LoU"'ULd_luMOU--'UMd_l.
Observe que o Fato 3 nos garante que Q ¢ sobrejetora e |Q71(T)| > d.

20Note que o sistema 0,Qr = vz + 6t = 0, 0,Qr = —(az+ ft) =0, 0,Qr = vz —ay =0,
0:QT = dx — By = 0, s6 admite a solugdo trivial x =y = 2z = ¢ = 0, pois ad — By # 0.
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Se { € Q71(T) entao Ty, = T, e a partir de (i) na Proposi¢ao 3.2 concluimos que
Qr, = Q1, que implica em ¢ < Q1 N Sy com £ € L. Como {My, ..., My 1} sao as
linicas retas que pertencem a Lip e estao contidas em Q1 N Sy, a partir do Fato 4
concluimos que ¢ € {My, ..., My 1}. .

Corolario 4.3. Verifica-se que |Ly| = d|T'c| com C = Zp1 ().

Demonstragdo. A sobrejetividade de Q nos garante que £/, = | J Q !(T), sendo
Tel'c

esta unido disjunta (e finita), conclui-se que |Lj| = T; |QHT)| =d|T¢|. n
C

Sobre a estimativa do valor maximo de n,. Tendo em consideracao que ng =
d? 4+ d|T¢], segue-se que o valor méximo de n, depende da ordem do subgrupo I'c,
ou de forma mais explicita, das escolhas de d pontos distintos em P*.

Sobre o valor maximo de |T'¢|. Lembre que |C| = d = 3. De acordo com a paridade
de d, temos:

e d impar: A Proposi¢ao 3.1 nos garante que: |I'c| < d se I'¢ for ciclico, caso
contrario I'c = D, com k < d. Portanto, para d impar o valor maximo
de [Cc| é 2d (basta escolher C' = {[1 : &]}{_,, sendo & uma raiz primitiva
d-ésima da unidade).

e d par: Segue da Proposicao 3.1 e do Teorema de Classificagao de Klein que
o valor maximo de |['¢| pertence ao conjunto {2d, 12,24, 60}.

Assim, para d = 30 o valor maximo de |[['¢| é 2d.

Agora, vamos analisar o caso d par, para 4 < d < 28.

Note que, o Teorema de Classificagao de Klein (TCK) nos garante que
I'c = G com G € {Dy, Ay, Sy, As}?'. Neste caso, segue de (4) e (5) que:

]GHd:anl—i—ﬁng—i—vng—i—ﬂGH
Dy || d=ak+ Bk +~2+ 62k
(10) Ay || d=0ab+ p4+~v4+ 612
Sy || d=al2+ 8+ ~6+ 624
As || d =a30 + 520 + v12 + 660

com «, 3,7 € {0,1} e § = 0 inteiro.
Se considerarmos somente o grupo diedral de ordem méxima, ao qual I'¢
pode ser isomorfo, segue do item (ii) na Proposicao 3.1 e da tabela em (10)

que:
| 4<d<28par |[TI¢ pode ser isomorfo a | ordem maxima de I'¢ |

d=4 A47 D, 12

de {6,8} Dd, A4, Sy 24

(11) d=10 Dro, A 20

d=12 Dra, As, Sa, Az 60

d#20 14 <d <28 Da. Ay, S, 2

d =20 Dyg, As 60

21 Ao procurarmos o valor maximo de |I'¢|, descartamos o caso em que T'¢ € ciclico.
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Por simplicidade, no que segue do texto usaremos a notagio: o = [0 : 1]
ea=|l:a] comaceC.

d =4 A partir de (11) temos que I'c = Dy ou I'c = A,. Se escolhermos
C = {0,1,w,w?}, sendo w raiz cibica primitiva da unidade. Tem-se que
[u: v] — |wu : v] é um elemento de ordem 3 de I'¢, logo I'c = Ay e a
ordem maxima é 12.

Para os outros valores de d, nos remetemos a citar a escolha do conjunto
C tal que |I'¢| atinge o valor maximo listado em (11).
d =6 Considere C' = {0,0, 1,7, —1,—i} sendo i € C raiz quarta primitiva da
unidade.
d =8 Considere C' = {k,ik, —k, —ir, k' ik~ —k™1, —ix™1}, sendo k € C
uma raiz da equagao z2 — (i + 1)x — i = 0.
d =10 Considere C' sendo o conjunto das raizes 10-ésimas da unidade.
d = 12 Seja w raiz quinta primitiva da unidade, 8§ = w? + w? e considere

C ={0,0,0, 0w, 0w*, 0% 0w, -0, 07w, -0 w?, —07 w3, —0~ W),

d # 20,14 < d < 28 par. Considere C' sendo o conjunto das raizes d-ésimas
da unidade.

d =20 Veja [22].

Assim, se Ny = n, com ¢ de grau d escolhido de modo que |I'¢| tenha a maior
ordem possivel, entao tem-se que:

{ Ny =3d?, sed¢ {4,6,8,12,20},

(12) N, = 64, N = 180, Ny — 256, Nj» — 864 ¢ Nyg = 1600.
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