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PADROES ESPECIAIS DE DISTRIBUICAO DOS NUMEROS
PRIMOS: O n—QUADRADO ZETA

JORGE A. J. AVILA, ELIELSOM D. MOREIRA, BIANCA F. GUIMARAES

REsUMO. A busca por padroes de niimeros primos, isto é, saber como os niimeros
primos estao distribuidos entre os ntimeros naturais, sempre foi e sera uns dos de-
safios mais fascinantes da matematica. Este trabalho apresenta um novo arranjo
dos niameros naturais, sobre um quadrado, para identificar padroes especiais de
distribui¢cdo dos ntimeros primos. Por ter caracteristicas especificas é chamado de
n—quadrado Zeta. Nele, é possivel encontrar sequéncias “longas” de niimeros pri-
mos (caminhos). Foram estudados dois tipos de caminhos: diagonal e vertical, e
modelados por polinomios de 22 grau. Uma atencdo especial foi dada ao caminho
vertical V1 por possuir grande quantidade de ntmeros primos. Surpreendente-
mente, o polinémio wvy1, 0 qual modela o caminho vertical V,;, resultou ser uma
translacdo do polindmio de Euler. Finalmente, fizemos uma comparacao do perfil
do polinémio de Euler, tanto na espiral de Ulam, quanto no n—quadrado Zeta.

1. INTRODUCAO

A seguir, apresentamos alguns resultados preliminares.

Defini¢ao 1.1 (Ndimero Primo). Seja p € N, p > 1. Dizemos que p ¢ um nimero
primo se ele tem como tnicos divisores positivos o 1 e ele mesmo.

Conjunto dos Niumeros Primos: P ={2,3,5,7,11,13,17,19,23,...}

Teorema 1.1. A série Harmoénica generalizada

oo

1 1 1
(1) — = 1—|———|———|— reR
n:1n$ 3x

€ convergente se x > 1 e divergente se v < 1.

Data de aceitagao: 2 de maio de 2022.
Palavras chave. Numeros Primos, n—quadrado Zeta, Espiral de Ulam, Polinémio de Euler,
Polinoémio w47 .
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Defini¢ao 1.2 (Igualdade Assintotica). Sejam f e g funcoes reais de variavel real.
2) f@) ~ gle) < lim f(z)/glx) = 1
onde, f(z) ~ g

Defini¢ao 1.3 (“grande O”). Sejam f e g funcoes reais de variavel real. f(z) é
“grande O” de h(x), denotamos por f(xz) = O(h(z)), se 3C > 0 e um z; € R tal que
[f(@)] < Clh(z)], Vo= o

Defini¢ao 1.4 (Funcao Geradora de Numeros Primos). Dizemos que f: Z — Z é
uma func¢do geradora de nimeros primos se f(n) € P, para algum n € Z.

x) lé-se: f(x) é assintoticamente igual a g(z).

11
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Definig¢ao 1.5 (Fungao Contagem de Primos).
m(r) = #{peP:p<a}, >0
onde, # denota o cardinal de um conjunto.

Na Figura 1 apresentamos o grafico de 7(z).

FIGURA 1. Gréfico da funcao 7 (z).
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Fonte: Os autores (2022).

Defini¢ao 1.6 (Quantidade de Numeros Primos de uma Funcao f até n).
(3) wi(n) = #{pelP: f(k)=p, 0<k<n}

Em Teoria dos niimeros, um dos conceitos essenciais para alavancar a matematica
sao os numeros primos. Eles sao os responséaveis por muitos problemas em aberto,
ou nao resolvidos, nas diferentes areas da matemaética.

1.1. Breve Histéria dos Nimeros Primos.

o Buclides de Alezandria (Alexandria, 330 - 277 a.C.).

Teorema 1.2 (Teorema de Euclides). O conjunto dos nimeros primos é infinito.
Demonstra¢ao. Uma prova é encontrada nos Elementos (Livro IX, Proposigao 20).

o PBratostenes de Cirene (Cirene, 276 - Alexandria, 194 a.C.). Obteve os niimeros
primos até um valor de n usando tabelas que continham alguns niimeros naturais.
O processo consistia em eliminar multiplos de niimeros: primeiro do 2, depois do
3, e assim sucessivamente. Os primos eram aqueles ntimeros que restaram apos a
eliminacao. Essa tabela ficou conhecida como “Crivo de Eratostenes”.
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o Pierre de Fermat (Franga, 1601 - 1665).
Defini¢ao 1.7 (Primos de Fermat).
F,=2"+1€P, neN
Observacao 1.
(a) Os quatro primeiros primos de Fermat sao:
Fy=3, F =5 FK=17 F;5=257 F,=065.537
(b) Em 1732, foi provado que Fj é composto:
F5 = 9% 41 = 4.294.967.297 = 641 x 6.700.417
o Marin Mersenne (Franga, 1588 - 1648).
Defini¢ao 1.8 (Primos de Mersenne).
M,=2—1€P, peP
Observacao 2.
(a) Os cinco primeiros primos de Mersenne sao:
My=3, My=7, Ms=31, M, =127, My =8.191
(b) O maior primo de Mersenne até 03/03/2022 é: o 51° primo de Mersenne:
Mo 550,033 = 252589933 _ 1

com 24.862.048 digitos. (21 de dezembro de 2018, GIMPS).
(¢) A Infinitude dos primos de Mersenne é um problema em aberto.

o Leonhard Paul Fuler (Sui¢a, 1707 - Russia, 1783). Em 1732, provou que Fj5 é
um nimero composto, e em 1737, apresentou uma féormula que relaciona os ntimeros
primos com a série Harmonica generalizada.

Teorema 1.3 (Formula do Produto de Euler).

oo 1 1
ne IIl—p_l’

n=1 peP

o Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (Alemanha, 1805 - 1859). O teorema de
Dirichlet, sobre Progressao Aritmética (PA), conjeturado por Adrien-Marie Legendre
(Franga, 1752 - 1833), foi provado por Dirichlet em 1837.

Teorema 1.4 (Teorema de Dirichlet). Sejam a,b inteiros positivos. Se a e b sao
coprimos, entao exristem infinitos numeros primos da forma a + nb, onde n é um
mnteiro positivo.

O teorema de Dirichlet pode expressar-se, também, da seguinte forma:
(a) Sejam a, b inteiros positivos. Se a e b sdo coprimos, entao existem infinitos
nimeros primos p tal que p =a mod b.

(b) Sejam a, b inteiros positivos. Se a e b sdo coprimos, entdao a PA: a+nb possui
infinitos nimeros primos.
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(c) Sejam a,b inteiros positivos. Se a e b sdo coprimos, entdao o conjunto dos

nameros primos p, com p = a mod b, tem densidade de Dirichlet 1/¢(b).

No item (c¢), ¢ é a funcdo totiente de Euler, e essa formulagao é as vezes
conhecida como: “O teorema da densidade de Dirichlet”. A densidade de
Dirichlet ou analitica de um conjunto S é definida pelo limite

lim (Z(pr)/ Z(l/p“’”)>

peES pEP

e a densidade natural de um conjunto S é definida pelo limite

. #{p<Lzx: pePepesS}
lim
o0 H#{p<az: peP}

O seguinte resultado relaciona estas duas densidades: “Se S tem densidade
natural k, entdo a densidade analitica existe e é igual a k”, (veja [15], pg.
76). Segundo [17], o teorema da densidade de Dirichlet, apresenta um padrao
bastante intuitivo. Por exemplo, ao classificarmos os nimeros primos de 1
até 100 de acordo com seu iltimo digito, nao par maior que 2, teremos os
seguintes grupos de primos:

1]11,21,31,41,61,71 515
212 7| 7,17,37,47,67,97
313,13,23,43,53,73,83 9| 19,29,59,79,89

Os grupos que terminam em 1,3,7 e 9 tém, aproximadamente, a mesma
quantidade de primos. Nesse sentido, podemos pensar que a quantidade de
primos, em cada grupo, poderia ser infinita, se considerarmos uma quanti-
dade infinita de nimeros. Na verdade, esses grupos de primos sao subcon-
juntos das classes residuais [1],[3], [7] e [9] modulo 10, respectivamente. Por
outro lado, os nimeros naturais menores e coprimos de 10 sao: 1,3,7 e 9,
e a quantidade deles ¢ determinada por ¢(10) = 4. Agora, para z = 100,
considere o seguinte quociente:

<x:
#{p\x pEPepE[l]} _ £20’24%1:L

#{p<r: peP} 25 4 (10)

Procedendo de forma analoga, o quociente 1/¢(10) se repete nos outros trés
grupos de primos. Se x tende-se ao infinito, (4) seria a densidade natural do
conjunto [1] com valor 1/¢(10). No limite, o denominador ¢ infinito (Teorema
1.2). Assim, o numerador (a quantidade de primos do grupo que termina
em 1) é infinito. Note que a densidade analitica de [1] também é 1/¢(10).
Portanto, esse resultado representa o teorema da densidade de Dirichlet, para
o caso b = 10.

A prova analitica do teorema de Dirichlet, utilizada pelo mesmo, baseou-se na sua
propria teoria de carateres e L—fungdes, [15].
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Ainda que, os nlimeros primos possuam uma definicio bem simples, o grande
problema é sua distribuicao dentre os ntimeros naturais.

1.2. Teorema do Niumero Primo (TNP). Com a finalidade de encontrar resul-
tados que determinem o comportamento dos niimeros primos dentre o conjunto dos
niimeros naturais, o comportamento assintotico da quantidade de nimeros primos
despertou interesse na comunidade matematica. Uma formulagao assintotica para
a quantidade dos ntmeros primos é conhecida como Teorema do Nimero Primo
(TNP). A seguir descreveremos, brevemente, alguns fatos historicos do TNP.

o Carl Friedrich Gauss (Alemanha, 1777 - 1855). Entre os 15 e 16 anos de idade,
Gauss conjeturou a primeira versao do TNP.

Conjetura 1.1 (TNP, 1792/1793).
(5) m(z) ~ x/lnz

Em 1849, Gauss escreveu uma carta a seu amigo, o astréonomo Johann Encke, onde
explica a segunda versao de seu TNP. Ele utiliza a funcao Integral Logaritmica,
definida por Li(z) := [, 4L = li(x) — 1i(2), onde li(z) := [ &

— J2 Int — JO Int’

Conjetura 1.2 (TNP, 1849).
(6) m(z) ~ Li(z)

Na Figura 2 apresentamos o grafico das funcoes: % e %, 1 <z < 10'% com
o dominio em escala logaritmica. Note que o limite, quando x tende ao infinito de
ambas funcoes, ¢ 1. Confirmando que, nesse intervalo, as conjeturas de Gauss sao

verdadeiras.

F1GURA 2. Confirmacao computacional das conjeturas de Gauss.

12
1.0

|

0.6 ﬂ(m)

04 z/In(x)
02 () —
Li(z)

10 103 108 109 1012

Fonte: Os autores (2022).

o Adrien-Marie Legendre (Franga, 1752 - 1833).
Conjetura 1.3 (TNP, 1798).
(7) n(z) ~ z/(Alnz— B)

Em 1808, Legendre, apresentou os valores A =1 e B = 1,08366 para sua conjetura.
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o Pafnuti Tchebychev (Russia, 1821 - 1894). Tchebychev propus B = 1 na conje-
tura de Legendre. Apresentou uma prova do seguinte teorema como uma tentativa
de se aproximar a demonstracao do TNP.

Teorema 1.5 (Tchebychev, 1852).
(8) 0,92129 < 7(x)/(x/In(z)) < 1,10555

o Jacques Hadamard (Franga, 1865 - 1968) e Charles-Jean de La Vallée Poussin
(Bélgica, 1866 - 1962). Eles, independentemente, demonstraram o TNP em 1896.

Teorema 1.6 (TNP, 1896).
(9) lim 7(z)/(z/In(x)) = 1

T—r00

Outra forma de se obter relacoes assintéticas para a quantidade de niimeros primos
¢ através da Fungao Riemann de Contagem de Primos.

Defini¢ao 1.9 (Fung¢ao Riemann de Contagem de Primos). Seja p a funcdo de
Mobius.

(10) Ri(z) = Z“(”)n(xl/")

n

n=1

Riemann, também, estudou a aproximagao assintotica de m(z). Conjeturou que
(11) n(z) ~ Ri(z) - Ri(z")
p

onde, p sao os zeros nao triviais da funcao Zeta de Riemann. Por outro lado, existe
uma férmula mais tratavel, em questao de calculos numéricos, para trabalhar no
lugar da funcao de Riemann. Em 1893, Jgrgen Gram, apresentou a série:

(12) Glz) = 1+;m(lnx)k ~ Ri(z)

Encontrar padroes, nos niimeros primos, que descrevam seu comportamento tem
sido tema de pesquisa e assunto de problemas em aberto.

1.3. Problemas em Aberto em Teoria dos Nimeros. Descreveremos trés pro-

blemas em aberto da Teoria dos Numeros: A Hipotese de Riemann, a Conjetura de
Erdés sobre PA e a Conjetura de Goldbach.

1.3.1. A Hipotese de Riemann (HR). Foi proposta pelo matematico alemao Ber-
nhard Riemann (1826 - 1866) em 1859. No 2° Congresso Internacional de Matema-
ticos (Paris, 1900) David Hilbert propos 23 problemas de matemética. Sendo o 8°,
“A hipotese de Riemann e a Conjetura de Goldbach”. O Instituto Clay de Mate-
matica fundado em Oxford (Reino Unido, 1998) promove o programa: “Problemas
do Prémio Millenium”, que no ano 2000 lancou os 7 problemas do milénio. Sendo o
4°, “A hipoétese de Riemann”. Quem resolva qualquer um desses problemas recebe o
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prémio de um milhao de ddlares.

A convergéncia da série Harmonica generalizada, (1), é a base para a definigao da
funcao Zeta de Riemann.

Defini¢ao 1.10 (Fungao Zeta de Riemann). A fungao ¢ : {s € C: Re(s) > 1} — C
é definida por

o0

(13) s) = 3

ns
n=1

Observagao 3. A funcdo Zeta, definida no semiplano Re(s) > 1, estende-se por
Continuacao Analitica para todo o plano complexo e, cuja tnica singularidade é o
polo simples s = 1. De aqui em diante, consideraremos a funcao Zeta de Riemann
definida em todo o plano complexo, exceto em s = 1.

Conjetura 1.4 (Hipotese de Riemann, 1859). Todos 0s zeros nao-triviais da fun¢ao
Zeta de Riemann estao na linha critica Re(s) = 1/2.

Na Figura 3 apresentamos o dominio da funcao Zeta de Riemann.

FIGURA 3. Dominio da func¢do Zeta de Riemann: C — {1}.
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Fonte: Os autores (2022).

o SE A HR FOSSE VERDADEIRA. Existem muitos resultados supondo que a HR
fosse verdadeira. Consideraremos duas aplicagoes:

(a) Estimativas de erro. No TNP, a melhor estimativa do erro foi sob a HR: Se
a HR ¢ verdadeira, entao

(14) m(x) — Li(z) = O(Vzlnx)
(b) Distancia entre primos. Em 1919, Harald Cramér, provou o seguinte resul-
tado: Seja p, o n—ésimo primo. Se a HR é verdadeira, entao

Pnt1 — Pn = O(\/p_nlnpn)

o A HIPOTESE DE RIEMANN GENERALIZADA (HRG). A generalizacao da
HR envolve as L—func¢oes de Dirichlet L(s, x), associados com o carater de Dirichlet
primitivo y, modulo ¢ > 1, [2].

Conjetura 1.5 (Hipotese de Riemann Generalizada). Todos os zeros ndao-triviais
da fun¢ao L(s,x) estao na linha critica Re(s) = 1/2.

4
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Observacao 4. Da mesma forma que se obtém resultados assumindo que a HR
é verdadeira, também ocorre com a HRG, obtendo-se resultados importantes na
Teoria analitica dos niimeros.

o VERIFICAGAO COMPUTACIONAL DA HR. Na Tabela 1, mostramos a quanti-
dade de zeros da funcao Zeta de Riemann que se encontram na linha critica.

TABELA 1. Os n—primeiros zeros nao triviais da funcao Zeta de Riemann.

Ano | n— primeiros zeros | Autor

1903 15 | J. P. Gram

1956 25 x 103 | D. H. Lehmer

2003 25 x 1010 | S. Wedeniwski

2004 10'3 | Xavier Gourdon
Fonte: [5].

1.3.2. A Congetura de Erdos sobre PA. Esta conjetura foi enunciada entre os anos
1940 e proximo aos anos 1955, [16]. O matematico hingaro Paul Erdds (1913 - 1996)
escreveu em 1996 (publicado postumamente em 1997) que aumentou o prémio de
$3.000 para $5.000 pela prova ou refutacao dessa conjetura.

Conjetura 1.6 (Erdss sobre PA). Seja A = {ay,as,...,a,,...} CZT, a; < a1, Vi.
Se Y eal/an =00, entao A contém PA arbitrariamente longas.

A conjetura de Erdds ([6], |7] e [16]) implica dois grandes teoremas: de Szemerédi,
[16], e de Green-Tao, [7].

Teorema 1.7 (Szemerédi, 1972). Qualquer subconjunto dos nimeros naturais de
densidade superior positiva contém PA arbitrariamente longas.

Endre Szemerédi recebeu $1.000, de Paul Erdés, pela prova desse teorema.

Teorema 1.8 (Green-Tao, 2008). O conjunto dos nimeros primos contém infinitas
PA de comprimento k para todo k.

O teorema de Green-Tao pode, também, expressar-se do seguintes modo:
Vk € Zt, 3a,b€Z, b#0;, {a+nb})i)CP

Por exemplo, para k =3: {3+ 2n}izo = {3,5,7} é uma PA de 3 ntimeros primos.
Por outro lado, para alguns valores de k podem existir varias PA de tamanho k
(denotadas por k—PA). Na Tabela 2, apresentamos algumas das k—PA Minimal.

TABELA 2. Algumas k—PA Minimal (sendo minimizado o altimo termo).

k | Primos paran=0até k—1 | k Primos paran =0 até k — 1
3 3+2n |15 115453391 + 4144140n
5 5+6n |20 | 214861583621 4 18846497670n
10 199 4+ 210n | 21 | 5749146449311 4 260048688901

Fonte: [13].

Observagao 5. Pelo TNP, temos que lim, .., 7(x)/x = 0, ou seja, os nimeros
primos tem densidade natural nula. Desse modo o teorema de Szemerédi nao poderia
implicar o teorema de Green-Tao.
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1.3.3. A Conjetura de Goldbach. Em 1742, o matemético alemao Christian Gold-
bach (1690 - 1764) escreveu uma carta para Euler, onde explicava suas duas conjetu-
ras: a “forte ou binaria” e a “fraca ou ternaria”. A conjetura de Goldbach, a forte, é,
sem duvida, um dos problemas mais antigos que tem fascinado e inspirado a muitos
matematicos. No 2° Congresso Internacional de Matematicos (Paris, 1990), Hilbert
propos 23 problemas, sendo a conjetura de Goldbach parte do 8° problema, [18].

Conjetura 1.7 (Forte ou binéria, Goldbach, 1742). Todo nimero par maior que 2
pode ser expressado como a soma de dois numeros primos

Exemplos desta conjetura: 4 =242, 6=343, 8=5+3el1l0=7+3=5+05.
Observacao 6.

(a) Olivier Ramaré (Franga, 1965) provou em 1995 que: “Todo nimero par n > 2
é a soma de no maximo seis primos”.

(b) Tomas Oliveira e Silva (Portugal) verificou em 2012 que a conjetura é valida
para: 2 <n <4 x 108,

(¢) O matemético australo-americano Terence Tao (Australia, 1975) provou em
2012 que: “Todo niimero impar n > 1 é a soma de no maximo cinco primos”.

Maiores informagoes da conjetura forte pode ser encontrada em [8].

Conjetura 1.8 (Fraca ou ternaria, 1742). Todo nimero impar maior que 5 pode
ser expressado como a soma de trés niumeros primos

Exemplos: 7=3+ 2+ 2, =34+3+3=5+2+2¢ell=7+24+2=5+3+3.
Observacao 7.

(a) Em 2013, o mateméatico Harald Andrés Helfgott (Peru, 1977) submeteu o
artigo: “The ternary Goldbach conjecture is true”. Até o momento é o tinico
artigo que prova que a conjetura fraca de Goldbach é verdadeira, [9].

(b) Em 2013, H. Helfgott e D. Platt verificaram que a conjetura é vélida para:
5 < n <8875 x 10%.

(c) Algumas Teorias abordadas para esta conjetura sao: Método do circulo (Se-
ries de Fourier, Transformada de Fourier, Transformada de Laplace).

Sabe-se até o presente momento que nao existe nenhuma formula que descreva
todos os ntmeros primos, para todo n natural. O Teorema de Wilson (atribuido
a Jhon Wilson em 1770, onde, ainda, era uma conjetura) nos fornece as condigoes
necessaria e suficiente para que um nimero seja primo. A condicao suficiente: “Seja
n > 1 um inteiro. Se (n—1)! = —1 mod n, entdo n é primo” nos propicia um Teste
de Primalidade, mas infelizmente nao é eficiente a medida que n cresce. Porém, indo
em uma diregao menos abrangente é possivel encontrar certos “Padroes especiais de
distribuicdo dos nidmeros primos”. E importante para a teoria matematica saber se
esses padroes especiais descrevem, ou nao, infinitos niimeros primos, e qual é sua
densidade. Encontramos, pelo menos, duas formas de padroes especiais: (a) Forma
Analitica: consiste em encontrar diretamente funcoes geradoras de niimeros primos
(pode ser explicitamente ou através de problemas de existéncia). (b) Forma Geo-
mélrica: consiste em usar arranjos dos niimeros naturais sobre geometrias planas,
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com a finalidade de identificar padroes especiais de distribui¢ao dos niimeros primos;
identificado o padrao, procede-se a obtencao da funcao geradora de ntimeros primos.

1.4. Padroes Especiais de Nimeros Primos.

1.4.1. Com relacao a forma analitica. Citaremos alguns exemplos:

o FUNGAO EXPONENCIAL. Os primos de Mersenne M, = 2P —1, onde p é primo,
representam uma funcao exponencial, na variavel p, geradora de niimero primos.

o FUNGAO POLINOMIAL DE 1° GRAU. A PA a + nb, onde mdc(a,b) = 1, é uma
funcao polinomial, na variavel n, geradora de niimeros primos. Devido ao Teorema
de Dirichlet, essa funcao possui infinitos niimeros primos.

o FUNCAO POLINOMIAL DE 2° GRAU. O polindomio de Euler n? —n + 41, onde
n=1,2,3,... ¢ uma fungao geradora de nameros primos, [11].

Observacao 8.
(a) Polinémios nao geram, totalmente, nimeros primos.

Teorema 1.9 (Goldbach, 1752). Seja f(x) um polinémio de n—ésimo grau
com coeficientes inteiros. Se f(k) € P, Vk € Z§, entio f(x) é constante.
Prova. Para k = 0, é evidente. Seja ko > 0 e f(ko) =p, p € P.

ap =ap mod p

aiko = a1(ko +tp) mod p

anky = an(ko +tp)” mod p

(15) f(ko) = f(ko +tp) mod p

De (15), temos que p | f(ko + tp) — f(ko),Vt € Z. Como p | f(ko), entdo p | f(ko + tp). Logo,
f(ko +tp) = 1 ou f(ko + tp) = p. Assim, Vt € Z, f(ko + tp) = p, pois f(ko + tp) é primo por
hipétese. Agora, definamos a fungdo: g(k) = f(k) — p,Vk € ZT. Note que, Vt € Z, ko + tp sdo
zeros da funcdo g(k). Logo, g(k) = 0,Vk € Z*. Portanto, f(k) = p,Vk € Z™.
(b) Infinitude dos Nimeros Primos.
o Func¢ao polinomial de 2° grau. A infinitude dos niimeros primos gerados
por polinomios de 22 grau é um problema em aberto.

Conjetura 1.9 (Conjetura F de Hardy-Littlewood, 1922). Sejam a,b,c €
Z,a > 0, mde(a,b,c) = 1, A = b* — 4ac nao é um quadrado e, a + b e
¢ nao sao ambos pares. Entao, existem infinitos nimeros primos da forma
f(n) =an®+bn + c. Além disso,

(16) mi(n) ~ Cevin/(Valn)

onde,
P 1 A
@ o= (G055 0)
s w1 g p—1\p
pla A plb pfa

A
(—) . denota o simbolo de Legrendre
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E:{ 1/2 se 2fa+b

1 de outro modo

o Funcao polinomial de n—ésimo grau. Nao existe uma prova sobre a
infinitude de niimeros primos gerados por polindémios de n—ésimo grau de
uma variavel. Veja a Conjetura de Buniakovsky, ([12], p. 145).

Conjetura 1.10 (Conjetura de Buniakovsky, 1857). Se f(z) é um polindémio
de n—ésimo grau com coeficientes inteiros, irreduzivel e N = mde(f(m) :
m € N), entdo ezistem infinitos m € N tal que |f(m)| é primo.

1.4.2. Com relacao a forma geométrica. Consideraremos trés exemplos:

o A ESPIRAL DE ULAM. Em 1963, Stanislaw Ulam elaborou um arranjo dos
niimeros naturais, sobre um quadrado, em uma ordem que segue o formato de uma
espiral “quadrada”, conhecida como a Espiral de Ulam. Ulam observou, nesse ar-
ranjo, que existem certos padroes de nimeros primos determinados por polinémios
quadraticos da forma: 4n? + bn + ¢, [1].

o ORLOWSKI E CHMIELEWSKY, [14] usaram processamento de imagens na espiral
de Ulam para detectar linhas com muitos nimeros primos. Eles registraram que o
polinomio 4n? — 1260n + 98827 gera 613 primos, para n = 0,1, ..., 1000, resultando
ser mais denso que o polinomio de Euler.

o JARA-VERA E SANCHEZ-AVILA, [10] estudaram padroes da adjacéncia de ni-
meros primos em linhas da espiral de Ulam. Eles mostraram que as adjacéncias
diminuem rapidamente, mas nao desaparecem, conforme a espiral cresce.

O presente trabalho utiliza a forma geométrica para encontrar padroes especiais
de distribuicao de niimeros primos. Criamos um novo arranjo dos niimeros naturais,
sobre um quadrado, o qual chamamos de n—quadrado Zeta. Da infinidade de “ca-
minhos” que este quadrado pode fornecer-nos, temos considerado apenas dois. Eles
sao modelados por func¢oes geradoras de ntimeros primos que sao polinémios de 2°
grau da forma: k% + ak + b, sendo a impar e b um quadrado perfeito.

2. O n—QUADRADO

Nessa Secao, definiremos um n—quadrado e os conceitos que se relacionam com a
geometria desse quadrado. Assim, como também, seu arranjo de formacao.

Defini¢ao 2.1 (Casa de um Quadrado). Seja Q um quadrado. Uma casa de @
é um quadrado contido em (), cujo valor é um ntimero inteiro positivo.

Defini¢ao 2.2 (O n—quadrado). Dado n € Z*. Um n—quadrado é um qua-
drado formado por n* casas que se interceptam em um lado. Cada casa ¢;j, i,j =
1,2,...,n, segue uma ordem, como descrita na Figura 4(a), e seu valor nao se repete.

Notacao 1. O n—quadrado é denotado por

{CH,Clg,...,Cln; C21,C22,...,Copn; ... ;Cnlycn27--~7cnn}

Exemplo 1. Na Figura 4(b) temos o 3—quadrado definido por {2,5,6; 1,9, 4;3,7,8}.

4
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FIGURA 4. (a) O n—quadrado. (b) Um 3—quadrado.

€11 (&1 1 2 5 ()
€21 €22 C
1 9 4
Cn1 | C c 3 7 8
(a) (b)

Fonte: Os autores (2022).

2.1. Geometria de um n—quadrado. Alguns elementos geométricos sao:

i—ésima linha: (ci1,ci2, ..., Cin) j—ésima coluna: (cij,c2j,...,Cnj)

Diagonal principal: (ci1,c¢22,...,¢nn) i—ésima linha inferior: (ci1,ci2, ..., Cii—1))
i—ésima linha superior: (c;(;41), Ci(i+2),-- - Cin) j—ésima coluna superior: (cij,caj,...,C(j—1);)
j—ésima coluna inferior: (c¢j11)j,C(j+2)55- - -+ Cnj)

Na Figura 5 esbocamos no n—quadrado alguns desses elementos.

FIGURA 5. Geometria de um n—quadrado.

D n *(",Silll‘d (i()lllllﬂ Su Herior
c11 cia | - | cin 1

[J n—ésima linha inferior
o1 | eanll ... | eo || Diagonal principal

O 2° linha superior

O 2° coluna inferior
Cn1 Cn2 J00 Cnn

Fonte: Os autores (2022).

2.2. Arranjo de Formacgao.

Defini¢ao 2.3 (Arranjo de Formagao). Chama-se um arranjo de formagao de
um n—quadrado a qualquer preenchimento nao-aleatorio dos valores de suas casas.

Observacao 9. O arranjo de formacao de um n—quadrado pode vir acompanhado
de linhas cuja tnica finalidade é expressar de forma clara sua formacao.

2.2.1. A Espiral de Ulam e o n—quadrado Zeta. A espiral de Ulam e o n—qZeta sao
dois arranjos diferentes dos ntimeros naturais que servem para identificar padroes
de distribuicao de niimeros primos sobre n—quadrados.

Definicao 2.4 (A Espiral de Ulam). A espiral de Ulam ¢ um arranjo dos niimeros
naturais sobre um n—quadrado, cujo arranjo de formacao consiste em distribuir os
nimeros naturais a partir do 1, sendo ele colocado no centro do quadrado e os outros
nimeros seguem segundo a forma de uma “espiral quadrada’.

Exemplo 2. A Figura 6 apresenta a Espiral de Ulam em um 7—quadrado com
arranjo de formacao através de linhas.

%% rRmu @~ sBm
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FIGURA 6. A espiral de Ulam, em um 7—quadrado.

37=—36—35——34—33—32—31

38 17—16—15—14—13 30

41 20 7—8—9—10 27

42 21=—22=—23—24—25—26

43— 44 —45—46 — 47— 48— 49

Fonte: Os autores (2022).

Definigao 2.5 (O n—quadrado Zeta). O n—quadrado Zeta, denotado por n—qZeta,
¢ um n—quadrado, cujo arranjo de formacao segue os 3 passos seguintes:

(12) Casas da diagonal principal. Sdo preenchidas, nessa ordem, pelos qua-

drados perfeitos: 1,4,9,...,n%

(29) Casas da j—ésima coluna superior. Para cada j, 2 < j < n, temos a

sequéncia:

18)  (G-12+1 G142 G-1+3 .., jG-1)
que possui (j — 1) casas. As casas com niimeros primos sio pintadas de cor
verde.

(32) Casas da i—ésima linha inferior. Para cada i, 2 < i < n, temos a

sequéncia:

(19) (i(i—1)+1, ii—1)+2, i(i—1)+3, ..., (z’—l)(z‘+1)>
que possui (i — 1) casas. As casas com numeros primos sao pintadas de cor
amarela.

Exemplo 3. Na Figura 7(a) apresentamos o 7—quadrado Zeta que mostra seu
arranjo de formagao através de linhas (note que os quatro primeiros nimeros formam
a letra Z, que no alfabeto grego seria o Zeta, por isso o nome Zeta no arranjo). Ja,
a Figura 7(b) representa o 7—quadrado Zeta obtido pela Definigao 2.5, que a seguir
explicamos:
(i) Diagonal principal. A diagonal principal (c11, o2, ..., ¢77) € preenchida pela
sequéncia (1,4,9, 16, 25, 36, 49).
(i) Colunas superiores e linhas inferiores. Na Tabela 3 observamos que ha uma
ordem de preenchimento, conforme indicamos nas colunas 1 e 4. Nas colunas
2 e 5, indicamos a j—ésima coluna superior e a i—ésima linha inferior do
T—qZeta, respectivamente. J4, nas colunas 3 e 6 expressamos as sequéncias
que resultam ao utilizar-se as formulas (18) e (19), respectivamente.

Exemplo 4. Na Figura 8 apresentamos quatro n—quadrados Zeta: (a) O 10-qZeta.
(b) O 20-qZeta. (c) O 50-qZeta. (d) O 100-qZeta, e na Figura 15 (em ANEXO):
(e) O 200-qZeta. (f) O 300-qZeta. Para a elaboragao de um n—qZeta foi escrito um
cddigo em Linguagem Visual Basic do Excel.
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TABELA 3. Preenchimento das casas do 7—quadrado Zeta.

Ord. | Coluna superior Sequéncias Ord. | Linha inferior Sequéncias

1° 2 (2) 20 2 (3)

30 3 (5, 6) 4° 3 (7, 8)

59 4 (10, 11, 12) 6° 4 (13, 14, 15)

70 5 (17, 18, 19, 20) 82 5 (21, 22, 23, 24)

90 6 (26, 27, 28, 29, 30) 109 6 (31, 32, 33, 34, 35)
11° 7 (37, 38, 39, 40, 41, 42) | 12° 7 (43, 44, 45, 46, 47, 48)

Fonte: Os autores (2022).

FIGURA 7. (a) O T—qZeta mostrando o arranjo de formacao através
de linhas. (b) O 7—qZeta, obtido pela Defini¢ao 2.5.

1—z/i> 1|0 1|7 2|6 | 1 [ 2)5 10|27 26|37
Za s/ﬂ/ls 27 78 3|22 6 [11|18]27]38

_— /1]l
8—9/ 12

19 [ 28 | 39 7|8 | 321219 28] 39

Ta—15—16! 20 29 | 40 13| 14 | 15| 42 | 20| 29| 40

21=77—23—24—25' 30| 4 21|22 |23 (24| 5%|30|41

—33—30—35—36] 42 31(3233(34(35] 62|42

43 (44|45 (46 (47| 48| 72

25— 46 — 1 — 48— 49

(a) (b)
Fonte: Os autores (2022).

3. CAMINHOS EM UM n—QUADRADO
Nessa Secao, definiremos os conceitos relacionados com caminhos no n—quadrado.

Definigao 3.1 (Sequéncia de casas). Uma sequéncia de casas no n—quadrado, de-
notado por (¢;;), ,7 =1,2,3,...,n, é qualquer agrupamento “continuo” de casas.

Definicao 3.2 (Caminho). Um caminho no n—quadrado, denotado por C(n) =
(¢ij), 1,5 =1,2,3,...,n, é qualquer sequéncia de casas com pelo menos um primo.

Definicao 3.3 (Caminho Retilineo). Um caminho retilineo ¢ um caminho no n—quadrado
que, geometricamente, descreve uma linha reta.

Exemplo 5.

Considere o 3—quadrado {1,4,5;7,2,6;8,9,3} (veja Figura 9):
(a) O caminho C;(3) = (eg2, Ca3, €32, €21, ¢11) = (2,6,9,7,1).
(b) O caminho retilineo Cy(3) = (ca1,c32) = (7,9).
Considere o T—qZeta (veja Figura 9):
(@ Ci(7)=(8,15,23,34,45).  Cy(7) = (11,17)
Cy(7) = (5,11,19,29,41).  Ca(7) = (3,7,13,21, 31, 43).
O tnico caminho que nao ¢é retilineo ¢ o Cy(7).
Considere o 41—qZeta (veja Figura 9):
(d) Temos o seguinte caminho retilineo:
C(41) = (c2022, C1923, C1824, - - - , €339, C240, C1a1) = (461,503,547, . .., 1447,1523,1601)
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FiGurA 8. O n—quadrado Zeta.

1 10 26 50 | 65 | 82 122|145] 170 226 290325362

3|14(6 18 | 27 | 38 | 51 | 66 102|123 146|171 | 198 258291326363

71819 |12 28 | 39| 52 84 124|147 172 2281259292327 | 364

1314|1516 | 20 40 68 | 85 | 104|125 148 200 260 328|365

21| 22|23 |24|25]30 54 | 69 | 86 | 105|126 1741201230 261|294 329 (366

31(32|33|34|35(36|42]|55(70]| 87106 150175

43 | 44 | 45 | 46 | 47 | 48 | 49 | S6 88 128 176

57|58 |59|60|61|62|63]|64|72 108 (129 152|177 204
7 7475|176 (77 | 78 | 79 | 80 90 130 153|178 205 | 234 | 265 | 298 | 333 | 370
3 4 6 5166 ’ ° i
9192|9394 |95]|96 |97 (98|99 |100]110 154 206|235 266|299 | 334|371

71819 |12

28 | 39
. 111(112]113|114( 115116117 (118|119 120|121 | 132 | 155| 180 | 207 | 236 | 267 [ 300 | 335 | 372

39|52,

13|14 | 15| 16| 20 68 | 85 133134 135|136 | 137 | 138 | 139| 140 | 141 | 142 | 143 | 144 156 208|237 268|301 336
157 158 159 | 160 | 161 | 162 | 163 [ 164 | 165 | 166 | 167 | 168 | 169 | 182 | 209 | 238 302 374
2112223242530 54 (69 | 86
183|184 185| 186 | 187 | 188 189 | 190 [ 191 192 | 193 [ 194 | 195 | 196 | 210 270303338375
31/32133/34|35]36/42)|55)70]87 211212 (213|214 215 | 216 | 217| 218 | 219 | 220 | 221 | 222 | 223 | 224 | 225 240 304339376
43 |44 (45| 46| 47 | 48 |49 | 56 88 241242 ( 243|244 | 245 | 246 | 247 | 248 | 249|250 | 251 | 252 | 253 | 254 | 255 | 256 | 272 | 305 | 340 | 377

273| 274|275 | 276 | 27| 278 [ 279 | 280 | 281 282 | 283 | 284 | 285 | 286 | 287 | 288 | 289 [ 306 | 341|378
5758 [59(60(|61|62|63|64]|72

307308309310 311312313314 |315|316| 317|318 319|320 | 321|322 323 | 324 342

73174|75]76|77]78]|79|80|81)90 343|344 345|346 | 347 348|349 | 350 | 351|352 | 353 | 354 | 355 [ 356 | 357 | 358 [ 359 | 360 | 361 | 380

9119219394 (95(96(97 |98 |99 |100 381|382 383|384 385|386 387388389390 (391|392 393|394 | 395|396 | 397 | 398 | 399 | 400

(a) O 10—quadrado Zeta. (b) O 20—quadrado Zeta.

(¢) O 50—quadrado Zeta. (d) O 100—quadrado Zeta.

Fonte: Os autores (2021).
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FicurA 9. Caminhos e caminhos retilineos.

A
1 ]2 410 26 | 37 S /
3 2%| 6 48| 27| 38 R S e T
1| 4] 5 1| 4|5 S e
| 8(f3%| 12 28 39 B
C, C 18 (14 (15| 42| 20 40 N E e
2P N2 2 6 S e
21 |22 24 52|30
N p.
Y \ 31 (32(33(34|35|62 |42
9 3
8 3 8 48 | 44|45 |46 |47 | 48| 72

(a) 3—quadrado.  (b) 3—quadrado. (¢c) T—qZeta. (d) 41—qZeta.

Fonte: Os autores (2022).

Defini¢ao 3.4 (Comprimento de um Caminho). No n—quadrado, o comprimento
de um caminho C(n), denotado por |C(n)|, é o nimero total de casas que ele possui.

Defini¢ao 3.5 (Densidade de um Caminho). No n—quadrado, a densidade de um
caminho C(n), denotado por p(n), define-se por

(20) p(n) = Ipl/1C(n)|
onde, |p| denota a quantidade de niimeros primos que contem o caminho C(n).

Exemplo 6. Considere alguns caminhos do Exemplo 5. Entao,

(a) |C1(3)] =5, [p|=2 e p(3) =2 =0,4. Logo, C;(3) ¢ um caminho 40%.
(b) |C(41)] =20, [p| =20 e p(41) =1. Assim, C(41) é um caminho 100%.

3.1. Tipos de Caminhos Retilineos. Existem varios tipos de caminhos retilineos
em um n—quadrado. Escolheremos quatro caminhos retilineos que partem da dia-
gonal principal: Diagonal, vertical, perpendicular inferior e perpendicular superior.
E importante destacar que a primeira casa desses quatro caminhos retilineos podem
ou nao iniciar-se na casa da diagonal principal. Veja na Figura 10 cada um deles.

FiGuraA 10. Quatro tipos de caminhos retilineos em um n—quadrado.

Caminho Diagonal —
Caminho Vertical

Caminho Perpendicular Inferior —
Caminho Perpendicular Superior —

Fonte: Os autores (2022).
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FIGURA 11. Os caminhos D7;(100) e V4;(100), no 100—qZeta.

Vv

Fonte: Os autores (2022).

4. CAMINHOS DIAGONAIS E VERTICAIS NO n—QZETA

Nessa Secao, definiremos, no n—qZeta, os caminhos retilineos: diagonal e vertical
que foram escolhidos dentre uma infinidade de caminhos retilineos.

Defini¢ao 4.1 (Caminho Diagonal). Seja o n—qZeta. Um caminho diagonal, deno-
tado por D;(n),3 < j < r, é definido por

(21) Dj (n) = (Clja Co2(j+1)y - -+ 7C(nfj+1)n)

onde j é impar, e r =nsen é impar e r =n — 1 se n é par.

O subindice j indica que o caminho diagonal se inicia na coluna j.

Defini¢ao 4.2 (Comprimento de um Caminho Diagonal).
Di(n)l =n—(—1)

Observacao 10. Os caminhos diagonais sao “paralelos” a diagonal principal, e pos-
suem um comprimento “infinito”, pois crescem a medida que n aumenta.

Exemplo 7. No 100—qZeta (veja Figura 11) temos o caminho diagonal 61, 54%:
D75(100) = (Cl 75, C276, - - -, C2599, C26 100) = (5477, 5627, c. ,9629, 9827)

Definigao 4.3 (Caminho Vertical). Seja o n—qZeta. Um caminho vertical, deno-
tado por V;(n),1 < j < r, é definido por

(22) Vi(n) = (@14 CG42)s -+ Cnj)
onde j é impar,er =n —2sen ¢ impar e r =n — 1 se n é par.
O subindice j indica que o caminho se encontra na coluna j.

Defini¢ao 4.4 (Comprimento de um Caminho Vertical).
Vi(n)| =n—j

Observacao 11. Os caminhos verticais estao formados por casas da coluna inferior,
e possuem um comprimento “infinito”, pois crescem conforme n aumenta.

4
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Exemplo 8 (Caminho vertical V,;(100)). No 100—qZeta (veja a Figura 11),

Vi (100) = (ca241,Ca341,Caa41, - - - Cog a1, Co941, C10041)
(23) — (1.763,1.847,1.933, ... ,9.547,9.743,9.941)

¢ um caminho vertical 77,97%.

5. FORMULACAO MATEMATICA DE CAMINHOS RETILINEOS NO n—QZETA

Nessa Secao, vamos determinar uma formulacdo matematica para os caminhos
retilineos: diagonal e vertical, que se encontram no n—qZeta. Veremos que dado um
caminho retilineo existe um polinémio quadratico associado a ele.

Proposicao 5.1 (Polinomio associado a um Caminho Diagonal). Seja 0o n—qZeta.
O polinémio que descreve os valores das casas do caminho diagonal Dj(n), 3 < j <,
e comprimento s € dado por

(24) di(k) = K+ (2j—-3)k+(—2)? Vk=1,23,...,s

Prova. De (21), temos a seguinte sequéncia:

a = =5 —2+2, az = C2(j+1) = a1 + 27,
as = C3(j+2) =a2+25+1-2 a4 = C4(j+3) =a3+25+2-2,
ak = Cp(j+k—1) = ak-1+2j+ (k —2)-2

Observamos que a sequéncia é, na verdade, uma recorréncia linear ndo-homogénea:
(25) a = j5-2j+42 e ar = a1 +2k+2(j—2), k>2
A solucao de (25) ¢ dada por

k
a, = a1+Z(2l+2(j72)) = B+ (2 -3)k+(—27 VE>1

=2

Essa recorréncia define o seguinte polinémio:
di(k) = K +(©2j-3)k+(G-27° 1<k<s
Exemplo 9. O polinémio associado a D75(100), comprimento 26 = 100 — 75 + 1, é
drs(k) = k* + 147k + 5329, Vk =1,2,...,26
Proposicao 5.2 (Polinomio associado a um Caminho Vertical).  Seja 0o n—qZeta.

O polindmio que descreve os valores das casas do caminho vertical V;(n), 1 < j <,
e comprimento s € dado por

(26) vi(k) = K+ (2j —Dk+j*, Vk=1,2,3,...s
Prova. A prova é analoga a Proposicao 5.1, considerando a seguinte recorréncia:
(27) a1 = j(j+2) e ar = ar_1+2k+2(j—-1), k=2

Definig¢ao 5.1 (O Polinémio vy). Seja o n—qZeta, n > 42. O polinémio associado
ao caminho vertical Vy;(n) é chamado Polinémio vy, e é dado por

(28) (k) = k*+81k+ 1681, Vk =1,2,...,(n — 41)
Exemplo 10. O polinémio, associado a V4;(100), comprimento 59 = 100 — 41, é
(29) vp(k) = k*+81k+ 1681, Vk=1,2,...,59
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6. FUNCAO GERADORA DE NUMEROS PRIMOS: O POLINOMIO vy

Nessa Se¢ao, estudaremos o polinomio v, que é um polinémio de 2° grau, gerador
de ntimeros primos.

No n— qZeta, os polindmios quadraticos (24) e (26) associados aos caminhos
diagonais e verticais, respectivamente, sao funcoes geradoras de niimeros primos.
Outras funcgoes geradoras de niimeros primos foram estudadas na Subsecao 1.4.1.
Também, podemos considerar [19] para o caso de fungoes polinomiais. No entanto,
o mais admiravel é o Polinémio de Euler, o qual é definido por:

(30) pe(k) = K —k+41, k=1,23,...
Este polindomio gera quarenta nimeros primos para todo k = 1,2,3,...,40, eles sao:
{41,43,47,53,61,...,1.447,1.523,1.601}

A sequéncia nao possui niimeros primos consecutivos, pois o 59 nao esta presente.
Mas, ele continua fornecendo mais primos para outros valores de k. Por outro lado,
o Polinémio vy, definido em (28), é, também, uma fungdo geradora de ntimeros
primos. Infelizmente ele esta limitado a (n — 41) valores para k, por causa do
caminho vertical Vy;(n) possui (n — 41) casas no n—qZeta. Devido a essa restricao
consideramos necessario extrair o caminho vertical V;(n) do n—qZeta para que o
polindémio v,; possa fornecer-nos mais ntimeros primos para outros valores de k.

6.1. O Caminho Vertical V,;(n) fora do n—qZeta. Para cada n > 42, existe
um tnico caminho vertical V4 (n) de comprimento (n — 41), no n—qZeta. Se pen-
samos, por um momento, em um oco—qZeta teremos um tnico caminho vertical V4
independente de n e de comprimento “infinito”. Assim, o caminho vertical V4 seria:

(31) V41 = (0427 C43,C44, - - ) = (1763, 1847, 19337 .. )
Sendo assim, o polindmio vy, associado ao caminho vertical V,;, é dado por
(32) (k) = k*+81k+1681, Vk=1,2,3,...

Este polinémio de 2° grau ¢ uma funcao geradora de nimeros primos.
6.2. O Polindmio de Euler como Translacao do Polinémio v4;. Por inspecao,
U41(1) = pE<42> == ]_763, U41<2) = pE(43) = 1847, ce ,U41(/{3) == pE(l{? + 41), k 2 1

Assim, o polindomio vy resulta ser uma translagao de 41 unidades, para tréas, do
polinomio de Euler. Ou, ainda,

(33) pe(k) = vu(k—41)
Nesse caso o polindémio vy; pode, também, ser avaliado nos inteiros nao positivos.
7. O PERFIL DO POLINOMIO DE EULER NO n—QUADRADO

Nessa Secao, estudaremos o perfil do polinémio de Euler nos n—quadrados: Es-
piral de Ulam e o n—qZeta.

Definicao 7.1 (Perfil de um Polinémio). O perfil de um polinémio p(z) em um
n—quadrado esta formado por sequéncias de casas, cujos valores das casas coincidem
com os valores do polinoémio p(k) para todo k =1,2,3, ...
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Exemplo 11. Seja o polinomio p(x) = z? + z + 1. Na Figura 12 mostramos o
perfil do polinémio p(z) no 5—quadrado {2,3,5,...}. Esse perfil esta formado pelo
caminho C(5) = (3,7,13) e pela sequéncia de casa unica: (21).

F1GURA 13. Fungoes Diagonais na
Espiral de Ulam, no 7—quadrado.

fo(k)

FiGcUurAa 12. Perfil de

p(x) = 22 4+ x + 1, no 36/522(16) Q(k)
5—quadrado. g |

38 16

2 5161 18 4
C 92(k)” 40 6 1 28 J—2(k)
8110| 4 |11 " s I .
12}3 91415 a1(k)” a2 22 24 25 26
1711618 |19| 20 a4 46/48 49
25|21 22|23 )24 go(k)  g-1(k) g-a(k)
Fonte: Os autores (2022). Fonte: Os autores (2022).

7.0.1. Perfil do Polinémio de Fuler. Estudaremos o perfil do polinémio de Euler
pe (z) = 2% — 2 + 41, tanto na espiral de Ulam, quanto no n—quadrado Zeta. Es-
tes perfis foram obtidos com um co6digo escrito em Linguagem Visual Basic do Excel.

Na Espiral de Ulam. Na Figura 14(a) mostramos o perfil do polinomio de Euler
na Espiral de Ulam (com o nimero 1 no centro) em um 99-quadrado. A 1* casa esta
pintada de cor azul escuro. E importante salientar que s6 aparecem impressos os
nimeros primos que compoem o perfil. Este perfil apresenta, geometricamente, as
seguintes caracteristicas: (a) As 12 primeiras casas sao primos e nao seguem nenhum
padrao especifico. (b) A partir da 13* casa, encontramos 6 caminhos retilineos:

Sy = (197,251, 313, 383) Sy = (223,281, 347,421)

S3 = (461,547,641, . ..,1523) Sy = (503,593,691, ...,1447)

Ss = (1601,1763,1933,...,9547,...)  Sg = (1681,1847,2021,...,9743,...)
onde, Sy || Sz, S3 || Su, e S5 || S e |S1| = |52] = 4,]55] = 10, [S4] = 9. Observamos
que os dois primeiros pares de paralelas: {S7, S5} e {S3,S,} seguem uma relagao de
“reflexao” considerando como espelho o centro da espiral, ou seja, um primo aparece
em uma paralela e, o seguinte, na outra. Os caminhos 5,553,535 e 5S4 tém densi-
dade 1. O dltimo par de paralelas {Ss, Sg} correspondem a valores de k& > 40 no
polindmio de Euler, sendo 1601 o valor da 1* casa de S5 um nimero primo para
k = 40, e o nimero composto 1681 o valor da 1* casa de Sg para k = 41. Estas
paralelas apresentam, também, uma relacao de reflexdao, porém “descontinua”, ou
seja, as vezes ocorrem dois ou mais primos seguidos em uma mesma paralela e, o
seguinte, na outra paralela.
0Os caminhos retilineos S5 e Sg.

Como descrito acima, os caminhos perpendiculares, superior Ss e inferior Sg, perten-
cem & espiral de Ulam. Steven Bolde,[3|, apresentou as fungdes diagonais: f,(n)
e go(n), @ € Z, que caracterizam todos os caminhos perpendiculares da espiral de
Ulam, veja a Figura 13. Observamos que o caminho perpendicular que passa pela
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casa central da diagonal principal da espiral de Ulam é descrita pela funcao fo(k),
no caso do caminho perpendicular superior, e pela fungao go(k), no caso do caminho
perpendicular inferior. O autor define cada um dessas funcoes diagonais, por

(k) = 4k* + (8av — 10)k + (4a® — 8ar+7) se a >0
AT 4k — (8a+ 10)k + (40 + 120+ T) se a <0

(k) = 4k* + (8a — 6)k + (4a* —8a+3) se a>=0
GBI = 4k2 — Ba + 6)k + (402 + 4 +3) se a <0

E, verifica-se, computacionalmente, que as fungoes diagonais foq(k) e g_90(k) sao as
“maiores” funcoes geradores de niimeros primos, na espiral de Ulam. Isto é condi-
cente com os resultados obtidos, neste trabalho, pois os caminhos S5 e Sg tem associ-
ados os polinomios p; (k) = 4k? +150k+1447 = foo(k) e pa(k) = 4k*+154k+1523 =
g_20(k), para todo k = 1,2, 3, ..., respectivamente.

No n—quadrado Zeta. Na Figura 14(b) mostramos o perfil do polinomio de Euler
em um 100—qZeta. A 1* casa do perfil estd pintada de cor verde escuro. E im-
portante salientar que somente foram impressos niimeros primos das casas do perfil.
Geometricamente, o perfil do polinémio de Euler apresenta as seguintes caracte-
risticas: (a) As 9 primeiras casas s6 contem nimeros primos e estdo distribuidos
aleatoriamente. (b) A partir da décima casa, seguem 4 caminhos retilineos:

C; = (131,151,173,197) C, = (223,251,281, 313, 347, 383, 421)
Cs = (461,503,547, ...,1523,1601)  Vy = (1763,1847,1933,...,9941,...)

Os trés primeiros caminhos: Cq, Cy e C3 possuem 31 ntimeros primos, e somando
com os 9 primeiros primos aleatorios, nos dao os 40 primeiros ntmeros primos do
polindémio de Euler. Note que, a primeira casa do caminho vertical V,;; é um nimero
composto.

Foi observado, também, que as casas dos caminhos S3 e S; coincidem com as
casas do caminho Cs, e as casas dos caminhos S5 e Sg sao as mesmas que as do
caminho vertical V41, exceto pela primeira casa de Ss, pois corresponde a uma casa
da diagonal principal do n—qZeta, que é um quadrado perfeito.

8. CONCLUSOES

Com a elaborac¢do do n—quadrado Zeta conseguiu-se: (a) Um novo arranjo dos
nimeros naturais para a identificacao de padroes especiais de distribuicao dos niime-
ros primos. (b) Caminhos diagonais e verticais para encontrar sequéncias “longas”
de ntmeros primos. (c) Polinémios geradores de ntimeros primos: d;(k) e v;(k).
(d) O polindmio gerador de nameros primos, vy (k), k = 1,2,3,... que resultou ser
uma Translagdo do polinomio de Euler. (e) Informagcoes detalhadas do perfil do
polinémio de Euler, tanto na espiral de Ulam, quanto no n-quadrado Zeta.
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Fonte: Os autores (2022).
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FiGUurA 15. O n—quadrado Zeta.
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(a) O 200—quadrado Zeta.

(b) O 300—quadrado Zeta.

Fonte: Os autores (2022).

% rRmu " sBwm

REVISTA MATEMATICA UNIVERSITARIA 'SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA




	1. Introdução
	1.1. Breve História dos Números Primos
	1.2. Teorema do Número Primo (TNP)
	1.3. Problemas em Aberto em Teoria dos Números
	1.4. Padrões Especiais de Números Primos

	2. O n-quadrado
	2.1. Geometria de um n-quadrado
	2.2. Arranjo de Formação

	3. Caminhos em um n-quadrado
	3.1. Tipos de Caminhos Retilíneos

	4. Caminhos Diagonais e Verticais no n-qZeta
	5. Formulação Matemática de Caminhos Retilíneos no n-qZeta
	6. Função Geradora de Números Primos: O Polinômio v41
	6.1. O Caminho Vertical V41(n) fora do n-qZeta
	6.2. O Polinômio de Euler como Translação do Polinômio v41

	7. O Perfil do Polinômio de Euler no n-quadrado
	8. Conclusões
	Referências

