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AS MUITAS FACETAS DA TEORIA DOS JOGOS:
DA ECONOMIA A BIOLOGIA EVOLUTIVA
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REsUMO. Nesse artigo, pretendemos divulgar ideias introdutorias da Teoria dos
Jogos tais como os conceitos de jogos nao-cooperativos, de solucao para um jogo
nao-cooperativo - o assim chamado equilibrio de Nash - também o conceito de
equilibrio social, bem como modelos aplicados ao estudo de questoes em economia,
e em biologia evolutiva. Recentemente, publicamos o artigo [15] - um texto igual-
mente de divulgacao da area de Teoria dos Jogos - onde j& abordamos as nogoes
de jogos nao-cooperativos e o equilibrio de Nash. A novidade aqui é: o desenvol-
vimento da noc¢ao de equilibrio social, também chamado de ponto étimo-Pareto,
e uma anélise critica, por meio de exemplos, onde pomos em contra-ponto essas
duas nogoes de solucao para um jogo; a apresentacao de uma demonstracao para
o Teorema de existéncia de equilibrio de Nash fazendo uso do Teorema de ponto
fixo de Brouwer; e uma discussao sobre como o conceito de equilibrio de Nash é
utilizado em Biologia a fim de se lancarem novas luzes sobre a teoria de evolucao
de Darwin.

Apesar de ndo ser objeto habitual presente nos cursos de Matematica, acredi-
tamos que a riqueza de ideias apresentada na Teoria dos Jogos, bem como a sua
histéria e vocagao natural de produzir didlogo entre a Matemética e outras areas
do saber tais como a Economia, as Ciéncias Sociais e a Biologia, podem contribuir
para uma formagao mais humanizada e plena do estudante.

1. INTRODUCAO

Os seres humanos nao seriamos capazes de sobreviver se nao interagissemos uns
com os outros. E esse mesmo mecanismo de sobrevivéncia nos leva muitas vezes a
conflitos, motivados pela busca de algum ganho ou bem estar pessoal, mas condicio-
nados a uma interdependéncia reciproca. O estudo de economia, ciéncias politicas e,
de modo geral, das ciéncias sociais, aparece como uma tentativa de entender o modo
como os seres humanos interagem entre si e tomam suas decisoes, tanto individuais
quanto em grupo. O objetivo, geralmente, é o de aplicar o conhecimento cientifico

Data de aceitagao: 12 de julho de 2022.
Palavras chave. Jogos nao-cooperativos, equilibrio de Nash, pontos 6timo-Pareto, equilibrio
evolutivamente estavel.

79


https://doi.org/10.21711/26755254/rmu20225

Teoria dos Jogos: da Economia a Biologia Evolutiva 80

a analise das questoes pertinentes ao funcionamento das sociedades e de suas insti-
tuicoes tais como mercados financeiros, governos, instituicoes legais, etc. Cientistas
intentam desenvolver modelos rigorosos, abstraindo a realidade que observam, nao
apenas para explicita-la de modo sistematizado, mas também para poder predizer
resultados e obter critérios para tomadas de decisao. Nessa direcao, a Teoria dos
Jogos se encarrega da construcao de modelos mateméticos que descrevem situacoes
de conflito e de cooperagao entre tomadores de decisao racionais. O axioma de
racionalidade colocado aqui significa que cada envolvido toma suas decisdes com o
objetivo de maximizar algum tipo de ganho pessoal.

Observamos que a Teoria dos Jogos nao é objeto habitual dos programas de dis-
ciplinas de cursos de Matematica. No entanto, acreditamos que a riqueza de ideias
nela apresentada, bem como a sua historia e vocagao natural de produzir didlogo
entre a Matemaética e outras areas do saber tais como a Economia, as Ciéncias Soci-
ais e a Biologia, podem contribuir para uma formacao mais humanizada e plena do
estudante. E é com o espirito de divulgar essas ideias que escrevemos esse artigo.
Observamos ainda que, recentemente, publicamos o artigo [15] - um texto igualmente
de divulgagao da area de Teoria dos Jogos - onde ja abordamos as noc¢oes de jogos
nao-cooperativos e o equilibrio de Nash. Algumas novidades trazidas no presente
texto sao as seguintes: o desenvolvimento da nocao de equilibrio social, também
chamado de ponto 6timo-Pareto, e uma andlise critica, por meio de exemplos, onde
pomos em contra-ponto essas duas nocoes de solucao para um jogo; a apresentacao
de uma demonstragao para o Teorema de existéncia de equilibrio de Nash fazendo
uso do Teorema de ponto fixo de Brouwer; e uma discussao sobre como o conceito
de equilibrio de Nash ¢é utilizado em Biologia a fim de se lancarem novas luzes sobre
a teoria de evolucao de Darwin.

2. O QUE E UM JOGO?

Na Teoria dos Jogos, uma linha de interesse é o estudo do comportamento es-
tratégico dos envolvidos em uma situacao de conflito ou de competicao, situagoes
que podem ir desde uma ingénua brincadeira de “pedra-papel-tesoura” até modelos
de leilao, disputas eleitorais, conflitos entre nacoes para diminuicao de emissao de
COs na atmosfera, etc. Tais situagoes podem ser modeladas pelo que chamamos de
jogo na forma normal: explicita-se um conjunto finito de jogadores, {1,2,... n};
para cada jogador i € {1,...,n}, explicita-se o seu conjunto de estratégias (ou mo-
vimentos possiveis), que denotaremos por S;; e, dado que cada jogador escolheu
o seu movimento, cada um terd um retorno, o qual nao s6 dependera da sua es-
colha de estratégia mas também das estratégias adotadas pelos demais jogadores.
Esse retorno é modelado por uma fun¢io pagamento (“payoff”), que denotaremos
por p;, que quantifica quao vantajoso foi o resultado final para o jogador i. Como
esse retorno p; do jogador ¢ depende das estratégias assumidas por todos os joga-
dores, p; ¢ uma funcao definida no produto cartesiano dos espacgos de estratégias,
S =51 X85 x---x.5,, e com valores reais. Esse conceito pode ser visto como um
modelo para qualquer situacao de competicao na qual o resultado de cada compe-
tidor nao depende apenas de suas escolhas mas também das escolhas dos demais
envolvidos. O axioma de racionalidade que se coloca é que cada jogador ¢ busca
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fazer uma escolha s; de modo a maximizar sua payoff p;(si,...,s,), entendido que,
para cada j # ¢, o j-ésimo jogador estd simultaneamente escolhendo s;, também
com o objetivo de maximizar o valor da sua payoff p;.

Assim, sempre que um conjunto de individuos, empresas, partidos politicos etc.,
estiver em uma situacao de interdependéncia reciproca, em que as decisoes tomadas
por cada agente influenciam nao somente o seu proprio resultado como também os
resultados dos demais envolvidos, diremos que esses agentes encontram-se em um
JOGO.

Explicitamente, define-se um jogo nao-cooperativo na forma normal por:

Definicao 2.1. Um jogo nao-cooperativo na forma normal ¢ constituido de
trés elementos:
e um conjunto finito de jogadores, N = {1,2,...,n};
e a cada jogador i € N assocta-se um conjunto S;, chamado de seu espacgo de
estratégias;
e ¢ cada jogador i € N possui uma funcgao p; : S1 X ---x S, = R, chamada de
sua funcio payoff (funcdo de retorno ou de pagamento).

Assim, um jogo na forma normal serd representado por uma terna (N, (S;)ien, (Di)ien)-

O produto cartesiano dos espagos de estratégias, S x --- x .S, serd denotado por
S. Os elementos de S sao chamados de perfis de estratégias puras.

Como ilustracao da Definicao 2.1, apresentamos o jogo pedra-papel-tesoura nessa
linguagem. Nesse jogo, ha sempre dois competidores, os quais nomearemos Jogador 1
e Jogador 2. O conjunto de estratégias do Jogador 1 é S; = {pedra, papel, tesoura},
trés possiveis movimentos. O mesmo para o Jogador 2, Sy = {pedra, papel, tesoura}.
Como a regra do jogo é pedra ganha de tesoura, tesoura ganha de papel e papel
ganha de pedra, podemos quantificar o retorno desses jogadores com a seguinte
tabela:

TABELA 1. Jogo pedra-papel-tesoura

J.1\ J.2 | pedra | papel | tesoura
pedra | (0,0) | (0,1) | (1, 0)
papel | (1,0) | (0,0) | (0,1)

tesoura | (0,1) | (1,0) [ (0,0)

Nessa tabela, a primeira coluna esta representando as estratégias do Jogador 1, a
primeira linha, as estratégias do Jogador 2 e, para as entradas com pares ordenados
de ntmeros, a primeira coordenada do par representa o retorno do Jogador 1 e
a segunda coordenada representa o retorno do Jogador 2 no respectivo perfil de
estratégias, sendo que o valor 1 est& sendo associado a situacao de vitoria e o valor
0 a situacao de derrota do jogador.

Dada a definicao de jogo na forma normal, informamos que a Teoria dos Jogos se
encarrega da construgao de modelos que descrevem situacoes de interagao estratégica
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entre tomadores de decisao racionais. Para cada uma dessas situacoes, é preciso
explicitar os agentes envolvidos, os conjuntos de estratégias e as fungoes de retorno.
A forca motriz da Teoria dos Jogos é a busca por uma abordagem unificada no
tratamento de qualquer situagao de interagao estratégica, por meio de um principio
universal que nos leve a prever os possiveis desdobramentos em cada uma dessas
situacoes. A resposta para esse busca por um principio fundamental foi dada pelo
brilhante mateméatico John Forbes Nash Jr. em sua tese de doutorado, com o seu
conceito de equilibrio para jogos nao-cooperativos. No artigo [12], John Forbes Nash
Jr. apresenta os principais resultados de sua tese de doutorado. Dentre eles, o seu
reconhecido conceito de solucao para jogos nao cooperativos - o chamado equilibrio
de Nash - e um teorema de existéncia de equilibrio cuja demonstracao envolve o
Teorema de ponto fixo de Brouwer. Abaixo, apresentamos a definicao.

Definicao 2.2 (Equilibrio de Nash). Seja (N, (S;)ien, (pi)ien) um jogo na forma
normal, N = {1,...,n}. O perfil de estratégia pura s* = (s},s5,...,s5) € S € um
equilibrio de Nash para esse jogo se

* * * * * * * * * *
Pi(8™) = (ST, 8 1,85, Siiqs -0 Sp) = Dil ST, 81, Sy Siyqs -5 S0)
para todo s; € S;, i = 1,...,n, ou seja, para cada i € {1,...,n}, se cada jogador
J # i assumir a estratégia s3, o jogador i nao conseque um resultado melhor do que
aquele obtido assumindo a estratégia s;.

A interpretacdo para o equilibrio de Nash é que, em um tal perfil de estraté-
gias, nao ha motivagao para mudancas unilaterais por parte dos jogadores, ou seja,
nenhum jogador possui incentivo para mudar a sua estratégia se os demais nao o
fizerem.

Note que o jogo pedra-papel-tesoura apresentado acima nao possui equilibrio de
Nash. Apesar de nem todo jogo na forma normal possuir equilibrio de Nash, John
Nash demonstrou que, considerando cada jogador com um conjunto finito de estra-
tégias, se considerarmos distribuicoes de probabilidade sobre as estratégias, entao o
jogo resultante sempre possui equilibrio de Nash (2.5), o qual é chamado de equili-
brio de Nash em estratégias mistas. No jogo pedra-papel-tesoura, por exemplo,
uma estratégia mista para o Jogador 1 é uma fungdo o : {pedra, papel, tesoura} —
[0,1] com o(pedra) + o(papel) + o(tesoura) = 1, sendo que a interpretacao é que
o representa a estratégia mista onde o jogador assume a probabilidade o(pedra) de
jogar pedra, o(papel) de jogar papel e o(tesoura) de jogar tesoura. Outro exem-
plo onde podemos trabalhar com estratégias mistas é em uma disputa de penaltis,
onde jogador e goleiro escolhem os lados com probabilidades de acordo com as suas
facilidades e caracteristicas do oponente.

Dado um conjunto finito A, denotamos por A(A) o conjunto de todas as distri-
buigoes de probabilidade sobre A. Ou seja,

A(A) = {U:A—) [0,1] | Za(a) = 1}.
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Defini¢ao 2.3 (Estratégias mistas). Seja G = (N, (S;)ien, (Di)ien) um jogo no
qual cada conjunto de estratégias S; € nao-vazio e finito. Uma estratégia mista

do jogador i € uma distribuicao de probabilidade sobre o seu conjunto de estratégias
S;. Assim,
A(S) ={oi: S = [0,1] | Y oils;) =1}
S, €S}

¢ o conjunto das estratégias mistas do jogador 1.

Note que cada estratégia pura do jogador i, s; € S;, pode ser vista como uma
estratégia mista identificando s; com a distribui¢ao de probabilidade o; : S; — [0, 1]
sobre S; dada por: o;(s;) =1 e 0;(t) = 0 para todo t # s;.

Definicao 2.4. Seja G = (N, (Si)ien, (pi)ien) um jogo no qual cada conjunto de
estratégias S; € nao-vazio e finito, N = {1,...,n}. A extensio de G para um jogo
de estratégias mistas € o jogo

I'= (N, (A(Sl))zeN, (Pi)iEN)7

onde a funcao payoff P, : A = A(S1) X -+ x A(S,) — R ¢ dada pela extensao
multilinear da payoff p;. Isso significa que, dado o = (o1,...,0,) € A(S7) X -+ X
A(S,),

Pi(o) = Z 01(51)02(82) =+ - 0 (Sn) Di(51, S25 - -+, Sn),

(317---75n)65
o qual € o retorno estimado do jogador i quando os jogadores assumem o perfil de
estratégias o = (o1,...,0,) € A.
Nesse caso, um perfil de estratégias mistas o* = (o5,...,0%) € um equilibrio de

Nash em estratégias maistas quando
* * * * * * * * * *
Pi<0 ) = Pi(alv e 051,04 ’0i+17 te 7Un) 2 Pi(ah s 7Ji—170ia0i+17 ce 70n)7

para todo o; € A(S;), i=1,...,n.

Note que se o jogo G = (N, (S;)ien, (pi)ien) admitir um equilibrio de Nash em

Y
estratégias puras, digamos s* = (s}, 53, ..., %) € S, entdo o* = (07,...,07), onde
*
ot (1) = 0, set#s;
! 1, set=s; "’

é um equilibrio de Nash em estratégias mistas. De fato, nesse caso, por um lado,

P(c*) = Y oi(s1)on(sn) pilst,- ., 5n)
(81,...78”)65

= pi(sy,...,s0) = pi(s").

Por outro,
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P}, 07 1,01,001,...,00) = > 0i(s1) - 0u(s5) - 0h(s0) pilsis . s)

(81,---,8n)€ES

= Y o) pilsh 5SS 50)
8, €S;

< Y o) pils) = pils).
SiESi

Portanto,
P(c*) = P(oy,...,0; 1,0,,0;1,...,00) > Pi(0],...,00 1,04,00 1,...,00),

para todo o; € A(S;),i=1,...,n.

A reciproca desse fato nao é verdadeira, ou seja, um jogo pode admitir equilibrio
de Nash em estratégias mistas sem que haja um equilibrio em estratégias puras,
como é o caso do jogo pedra-papel-tesoura comentado anteriormente.

Teorema 2.5 (Teorema de Nash). Qualquer jogo de n jogadores na forma normal
com conjuntos finitos de estratégias S; para todos os jogadores possui um equilibrio
de Nash em estratégias mistas.

Como veremos, a demonstracao do teorema de equilibrio de Nash é uma aplica-
¢ao do Teorema de ponto fixo de Brouwer. Na verdade, esses dois resultados sao
equivalentes, como é demonstrado em [19] e em [21].

Finalizamos essa secao com um conceito de solucao de natureza distinta do con-
ceito de equilibrio de Nash. Trata-se do conceito de ponto 6timo-Pareto de um
jogo, também conhecido por equilibrio social.

Definicao 2.6 (Otimo-Pareto). Um ponto s € S ¢ dito dtimo-Pareto (ou eficiente
no sentido de Pareto) para py,...,p, quando satisfaz a sequinte condi¢ao:

Se pi(s') > pi(s) para todo i € {1,...,n} entao p;,(s’) = pi(s) para todo i €
{1,...,n}.

Essa definicao traduz a ideia de Pareto de que uma situacao é eficiente quando
nao for possivel aumentar o lucro de um agente sem diminuir o lucro de outro.

Veja que s € S nao ser 6timo-Pareto para p1,...,p, significa que existe ' € S
tal que p;(s’) > pi(s) para todo i e p;(s’) > p;(s) para algum j. Assim, quando
S=5x---xS,ep,....,pn: S — R sao as funcoes payoff de uma competicao
em n jogadores, com espacos de estratégia Si,...,S,, se s = (s1,...,8,) € S nao é

6timo-Pareto, significa que existe uma solucao s* = (s7,...,s") € S tao boa quanto

r n
s para todos os jogadores e mais lucrativa para pelo menos um dos jogadores.
Como dissemos, a interpretacao de um ponto de equilibrio de Nash é que, nele,

nenhum jogador possui motivagao para mudar sua estratégia se os demais nao o
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fizerem. Isso nao significa que um equilibrio de Nash seja um resultado particular-
mente desejavel para um jogo. Na verdade, devemos pensar num ponto de equilibrio
de Nash simplesmente como uma descricao do que é provavel que aconteca em uma
situagao na qual os jogadores perseguem seus objetivos individuais sem qualquer
tipo de cooperacgao, quer por falta de comunicacao ou simplesmente por nao existir
o interesse em cooperar. Um exemplo classico é o bem conhecido e estudado Dilema
do Prisioneiro no qual existem dois jogadores (prisioneiros), I e I, que sdo chamados
em salas isoladas para confessarem um crime que cometeram. A matriz de retorno
(nimero de anos de prisao) é a seguinte:

TABELA 2. Dilema do Prisioneiro

I\ II nao confessa | confessa
nao confessa (1,1) (5,0)
confessa (0,5) (2,2)

onde o par (a,b) indica a anos de prisdo para I e b anos de prisdo para II. O objetivo
de cada prisioneiro, é claro, é passar o menor nimero de anos possivel na prisao. O
unico equilibrio de Nash para esse jogo é a situacao em que ambos confessam o crime.
Porém, solucao mais interessante para ambos é aquela na qual ambos nao confessam,
que pode ser obtida caso os prisioneiros consigam agir de forma cooperativa entre
si. Assim, o equilibrio de Nash desse jogo nao é eficiente no sentido de Pareto. Na
verdade, no artigo [4], P. Dubey apresenta uma prova matematica de que os equili-
brios de Nash sao, “em geral”, ineficientes no sentido de Pareto. Vemos, entao, que
essas duas importantes definicoes dificilmente sao equivalentes dentro de um jogo,
ou seja, raramente correspondem a mesma combinagao de estratégias. Para além de
uma demonstragao matemaética, podemos fazer esta observagao ao notarmos que, na
Defini¢ao (2.2), o equilibrio é obtido quando os jogadores utilizam as estratégias que
mais os beneficiam, dadas as estratégias dos oponentes, se importando apenas com o
seu proprio ganho, enquanto que na Definigao (2.6), os jogadores também levam em
consideracao se o outro jogador serad prejudicado ou nao. Por isso, comumente um
ponto 6timo-Pareto é chamado um equilibrio social. O equilibrio social no Dilema
do Prisioneiro acima é a configuragao estratégica em que ambos os prisioneiros nao
confessam.

3. A DEMONSTRACAO DO TEOREMA DE EQUILIBRIO DE NASH: UMA
APLICACAO DO TEOREMA DE PONTO FIXO DE BROUWER

A demonstracao de existéncia de equilibrio dada por John Nash é uma bonita
aplicagao do Teorema de ponto fixo de Brouwer. Para o seu entendimento, alguns
pontos preliminares sao os seguintes.
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Definicao 3.1. O simplezo canédnico de dimensao n (ou n-simplexo candnico) € o
subconjunto de R"*! dado por

A" ={(tg,...,t,) € R" | Zti:]- e t; >0, parai=0,...,n}.
i=0

Abaixo, enunciamos o Teorema de ponto fixo de Brouwer. Uma demonstracao
para ele utilizando-se de métodos da Topologia Algébrica pode ser encontrada em
[20]. Para outra abordagem ver [10].

Teorema 3.2 (Teorema de ponto fixo de Brouwer [2]). Seja K C RY um sub-
conjunto compacto e convero de um espaco euclidiano. FEntdo, para toda funcgao
continua [ : K — K, existe x € K tal que f(x) = x.

Para uma demonstracao do lema abaixo, ver [[6], Theorem 1, pag. 69].

Lema 3.3. Sejam H um espago de Hilbert e C' um subconjunto fechado e convexo
de H. Para cada ug € H existe um unico vy € C tal que

lto — voll = inf fjuo ]|

A aplicacgao

Ug — Vo
¢ uma funcao continua, a qual chamaremos de retracao natural de H sobre C, e
que denotaremos por r : H — C. Se H é um espaco vetorial real entao a retracao
natural r satisfaz a sequinte desigualdade variacional:

(up — 1(up), w —r(ug)) <0, para todo w € C,

onde ( , ) denota o produto interno em H.

Demonstracao do Teorema de Equilibrio de Nash. Se Sy, ...,S, sao os espacos de
estratégia dos jogadores 1,2,...,n, respectivamente, todos finitos e nao vazios, o
conjunto de estratégias mistas do jogador i, A(S;), pode ser visto, sem nenhum
prejuizo, como sendo o (d; — 1)-simplexo canonico A%~ € R% onde d; ¢ a cardina-
lidade de S;. Sob essa identificacdo, as funcoes payoff P, : A4—1 x ... x Ad=1 4 R,
devido a sua multilinearidade, sao da forma

Pio1,...,00) = (vi(o1,...,00),0:) +ui(o1,...,00),

onde v; : AN x oo x A%l 5 RE e gy : ADT1 x oo x ATl 5 R sdo funcgdes
continuas que nao dependem da coordenada o; € A%~ 1 < i < n. Aqui, {, )
denota o produto interno canénico de R%. Sejam K = A%~ x ... x Ad~1 C R?,
d=d +---+d,, er: R = K aretracdo natural dada pelo Lema 3.3. Ainda, seja
f: K — K a funcao definida por

f(o) = (o +v(0))

g
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para todo o = (01,...,0,) € K, onde v(o) = (v1(0),...,v,(0)).

R4 o+ v(o)

\
\

*

Pelo Teorema de Ponto Fixo de Brouwer, existe o* = (07,...,0) € K tal que
f(o*) =o*.
Afirmacao: ¢* é um equilibrio de Nash. De fato, como vimos, a retracao natural
r:R? — K & caracterizada pela desigualdade variacional:

(1) (y —r(y),w —r(y)) <0, para todo w € K e todo y € R

Sejam y = o* +v(c*) e w = 0 € K qualquer, 0 = (0y,...,0,). Por hipotese,
r(y) =r(o" +v(0")) = f(o") = o™

Entao, de (1), concluimos que

(2) (v(c*),0 — ") <0, para todo o € K.
De (2), segue que

(3) (v(c*),0; — o) <0, para todo ; € A%,
De fato, basta tomar o ponto o = (0;,0*;) € K e aplicar (2).

Por (3), e desde que v; e u; nao dependem de o;, temos
Pi(o;,0%) = (vi(oi,0%,),0:) +ui(oy,07;)
= (vi(07),0i) +ui(o”)
< (vi(07),07) +ui(o”)
= Po").
Portanto, 0* é um equilibrio de Nash em estratégias mistas para o jogo dado.
OJ

No exemplo do Jogo “pedra-papel-tesoura” que descrevemos anteriormente, vimos
que esse nao admite equilibrio de Nash. No entanto, quando consideramos estraté-
gias mistas (distribui¢oes de probabilidade sobre as estratégias puras), o Teorema
de Nash nos garante a existéncia de pelo menos um equilibrio. Pode-se verificar que
o Gnico equilibrio em estratégias mistas do referido jogo é a situacao em que cada
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jogador assume cada uma das possibilidades de movimento (pedra, papel, tesoura)
com probabilidade 1/3.

4. O CLASSICO MODELO DE OLIGOPOLIO DEVIDO A COURNOT

Suponha n (n > 2) empresas, {1,2,...,n}, produtoras de um mesmo produto
homogéneo. Denote por s; a quantidade desse produto produzida pela empresa i
e seja f; sua funcao custo de producao, ou seja, para produzir a quantidade s;, a
empresa i tem um gasto de f;(s;) reais. Suponha ainda que o pre¢o de venda do
produto no mercado, denotado por ¢, depende da quantidade total de produgao, ou
seja, ¢ = q(Z}Ll s;) (fungdo demanda inversa). Supondo que o mercado consome a
quantidade total produzida pelas empresas, Z’;:l 5, 0 lucro da empresa ¢ ¢ expresso

por
pi(S1,...,5 —q(Zs]> - 8; — fi(si).

Aqui, o dilema da empresa 7 é decidir qual a quantidade s; de produgao é mais
interessante, lembrando que as empresas concorrentes estao simutaneamente com o
mesmo dilema.

Por exemplo, se a situacao é de duopdlio (apenas duas empresas no mercado,
i € {1,2}), com prego de produto no mercado dado por g(s; + s2) := 100 — (s1 + $2)
e fungoes custo de produgao f;(s;) := 10s;, i = 1,2, qual deve ser a previsdo de
quantidades produzidas por cada empresa? Com o principio de que a empresa
toma a sua decisao visando o lucro méximo, se a empresa 1 supoe que a empresa 2
decidira pela quantidade s, de producao, ela buscara a quantidade s; que maximiza
sua funcao lucro,

p1<81752) = (100 — 51 — 82)81 — 1081,

e se a empresa 2 supoe que a empresa 1 decidird pela quantidade s;, ela buscara a
quantidade s, que maximiza sua funcao lucro,

p2<81, 52) = (100 — 81 — 82)52 — 1082.
O equilibrio ocorre quando é alcangada uma configuragao estratética (81, $2) tal que

4 p1(s1,82) < p1(51,82), para todo s;
4) S < 51,8 tod
]92(81752) = p2(81752), para todo Ss;.

Dos métodos do Calculo Diferencial, os candidatos a satisfazerem o Sistema 4 de
desigualdades sao os que satisfazem o sistema

0 .
8]91 (51, SQ) 0
5) 51
( Op2
852 (51, SQ) 0

que possui unica solu¢do §; = 35 = 30. Pode-se verificar que, de fato, (30,30) é o
tnico equilibrio de Nash para a situacao acima. Uma vez alcancada tal configura-
cao, nenhuma das empresas possuird motivagao para alterar unilateralmente a sua
quantidade de producao.
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Veja que no equilibrio de Nash da situacao hipotética acima os lucros serao de
R$900, 00 reais para cada empresa. Mas e se as empresas tivessem o interesse de
cooperar entre si? FExistiria um equilibrio social entre elas? Ou seja, existiria um
ponto 6timo-Pareto para esse jogo? Observamos que todo par (s7, s3) que maximiza
p1(81, 82) + pa(s1, S2) € um Otimo-Pareto, nao sendo necessariamente verdadeira a
reciproca. De qualquer modo, quando analisamos a funcao

(6) P1(31, 82) +p2(51, 82) = (90 — 51 — 82)(31 + 82) = 2025 — (81 + S9 — 45)2

vemos que seu valor maximo é atingido quando s; + so = 45. Assim, toda con-
figuragao estratégica do tipo (s1,45 — s1) € um 6timo-Pareto do jogo. Dentre es-
sas configuracoes, a que agradara igualmente ambas as empresas ¢ aquela em que
s1 = sy = 22,50, e verifica-se que, aqui, os lucros serdo de R$ 1012, 50 reais para
cada empresa.

5. A TEORIA DOS JOGOS APLICADA A BIOLOGIA EvOLUTIVA

“Desde que Darwin leu o trabalho de Malthus, a Teoria de Evolugao se beneficiou
da interacao entre a Ecologia e a Economia. A Teoria dos Jogos Evolutivos pertence
a esta tradigdo: ela funde a ecologia populacional com a teoria dos jogos” (SIG-
MUND; NOWAK, 1999, p. 503, tradugao nossa)'. A Teoria de Evolugdo de Darwin
baseia-se no principio da sobrevivéncia do mais apto, segundo o qual as novas gera-
coes da flora e da fauna sofrem mutagoes. Um individuo que sofreu uma mutacao
ird passa-la para seus descendentes. Apenas aqueles individuos mais adaptados ao
seu ambiente alcancam sucesso na luta pela sobrevivéncia. Decorre desse principio
que, no contexto do processo de evolucao, todo organismo age como se fosse uma
criatura racional, o que significa uma criatura cujo comportamento ¢ direcionado
para um objetivo: maximizar o ntimero esperado de seus descendentes. Dizemos
que o organismo age “como se fosse racional” para enfatizar que ele, por si s6, nao é
uma criatura estrategicamente planejadora.

A Teoria dos Jogos tratava originalmente de problemas enfrentados por tomado-
res de decisao com interesses divergentes (por exemplo, empresas competindo por
um mercado, como no Modelo de Oligopolio de Cournot). No contexto da biologia
evolutiva, as duas noc¢oes basicas da teoria dos jogos, a saber, estratégia e recom-
pensa, precisam ser reinterpretadas. Aqui, uma estratégia nao é um curso de acao
deliberada, mas um trago hereditario; a recompensa é a aptiddo darwiniana (su-
cesso reprodutivo médio). Os “jogadores” sao membros de uma populacdo, todos
competindo por uma parcela maior de descendentes. Se varias variantes de uma
caracteristica ocorrem em uma populagao, a selecao natural leva a um aumento na
frequéncia daquelas variantes com maior aptidao. Se o sucesso de uma caracteristica
nao depende de sua frequéncia, isso acabara por levar a fixacao da variante 6tima.
Mas se o sucesso de um traco depende da frequéncia, entao podemos modelar uma
situacao de competicao, e isso pode ser analisado por meio da teoria dos jogos. A
situacao é semelhante ao que acontece na ecologia de populagoes. Se a presa for

l“Ever since Darwin read Malthus, the theory of evolution has benefited from the interaction of
ecology with economics. Evolutionary game theory belongs to this tradition: it merges population
ecology with game theory.”
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abundante, os predadores aumentarao por um tempo. Mas esse aumento reduz a
abundancia de presas e, eventualmente, leva a uma diminuicao dos predadores. Se
entendermos o niimero de descendentes de um organismo como uma recompensa,
descrevemos um processo que é impulsionado pela maximizacao das recompensas.
Uma vez que o conceito de equilibrio em um jogo também se baseia na ideia de
que apenas estratégias que maximizam os retornos esperados (contra as estratégias
utilizadas pelos outros jogadores) serao escolhidas, temos uma motivagao para usar
ideias da teoria dos jogos para explicar fendmenos evolutivos. Em [17], Maynard
Smith e Price mostraram que, de fato, é possivel usar o conceito de equilibrio de
Nash para lancar uma nova luz sobre a teoria de Darwin. O exemplo que apre-
sentaremos a seguir foi tirado e adaptado de [17] e contém as principais ideias e a
abordagem geral dessa area de pesquisa.

5.1. Exemplo: Tipos pacificos e tipos agressivos. Lutas intraespecificas for-
necem um primeiro exemplo de mudancas em uma populagao que dependem da
frequéncia de uma caracteristica.

Na discussao que se segue, suponha que um determinado animal possa exibir um
de dois tipos de comportamento: o agressivo ou o pacifico. Os tipos diferentes de
comportamento sao expressos quando um animal invade o territorio de outro animal
da mesma espécie. Um tipo agressivo escala numa luta para repelir o invasor até
que a lesao de um dos competidores resolva a questao. Um tipo pacifico apresenta
alguma exibigdo convencional (uma luta de empurrar, por exemplo, onde as lesoes
sdo praticamente nulas) e cede o territorio se o adversario aumentar o embate. Se
um dos animais for do tipo agressivo e o outro do tipo pacifico, o resultado dessa luta
¢ que o agressivo ficard no territério, enquanto que o pacifico seré expulso, ficando
exposto a predadores e outros perigos. Se os dois animais forem pacificos, um deles
acabara saindo do territorio. Suponha que cada um deles saia com probabilidade
%. Se os dois animais forem agressivos, inicia-se uma luta, durante a qual os dois
sao feridos, talvez fatalmente, e no maximo um deles permanecerd no territorio
e produzird descendentes. A tabela abaixo apresenta um exemplo de matriz que
descreve o ntimero esperado de descendentes de cada tipo de animal considerando

0s possiveis encontros.

TABELA 3. Numero esperado de descendentes

Invasor
Pacifico Agressivo
Defensor Paciﬁ(':o 4,4 2,8
Agressivo | 8, 2 1,1

Observe que o jogo na figura acima é simétrico; isto é, ambos os jogadores tém o
mesmo conjunto de estratégias S; = Sy, e suas fungoes payoff satisfazem p; (s, s2) =
pa(S2,81), para cada s = (s1,82) € S =51 X Ss.

Esse ¢ um exemplo de uma populacao de espécie tinica, ou seja, uma populacao
composta por apenas uma espécie animal, onde cada individuo pode exibir um de
varios comportamentos possiveis.
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O foco, agora, é entender o processo dinamico que se desenvolve a partir de muitos
encontros aleatorios entre individuos na populagao, juntamente com o aparecimento
de mutacoes aleatorias.

O namero esperado de descendentes de um individuo que encontra aleatoriamente
outro individuo na populagao depende tanto de seu tipo quanto do tipo de individuo
que encontrou; para ser mais preciso, o nimero esperado depende da probabilidade
y de que o individuo encontrado seja do tipo pacifico (ou da probabilidade 1 — y de
que seja do tipo agressivo).

Cada composicao populacional determina um tnico nimero real y (0 <y < 1) que
é a probabilidade de que um individuo escolhido aleatoriamente na populacao seja
do tipo pacifico. Suponha agora que uma mutacao, antes de nascer, possa “decidir”
que tipo sera (apresentar o tipo pacifico ou o tipo agressivo). Esta “decisao” e as
subsequentes interagoes que a mutacao terd com a populacao podem ser descritas
pela matriz

TABELA 4. Matriz da dinamica mutagao x populagao

Populagao
Pacifico Agressivo
y l-y
Mutagio Paciﬁ(.:o 4,4 2,8
Agressivo | 8, 2 1,1

Na matriz acima, as colunas e as linhas representam os tipos de comportamento.
Se tratarmos a matriz como um jogo, o jogador da coluna é a “populacao”, que esta
implementando uma estratégia mista fixa [y(Pacifico), (1 — y)(Agressivo)]; ou seja,
com probabilidade y, um individuo escolhido aleatoriamente na populagao serd do
tipo pacifico e com probabilidade 1 — y sera do tipo agressivo. O jogador da linha,
que é a mutagao, em contraste, escolhe seu tipo.

Se, por exemplo, a populacdo ¢ composta de 80% de animais do tipo pacifico
(y = 0,8) e 20% do tipo agressivo, e uma nova mutacao ¢ chamada a escolher o
seu tipo quando nasce. O que a mutacao “deveria escolher”” Se a mutacao escolhe
nascer do tipo pacifico, seu nimero esperado de descendentes é

(0,8) x 4+ (0,2) x 2 = 3,6 descendentes,

enquanto que se escolher nascer do tipo agressivo, seu niimero esperado de descen-
dentes é
(0,8) x 84+ (0,2) x 1 = 6,6 descendentes.

E, portanto, nessa situacfio, mais vantajoso para a mutacio escolher nascer do tipo
agressivo. Nenhuma mutacao, é claro, tem a capacidade de decidir se serd do tipo
agressivo ou do tipo pacifico, porque essas caracteristicas sao ou herdadas ou o
resultado de uma mudanca aleatéria na composicao genética. O que acontece na
préatica é que individuos que possuem as caracteristicas de um tipo agressivo irao se
reproduzir mais que individuos que possuem as caracteristicas de um tipo pacifico.
Ao longo das geracoes, o nimero dos do tipo agressivo ird aumentar, e a proporg¢ao
de pacificos para agressivos ndo serda mais 80% para 20%. Uma populac¢ao na qual
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a proporcao de pacificos para agressivos & 80% : 20% &, portanto, evolutivamente
instavel.

Agora, se assumirmos que a mutagao implementa uma estratégia mista fixa [x(Pacifico), (1—
x)(Agressivo)|, as payoffs sao dadas por:

Mutagao: pi(z,y) =4y +2(1—y))+ (1 —2)8y + (1 —1y))

Populagao: py(z,y) =y(de+2(1—2))+ (1 —y)8x + (1 — x))

Nesse jogo em estratégias mistas, pode-se mostrar que os equilibrios de Nash sao
(1/5,1/5), (0,1) e (1,0). O primeiro corresponde a situacdo de uma populacio
composta por 20% de seus elementos sendo do tipo pacifico e, das mutacoes, 20%
“escolhe nascer” do tipo pacifico. Para o segundo, a populacao é toda composta por
tipos pacificos e uma mutacao sempre “escolhe nascer” do tipo agressivo. E o terceiro
¢ o oposto: populacao toda composta por tipos agressivos, com as mutagoes “esco-
lhendo nascer” do tipo pacifico. Vemos que os equilibrios de Nash (0,1) e (1,0) nao
sao evolutivamente estaveis. Na verdade, a definicao de estratégia evolutivamente
estavel é dada pelo seguinte:

Definicao 5.1. Uma estratégia mista x* em um jogo simétrico de 2 jogadores € uma
estratégia evolutivamente estdvel (EEE) se, para toda estratégia mista x diferente de

*

x*, existe g = go(x) > 0 tal que, para todo ¢ € (0,&y),
(7) (1 - €)p1(I,I*) + €p1($,l’) < (1 o 8)])1(56*,13*) + €p1<l’*,$)-

A interpretacdo biolégica para essa definicao é a seguinte. Uma vez que mutagoes
ocorrem na natureza em uma base regular, estamos lidando com populacoes ma-
joritariamente compostas de individuos “normais”, com uma minoria de mutacoes.
Interpretaremos x* como a distribuicao dos tipos entre os individuos normais. Con-
sidere uma mutagao fazendo uso da estratégia x, e assuma que a proporc¢ao dessa
mutacao na populagao é . Todo individuo do tipo x ird4 encontrar um individuo
do tipo 2* com probabilidade 1 — ¢, recebendo, nesse caso, o retorno p;(z,z*), e
encontrara uma mutacao do tipo x com probabilidade ¢, recebendo, nesse caso, o
retorno p;(z, x). A desigualdade dada em (7) nos diz, entao, que em uma populagao
na qual a proporcao de mutagoes é €, o retorno esperado de uma mutacao (o lado
esquerdo da desigualdade) ¢ menor do que o retorno esperado de um individuo nor-
mal (o lado direito da desigualdade) e, assim, a propor¢ao de mutagoes ira decrescer
e, eventualmente, desaparecer com o tempo, com a composicao da populacao retor-
nando a ser majoritariamente do tipo x*. Um “equilibrio evolutivamente estavel” é,
portanto, uma estratégia mista do jogador coluna que corresponde a populacao que
é imune a ser superada por mutacoes.

Uma propriedade das estratégias evolutivamente estéveis é a seguinte.

Teorema 5.2. Se x* é uma estratégia evolutivamente estdvel em um jogo simétrico
de 2 jogadores, entdo (z*,x*) € um equilibrio de Nash simétrico no jogo.

Demonstra¢ao. Suponha z* uma estratégia evolutivamente estavel (EEE). Para mos-
trarmos que (x*, z*) é um equilibrio de Nash, devemos provar que, para todo z # x*,

4
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pr(z,x*) < pi(a*,z*) e po(a*,x) < po(z*, 2*). Como o jogo é simétrico, a desigual-
dade po(z*,z) < po(a*, x*) coincide com a primeira, p;(z,z*) < pi(a*, z*). Assim,
provemos que, dado x # x*, py(x,z*) < py(a*, z*).

Seja x # x* qualquer. Como x* é EEE, existe €9 > 0 tal que, para todo € € (0, &),

(L =e)pi(z, ") +epi(z, ) < (1 —e)pr(a”, %) + epi (a7, x).
Fazendo € — 0, obtemos
pi(z, ") < pi(a”, 7).
O

E importante salientarmos que a reciproca do teorema acima nao é verdadeira, ou
seja, existem jogos simétricos em 2 jogadores, com payoffs nao negativas, admitindo
equilibrio de Nash simétrico (z*, x*) sem que z* seja uma estratégia evolutivamente
estavel.

O exemplo que discutimos nessa secao ¢ comumente encontrado na literatura
como Jogo Falcao-Pomba, em analogia a situacao da dinamica populacional presa-
predador. O tipo agressivo é identificado por falcao e o tipo pacifico por pomba.
Em geral, a matriz de payoff que se coloca é a seguinte:

TABELA 5. Jogo Falcao-Pomba

Falcao Pomba
Falcao | (G-C)/2, (G-C)/2| G, 0
Pomba 0, G G/2,G/2

onde G é o ganho em aptidao darwiniana resultante de vencer a competicao, e C' é
o custo em aptidao darwiniana devido a uma lesao.

6. DISCUSSOES FINAIS

Vimos que a Teoria dos Jogos ¢ uma area de pesquisa que se encarrega da constru-
cao de modelos matemaéticos que descrevem situacoes de competicao e de cooperacao
entre tomadores de decisao racionais. Uma forca motivadora da Teoria dos Jogos
¢ a busca por uma abordagem unificada no tratamento de qualquer situacao de in-
teracao estratégica, e de um principio universal que nos leve a prever os possiveis
desdobramentos em cada uma dessas situacoes, as vezes fornecendo até mesmo in-
dicacoes aos tomadores de decisao sobre maneiras pelas quais eles podem alcancar
seus objetivos. Inicialmente desenvolvida para dar conta de questoes da Economia,
a Teoria dos Jogos possui hoje aplicagoes nas mais diversas areas do conhecimento
humano tais como Ciéncia Politica (e.g. [8]), Psicologia e Ciéncias Sociais (e.g.
[16]), Ciéncia da Computacao (e.g. [13]), Biologia (e.g. [14]), Engenharia (e.g. [5]),
Relagoes Internacionais (e.g. [1]), Saude (e.g. [18]), Filosofia (e.g. [3]), etc.

Com essas notas, esperamos ter instigado o leitor para as potencialidades dessa
area de pesquisa cujo desenvolvimento firma a sua vocacao de produzir didlogo entre
a Matemaética e diversas outras dreas do saber humano.

4
A rmy @ sem

uuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuu




Teoria dos Jogos: da Economia a Biologia Evolutiva 94

7. AGRADECIMENTOS

Gostariamos de agradecer o parecerista andénimo pelos apontamentos de varias
correcoes e sugestoes que certamente contribuiram para melhorar o presente texto.

REFERENCIAS

[1] Peter G. Bennett, Modelling decisions in international relations: game theory and beyond,
Mershon International Studies Review (1995), vol. 39, Issue supplement 1, 19-52.

[2] Luitzen Egbertus Jan Brouwer, Uber Abbildung von Mannigfaltigkeiten, Math. Ann. 71, 97—
115 (1911).

[3] B. Bruin, Game Theory in Philosophy, Topoi 24, 197-208 (2005).

[4] Pradeep Dubey, Inefficiency of Nash Equilibria, Mathematics of Operations Research 11
(1986), no. 1, 1-8.

[5] Oleg Kaplinski and Jolanta TamoSaitiene, Game theory applications in construction engine-
ering and management, Ukio Technologinis ir Ekonominis Vystymas, (2010), vol. 16, n. 2,
348-363.

[6] David G. Luenberger, Optimization by vector space methods, John Wiley & Sons, Inc., 1969.

[7] Michael Maschler, Eilon Solan, Shmuel Zamir, Game Theory. Cambridge University Press,
2013.

[8] B. de Mesquita, Game Theory, Political Economy, and the Evolving Study of War and Peace,
American Political Science Review, 100(4) (2006), 637-642.

[9] John Milnor, A nobel prize for John Nash, Math. Intelligencer 17 (1995), no. 3, 11-17.

[10] John Milnor, Analytic Proofs of the “Hairy Ball Theorem” and the Brouwer Fized Point The-
orem, The American Mathematical Monthly, vol. 85, no. 7 (1978), 521-524.

[11] Thais Fernanda Mendes Monis, Sobre Teoremas de Equilibiro de Nash, Tese de doutorado,
ICMC/USP, 2010.

[12] John Forbes Nash, Non-cooperative games, Ann. of Math., 54 (1951), no. 2, 286-295.

[13] Yoav Shoham, Computer science and game theory, Communications of the ACM, vol. 51,
Issue 8 (2008), 74-79.

[14] Karl Sigmund, Martin A. Nowak, Evolutionary game theory, Current Biology (1999), Vol. 9,
no. 14, 503-505.

[15] Pim, B. A.; Souza, L. L. G.; Monis, T. F. M., Uma breve introdugéao a teoria dos jogos, C.Q.D.
- Revista Eletronica Paulista de Matemaética, Bauru, v. 21, p. 69-80, dez. 2021.

[16] H. M. Samieh and K. Wahba, Knowledge Sharing Behavior from Game Theory and Socio-
Psychology Perspectives, 2007 40th Annual Hawaii International Conference on System Scien-
ces (HICSS’07), 2007, pp. 187c-187c.

[17] J. Maynard Smith, G. R. Price, The logic of animal conflict, Nature 246 (1973), 15-18.

[18] Katefina Stanikova; Joel S. Brown; William S. Dalton; et al, Optimizing Cancer Treatment
Using Game Theory - A Review, JAMA Oncol. (2019), vol. 5, n. 1, 96-103.

[19] Juan Pablo Torres-Martinez, Fized points as Nash equilibria, Fixed Point Theory Appl. 2006,
Art. ID 36135, 4 pp.

[20] James W. Vick, Homology Theory - an introduction to Algebraic Topology, Second Edition,
Springer-Verlag, 1994.

[21] Jingang Zhao, The equivalence between four economic theorems and Brouwer’s fized
point theorem, working paper, Dept. Economics, Iowa State Univ., 2002; available at
econ.iastate.edu/faculty /jingang /wp/fpt.pdf

ﬁﬁ RM @ sBMm

REVISTAMATEMATICAUNIVERSITARIA . S0CIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA



95 T. F. M. Monis, B. A. Pim

UNIVERSIDADE ESTADUAL PAuLIsSTA (UNESP)
INSTITUTO DE GEOCIENCIAS E CIENCIAS ExaTAS (IGCE)
AVENIDA 24 A, 1515, BELA VISTA

Rio CraAro, SP

13506-900

Email address: thais.monis@unesp.br, b.pim@unesp.br

lﬁ"ﬁ RMU @ sBMm

REVISTAMATEMATICAUNIVERSITARIA . S0CIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA



	1. Introdução
	2. O que é um jogo?
	3. A Demonstração do Teorema de Equilíbrio de Nash: uma aplicação do Teorema de Ponto Fixo de Brouwer
	4. O clássico modelo de oligopólio devido a Cournot
	5. A Teoria dos Jogos aplicada à Biologia Evolutiva
	5.1. Exemplo: Tipos pacíficos e tipos agressivos

	6. Discussões finais
	7. Agradecimentos
	Referências

