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COMPARACAO DE TOPOLOGIAS
SOBRE AS PARTES DE UM ESPACO METRICO

MARCIO COLOMBO FENILLE

REsuMo. No reticulado das topologias sobre as partes fechadas e limitadas de um
espaco métrico X com mais que um ponto ha duas particularmente importantes
para as quais nao ha comparagao imediata, a saber, a topologia métrica de Haus-
dorff e a topologia semifinita superiormente. Mostramos que estas topologias sao
comparéaveis se, e somente se, ndo existem em X dois fechados nao vazios e disjun-
tos, um dos quais limitado, com distancia nula entre si, caso em que a topologia
métrica de Hausdorff é estritamente mais fina que a topologia semifinita superior-
mente. Apresentamos alguns elementos tipicos da diferenca das duas topologias,
considerando os casos em que o0 espago contém ou nao tridngulos escalenos.

1. INTRODUCAO E TEOREMA PRINCIPAL

A colecao de todas as topologias sobre um conjunto nao vazio constitui um ret:-
culado sob a ordem parcial de inclusdo; ver [9]. Duas topologias que se relacionam
segundo esta ordem sao ditas compardveis e, neste caso, aquela que contém a outra
é dita mais fina que a outra, ou estritamente mais fina, caso a inclusao seja estrita.
Decidir se duas dadas topologias sobre um mesmo conjunto sao comparaveis e, no
caso positivo, estabelecer a comparacao, ¢ um tipico exercicio inicial de qualquer
curso de Topologia. No entanto, isto nem sempre é tarefa facil. Mais que simples
(ou ndo tao simples) exercicio, estabelecer comparagao entre topologias é um enge-
nho por vezes decisivo para a resolucao de problemas complexos, tendo em conta que
algumas propriedades de um espago podem ou nao se manter quando trocamos sua
topologia por uma mais fina ou por uma menos fina, e lidar com certos problemas
assumindo uma ou outra topologia sobre o espaco pode ser decisivo para torné-lo
mais simples ou mais complexo.

Este tipo de empreitada aparece com frequéncia em situagoes em que duas ou mais
topologias sobre um dado conjunto possam ser consideradas, digamos, naturais, isto
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é, construidas naturalmente a partir de algo conhecido ou condicao dada a priori.
E um cenario assim que passamos a descrever.

Iniciamos com um espaco topolégico (X, 7) e consideramos o conjunto p(X), que
chamamos as partes de X, constituido de todos os subconjuntos nao vazios de X.
A colegao das partes dos abertos nao vazios de X, isto é, B={p(A): @ £ AecT}é
base para uma topologia sobre p(X) que chamamos a topologia semifinita superior-
mente e denotamos por 7,. Impossivel dizer que esta nao seja uma maneira natural
de se construir uma topologia sobre p(X) a partir de 7; alids, esta naturalidade car-
rega o fato de que a funcdo p : (X, 7) = (p(X), 7,) dada por pu(x) = {z} é continua.
Nao s6 isso, esta topologia desempenha um papel importante na teoria de funcoes a
multivalores (fung¢oes que a cada elemento do dominio associam um subconjunto nao
vazio do contradominio). Explicamos: dada uma fungao a multivalores f : Y —o X
entre espacos topologicos, podemos consideré-la como uma fungao (no sentido usual)
f:Y — p(X). Se consideramos sobre p(X) a topologia semifinita superiormente,
entdo f:Y —o X é semicontinua superiormente (como func¢ao a multivalores) se, e
somente se, f : Y — p(X) é continua (como fung¢ao no sentido usual). Para detalhes
sobre este assunto recomendamos |7, §.

Ocorre que, exceto no caso em que o espago X é unitario (possui um tnico ponto),
o espaco topoldgico (p(X),7,) ndo possui boas propriedades de separacao; ele nao
satisfaz sequer o axioma 7T; de separacdo (Lema 2.1) e, portanto, ndo é metrizéavel,
ainda que (X, 7) o seja. Por 6bvio, é certo dizer que 7, depende apenas da topologia
7, sendo pois independente de qualquer métrica que acaso exista em X a induzir 7.

Suponhamos entao que seja este o caso, isto é, que (X, 7) seja metrizavel e que
seja d uma métrica em X que induz a topologia 7. Nao ha sobre p(X) uma métrica
natural induzida por d, mas ha sobre q(X), o subconjunto de p(X) formado pelos
fechados ndo vazios e limitados de X, a métrica de Haudorff dg (que ndo pode ser
estendida para p(X); ver Se¢do 3). A topologia induzida pela métrica dy sobre q(X)
é chamada a topologia métrica de Hausdorff e denotada por 7. A naturalidade a
que nos referimos sobre a métrica dgy contém a informacao de que a funcdo u :
(X,d) = (q(X),dy) dada por p(z) = {z} é uma isometria.

Portanto, dado um espaco métrico X, acabamos de definir duas topologias sobre
q(X), a saber, a topologia métrica de Hausdorff 75, induzida pela métrica d de X,
e a topologia 7, que faz de (q(X), ;) subespago topologico de (p(X), 7,), sendo pois
induzida pela topologia 7 de X que, por sua vez, é induzida pela métrica d. Para
que ndo reste davida, 7, = {V Nq(X) : V € 7}, e esta, assim como 7,, também serd
chamada topologia semifinita superiormente. Portanto, ao cabo, tanto 75 quanto 7,
sao induzidas pela métrica de X (embora 7; dependa apenas da topologia), porém
de maneiras distintas e com resultado distinto, em geral, como logo se vé.

Se X é um espaco métrico unitario, entao q(X) também o é, e, por conseguinte,
7, = 7. Caso contrério, as topologias 7, e Ty sao necessariamente distintas; de
fato, 7, ndo pode conter 74, uma vez que o espaco (q(X), 7y) satisfaz o axioma T}
de separagao (por ser metrizavel), mas o espaco (q(X), 7;) nao satisfaz (Lema 2.2).
Mais do que isso, hé casos em que as topologias 7, € Ty nao sao sequer comparaveis.
O resultado principal deste artigo, que anunciamos a seguir, fornece uma condigao
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necessaria e suficiente, sobre o espago X, para que as topologias 74 e Ty sejam
comparéaveis e, sob tal condicao, estabelece a comparacao.

Teorema 1.1. Sejam X um espago métrico com mais que um ponto e q(X) a colegao
dos fechados nao vazios e limitados de X. A topologia semifinita superiormente 7,
e a topologia métrica de Hausdorff Ty sobre q(X) sao compardveis se, e somente se,
nao existem em X dois fechados nao vazios e disjuntos, um dos quais limitado, com
distancia nula entre si; neste caso, Ty € estritamente mais fina que 7.

Importa observar que a condi¢ao sobre o espaco X enunciada no Teorema 1.1 nao
depende apenas da topologia de X, mas também, como se haveria de esperar, de
sua métrica. Isto ficarda mais claro com os exemplos da Se¢ao 4.

A prova do Teorema 1.1 é apresentada na Secao 5. Antes, nas Secoes 2 e 3,
relembramos alguns fatos sobre as topologias 7, e 7. Na Se¢ao 4 introduzimos uma
terminologia para elucidar a hipdtese sobre o espago X expressa no Teorema 1.1.

Como ja dito, sejam as topologias 7, e Ty comparaveis ou nao, 7, jamais contém
Ty (exceto se X é unitéario). Alias, o Lema 2.2 fornece elementos tipicos da diferenca
Tr \ Ty, a saber, todos os conjuntos q(X)\ {{z}} com z € X. No caso em que 75 € 7
nao sao comparaveis, tem-se ainda que 75 nao contém 7, e, conforme se vé na prova
do Teorema 1.1, um elemento tipico da diferenca 7, \ 74 é da forma p(A) N q(X),
onde A C X & um aberto que contém um fechado nao vazio e limitado C' tal que
d(C, X\ A) = 0. Este conjunto p(A)Nq(X) é um aberto bésico do espago (q(X), 75),
ao passo que o anteriormente considerado q(X) \ {{z}}, embora aberto do espaco
(q(X), TH), pode nao ser um aberto bésico, ou seja, nao ser uma bola aberta em
q(X) segundo a métrica dy. Por outro lado, é 6bvio que se a diferenca 74 \ 74 € nao
vazia, entdo existe uma bola aberta no espaco métrico (q(X),dy) que ndo pertence
a 74. O Teorema 6.1 e sua prova mostram como obter uma tal bola. Curiosamente,
a prova deste teorema traz separadamente os casos em que o espaco X é discreto
ou nao discreto e, no segundo caso, considera que o espaco X pode ou nao conter
tridngulos (subconjuntos de trés pontos) escalenos.

Toda a terminologia de topologia geral e espagos métricos segue a referéncia [6].

Para finalizar esta introducao, enfatizamos que, além da topologia semifinita su-
periormente e da topologia métrica de Hausdorff, ha outras topologias importantes
sobre q(X) ou, mais geralmente, sobre o conjunto dos fechados nao vazios de X,
conhecido na literatura como hiperespaco de X. Deixamos aqui duas referéncias: o
artigo [2], um dos primeiros a reunir contetdo substancial sobre o tema, e o livro
[3], com muita informagao consolidada.

2. A TOPOLOGIA SEMIFINITA SUPERIORMENTE

Sejam (X, 7) um espago topologico e p(X) o conjunto dos subconjuntos nao vazios
de X, que doravante chamamos as partes de X. A colecao das partes dos abertos de
X, isto &, B={p(A): @ # A€ 7} é base para uma topologia sobre p(X) chamada
a topologia semifinita superiormente e denotada por 7.

Se X possui mais que um ponto, a topologia 7, nao é discreta (ainda que 7 seja
discreta). De fato, dados a,b € X, o conjunto {{a},{a,b}} é um subconjunto de
p(X) que nao pertence a 7, (verificagdo por conta do leitor ou da leitora). Mais que
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isso, exceto no caso em que X é unitario, o espaco (p(X), 7,) nao satisfaz sequer o
axioma 77 de separagao. Fsta é uma consequéncia do seguinte lema:

Lema 2.1. Seja (X, 7) um espaco topoldgico com mais que um ponto. Para cada
xr € X, o conjunto unitdrio {{z}} ndo € fechado no espago (p(X), 7).

Demonstracao. Dado um ponto x € X, como X tem mais que um ponto, temos
que X € p(X)\ {{z}}. Seja U uma vizinhanga basica de X em p(X). Entdo
X € U =p(A) para algum A aberto em X. Segue que A = X e, assim, {z} € U, o
que mostra que p(X) \ {{z}} ndo é aberto. O

Suponhamos que o espago (X, 7) seja metrizavel e que seja d uma métrica em X
que induz a topologia 7. Consideramos o subconjunto q(X) C p(X) cujos elementos
sao as partes fechadas e limitadas de X, isto é, os subconjuntos de X que sao
nao vazios, fechados e limitados. Observamos que ser fechado ¢ uma propriedade
topologica (depende apenas de 7) ao passo que ser limitado é uma propriedade
métrica (depende da métrica fixada d induzindo 7).

A topologia 7, induz sobre q(X) uma topologia que denotamos por 7, e continua-
mos a chamar topologia semifinita superiormente. Os abertos basicos do subespaco
topologico (q(X), 74) s@o da forma p(A) Ng(X) com @ # A € 7.

Observamos que, em geral, p(A) N q(X) # q(A). Por exemplo, se X = [0, 3] com
a métrica usual herdada da reta, entdao A = (1, 3] é aberto em X e o intervalo (1, 2]
pertence a q(A), por ser fechado em A, mas nao pertence a p(A4) N q(X), por nao
ser fechado em X.

O resultado expresso no Lema 2.1 permanece valido para o subespaco (q(X), 7).

Lema 2.2. Seja X um espago métrico com mais que um ponto. Para cada x € X,
o conjunto unitdrio {{x}} nao € fechado no espago topologico (q(X), 1,).

Demonstracao. Dado x € X, seja C' € q(X) o conjunto formado por x e por um
segundo ponto de X. Seja U uma vizinhanga basica de C' no espago (q(X), 7).
Entao U = p(A)Nq(X) para algum aberto A de X contendo C'. Segue que {z} € U.
Portanto, toda vizinhanca de C' em q(X) contém {z}, o que implica que o conjunto
unitario {{z}} nao é fechado. O

Segue do Lema 2.2 que o espaco (q(X), 7q) ndo satisfaz o axioma T} de separacao
e, por conseguinte, nao é metrizavel.

3. A TOPOLOGIA METRICA DE HAUSDORFF

Seja (X, d) um espago métrico e, como antes, seja q(X) o conjunto das partes
fechadas e limitadas de X. Para cada subconjunto nao vazio C C X e cada nimero
real ¢ > 0, chamamos de e-vizinhan¢a de C' em X ao aberto V.(C) = {x € X :
d(x,C) < €}. Claro que para um subconjunto unitéario {x} C X, sua e-vizinhanca
V.({x}) é simplesmente a bola aberta B.(z) de centro z e raio € em X.

A métrica de Hausdorff dg sobre q(X) é definida como segue: dados A, B € q(X),

duy(A,B) =inf{e >0: ACV.(B) e BC V.(A)}.
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Uma prova de que dg é de fato uma métrica sobre q(X) pode ser vista em |7, Pro-
posi¢ao 4.3]. Em [1, Exercicio 53 do Capitulo 1| ha a seguinte defini¢ao alternativa
para a métrica de Hausdorff: dados A, B € q(X),

dy(A, B) = max{ sup d(a, B), sup d(b, A)}
acA beB

Observagoes simples mas que justificam a atencao voltada apenas as partes fe-
chadas e limitadas do espaco X sao as seguintes: (i) a métrica de Haudorff nao
pode ser estendida para o conjunto das partes (apenas) limitadas, uma vez que se
um subconjunto A C X é limitado mas nao é fechado, entao A esta estritamente
contido em seu fecho cl(A), que é ainda limitado, e tem-se dg(A,cl(A)) = 0; (ii)
do mesmo modo, dy ndo pode ser estendida para as partes (apenas) fechadas, pois
se 0 espaco X nao é limitado, dados um ponto x € X e um subconjunto fechado
e ilimitado A C X (por exemplo, A = X), ndo existe ¢ > 0 tal que A C V.({z}),
donde dy({z}, A) nao esta definido.

Os seguintes sao alguns exemplos simples para auxiliar o leitor ou a leitora que
pela primeira vez se depara com a métrica de Hausdorff:

(1) Dados z,y € X, tem-se dy({z},{y}) = d(z,y); assim, a funcdo p: (X,d) —
(q(X), dH) dada por u(x) = {z} é uma isometria.
(2) Sex € X e B e q(X), entao dy({z}, B) = sup,cp d(x,b).
(3) Para os subconjuntos A = {(2,0): 0 <z <a} e B={(z,y): 2> +y* <V?}
do plano euclidiano, com a > b > 0 dados, tem-se dy (A, B) = max{a— b, b}.
A topologia métrica induzida sobre q(X) pela métrica dy é chamada a topologia
métrica de Hausdorff e denotada por 7g.

Dados C' € q(X) e um ntimero real 7 > 0, a bola aberta BZ(C) em q(X), de
centro C' e raio r, pode ser caracterizada como segue: para cada A € q(X),

AeBIC) & Fe€(0,r) : ACV.(C) e C CV.(A).
Exemplo simples mas elucidativo ¢ o da bola aberta cujo centro é um subconjunto

unitario {z} de X; temos:

B'({z})= | p(B.(x))nq(X).

e€(0,r)

4. FECHADOS LIMITADAMENTE ASSINTOTICOS

Nesta breve secao introduzimos um conceito para simplificar a referéncia e elucidar
a hipotese expressa no Teorema 1.1 como sendo equivalente a comparabilidade das
topologias métrica de Hausdorff e semifinita superiormente.

Definigao 4.1. Diz-se que um espaco métrico (X, d) tem a propriedade dos fechados
limitadamente assintdticos (a propriedade F.L.A.) se existem fechados nao vazios e
disjuntos C, D C X, um dos quais limitado, tais que d(C, D) = 0.

Lembramos que se C, D C X sao fechados nao vazios e disjuntos, um dos quais é
compacto, entdo tem-se necessariamente d(C, D) > 0. Por conseguinte:
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(1) Os espagos euclidianos nao tem a propriedade F.L.A., ji que seus subconjun-
tos fechados e limitados sao compactos.

(2) Se X é compacto, entdo X nao tem a propriedade F.L.A., uma vez que seus
subconjuntos fechados sao compactos.

Para ilustrar, apresentamos exemplo de um espago métrico que tem a propriedade
F.L.A. Seja X o plano cartesiano munido da métrica euclidiana d. Considere sobre
X a métrica limitada padrdo d induzida por d, isto é, d(z,y) = min{d(z,vy),1}.
As métricas d e d induzem a mesma topologia sobre X, ja que as bolas abertas
de raio menor que 1 coincidem sob ambas as métricas. Considere os subconjuntos
C ={(z,0): x € R} e D ={(x,1/z) : © € (0,00)}. Temos que C' e D sao
fechados nao vazios e disjuntos e, sob a métrica d, ambos sio limitados. Além disso,
d(C, D) = 0. Portanto, o espaco métrico (X, d) tem a propriedade F.L.A.

Uma forma alternativa que utilizamos na introducao do artigo para expressar a
propriedade F.L.A. é a seguinte: (X, d) tem a propriedade F.L.A. se existe um aberto

A em X contendo um fechado néao vazio e limitado C tal que d(X \ A,C) = 0.

5. PROVA DO TEOREMA PRINCIPAL

Com a terminologia introduzida na Secao 4, o Teorema 1.1 pode ser enunciado
alternativamente como segue: para um espago métrico X com mais que um ponto,
as topologias 7, e Ty sobre q(X) sao compardveis se, e somente se, X nao tem a
propriedade F.L.A.; neste caso, Ty € estritamente mais fina que 7.

Prova do Teorema 1.1. Seja (X, d) um espago métrico com mais que um ponto.

Seja z € X um ponto. Pelo Lema 2.2, q(X) \ {{z}} ndo pertence a 7;. Por outro
lado, como 75 ¢ uma topologia métrica, o conjunto unitario {{z}} é fechado em
q(X) segundo 7g, donde q(X) \ {{z}} pertence a 7y. Isto mostra que 7y nao estd
contida em 7,. Observamos que esta conclusao ¢ independente do espago X ter ou
nao ter a propriedade F.L.A.

Suponha que X tenha a propriedade F.L.A. e sejam C, D C X fechados nao vazios
e disjuntos, com C' limitado, tais que d(C,D) =0. Entao C € q(X)e A=X\D ¢
um aberto em X contendo C, o que implica que U = p(A)Nq(X) é uma vizinhanca
de C' em q(X) segundo a topologia 7,. Afirmamos que U nao pertence a 7. De fato:
dado um nimero real » > 0, como d(C, D) = 0, existe y € D tal que d(y,C) < r/2.
Seja " = C'U {y}. Entao C" € q(X) e temos C' C V,2(C) e C C V,2(C’), donde
C'" € BE(C). Por outro lado, C" ¢ U, pois y ¢ A. Isto mostra que nao existe r > 0
tal que B (C) C U e, assim, U nao ¢ aberto em q(X) segundo 7. Portanto, 7, ndo
estd contida em 1. Como antes concluimos que 7y nao estd contida em 7, segue
que as topologias 7, € Ty nao sao comparaveis.

Suponha que X nao tenha a propriedade F.L.A. Vamos provar que 7, estd contida
em 7y. Seja U um aberto bésico de q(X) segundo 74, isto é, U = p(A) N q(X), onde
A & um aberto ndo vazio de X. Seja C' um elemento de U. Entao C' ¢ um fechado
nao vazio e limitado de X, com C' C A. Segue que D = X \ A é um fechado de
X disjunto de C'. Como X nao tem a propriedade F.L.A., a distancia r = d(C, D)
¢ positiva. Afirmamos que B (C) C U. De fato: se K € BH(C), entao existe
e € (0,r) tal que K C V.(C) C A, o que implica que K € U. Portanto, 7, estd
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contida em 7. Como antes concluimos que 7y nao estd contida em 7, segue que
Ty ¢ estritamente mais fina que 7. 0

6. ELEMENTOS TIPICOS DA DIFERENCA DAS TOPOLOGIAS

Nesta secao final cumprimos nosso compromisso, assumido na introducao do ar-
tigo, de descrever bolas abertas em (q(X),dy) que ndo pertencem a topologia 7.

Teorema 6.1. Seja X um espaco métrico com mais que um ponto. Entao existem
um real v > 0 e um subconjunto F' C X, com dois ou trés pontos (logo F € q(X)),
tais que BHE(F) ¢ 74 e, portanto, BE(F) é um elemento da diferenca 7 \ 7.

Para provar o Teorema 6.1 consideramos separadamente o caso em que o espago
X & discreto e o caso em que X nao é discreto. No segundo caso, utilizamos dois
resultados preliminares envolvendo a (in)existéncia de triangulos escalenos em X.

Por um tridngulo em um espago métrico (X,d) entendemos um subconjunto
{1, 29,23} C X composto de trés pontos distintos. Diz-se que um tal triangulo
é escaleno se as trés distancias d(z1, x3), d(z1,x3) e d(xs, x3) sdo distintas; caso con-
trario, diz-se que o triangulo é isdsceles. Um numero real » > 0 é chamado uma
distancia factivel em (X, d) se existem x,y € X tais que r = d(z,y).

Lema 6.2. Seja X um espago métrico com quatro pontos no qual todos os triangulos
sao isosceles. Entao hd no mdzrimo trés distincias factiveis em X.

Demonstracao. Seja X = {x1,x9, 3, x4}. As distancias factiveis em X sao d(x1, xs),
d(x1,x3), d(x1,T4), d(2, x3), d(x2, 24) € d(x3,24), € queremos provar que no MAaximo
trés delas sdo distintas. Suponhamos, ao contrario disso, que (pelo menos) quatro
destas distancias sejam distintas. Entao os quatro pontos de X comparecem na
realizacao destas distancias, pois se apenas trés comparecessem teriamos apenas
trés distancias. Além disso, ou todos os pontos comparecem duas vezes ou h& um
ponto que comparece trés vezes. No primeiro caso, as quatro distancias distintas
seriam d(z;, z;), d(z;, x), d(z;, ;) e d(xy, x;) para alguma permutacao (i, 7,k,[) de
(1,2,3,4). Como o triangulo {z;, x;, 1} deve ser isosceles, a distancia d(z;, zj) deve
ser igual a d(x;, x;) ou d(z;, xx). Por outro lado, também o triangulo {x;, x4, ;} deve
ser isosceles, o que forga que d(z;, xy) seja igual a d(z;,x;) ou d(z, x;). Assim che-
gamos a uma contradicao. No segundo caso, isto ¢, se h4 um ponto de X que
comparece trés vezes na realizacao das quatro distancias distintas, entao estas dis-
tancias devem ser d(x,, xp), d(zq, ), d(xq, 24) € d(xp, z.) para alguma permutacgao
(a,b,c,d) de (1,2,3,4). Mas disto resulta que o triangulo {x,,z, .} é escaleno,
o que estd em contradicao com a hipotese sobre X. Portanto, h4 no maximo trés
distancias factiveis em X, conforme enunciado. O

Os seguintes sdo modelos simples para um espaco métrico X = {x1,x9, x3, 4}
que tem trés distancias factiveis e cujos triangulos sao todos isosceles:

(1) No plano cartesiano, sejam x1, x5 e x3 0s vértices de um triangulo isosceles
cujos angulos internos, medidos em graus, nao sejam 15, 15,150 ou 30,75, 75
ou 60, 60,60 ou 120, 30, 30, e seja x4 o circuncentro do triangulo.
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(2) Para um modelo no espaco tridimensional, iniciamos com um triangulo isos-
celes {x1,x2, 23} que ndo seja equilatero, e consideramos a semirreta L que
inicia no circuncentro e é perpendicular ao plano do triangulo. Para qual-
quer ponto x escolhido sobre L, o espaco X = {z1, z9, x3, 24} terd todos os
seus triangulos isésceles. Além disso, ha apenas duas maneiras de escolher
o ponto x4 em L de modo que haja apenas duas distancias factiveis em X,
havendo trés para todas as outras escolhas.

O leitor ou a leitora terd divertimento ao verificar os detalhes destes exemplos.

Lema 6.3. Seja X um espaco métrico nao discreto em que todos os tridngulos sao
isdsceles. Entao existe um subespaco X' = {x1,x9, w3, 24} de X no qual as distancias
factiveis satisfazem

0< d($1,$4) < d(l‘l,l'g) = d($3,$4) < d(l’l,{fg) = d(ﬂfg,l’g) = d(ZL‘Q,I4).

Demonstracao. Seja r1 € X um ponto de acumulagao de X e seja x5 € X um ponto
qualquer diferente de z;. Entao existem xz3, x4 € X tais que

0< 4d($1,l’4) < 2d($1,l’3) < d(l’l,ﬂfg).

Como todos os triangulos em X sao isésceles, o mesmo ocorre com os triangulos em
X" ={x1,29,x3,24}. Pelo Lema 6.2, existem (no méximo, e, portanto) exatamente
trés distancias factiveis em X', a saber, d(z1,x2), d(x1,z3) e d(xq1,x4). Além disso,
temos: (i) como o triangulo {zy,x3, 24} é isosceles e d(xq,x4) < d(xy,x3)/2, segue
que d(x3,x4) = d(z1,x3); (i) como o triangulo {xq,x9, x4} é isOsceles e d(xq,x4) <
d(x1,29)/2, segue que d(xg,x4) = d(z1,x9); (iii) como o triangulo {xs,z3, x4} &
isosceles e d(xs3,x4) = d(x1,x3) < d(x1,22)/2, segue que d(za, x3) = d(z2, x4). O

Provados estes lemas, passamos a prova do Teorema 6.1.

Demonstracao do Teorema 6.1. Conforme antecipado, consideramos dois casos:

e X DISCRETO: provaremos que para cada conjunto finito F' C X, com mais que
um ponto, existe um nimero real r > 0 tal que BY(F) = {F} ¢ 7,.

Seja F' = {x1,...,x,} C X, com n > 2. Entdo F' é aberto, fechado e limitado.

Suponha F' # X. Como F é finito e X \ F' é fechado, a distancia 6 = d(F, X \ F)
é positiva. Considere o real ¢ = min{d(z;,z;) : z;,z; € F, x; # x;} e seja r =
min{e, §}. Entdo r > 0 e temos B (F) = {F}. De fato: dado K € q(X), temos:

(i) se K nao esta contido em F, entdo existe x € K\ F e d(z, F) > 0, o que
implica que = ¢ Vs(F) D V,.(F), donde K ¢ BH(F);

(ii) se K esta contido propriamente em F', entdo existe x; € F\ K e d(z;, K) > ¢,
o que implica que F' ¢ V.(K) D V,(K), donde K ¢ BF(F).

Segue de (i) e (ii) que: se K € B (F), entdo K = F, ou seja, BY(F) = {F}.
Vamos provar que {F'} ¢ 7,. Suponha o contrario; entdo, como {F'} é um conjunto
unitario, deve existir um aberto A C X tal que {F'} = p(A4) N q(X), o que &
impossivel, ja que F' tem mais que um ponto.

Suponha agora F' = X (consequentemente, X finito). Considere o real positivo
r = min{d(z;, z;) : z;,x; € X, x; # x;}. Dado um subconjunto proprio K C X,
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para cada z; € X \ K temos d(z;, K) > r, o que implica que X ¢ V,(K), donde
K ¢ BH(X). Segue que B (X) = {X}, ao passo que, pela razdo de antes, { X} ¢ 7.

e X NAO DISCRETO: provaremos que existem um real r > 0 e um subconjunto
F C X, com dois ou trés pontos, tais que BP (F) ¢ 7.

Consideramos primeiro o caso em que X possui um tridngulo escaleno e, em
seguida, o caso em que todos os triangulos em X sao isosceles. A prova é similar
em ambos 0S casos.

Suponhamos que exista um triangulo escaleno {xy,x2, 23} em X e sejam r; =
d(x1,29), 19 = d(x2,23) e r3 = d(x1,23). Sem perda de generalidade, podemos
assumir r; < ro < rs. Ponhamos F' = {x1,22} e G = {x9,23}. Sejad > 0 um nimero
real tal que 79 +20 < r3,esejamr =ry+20 e =ry+ 0. Entdo r, < e <r <rs.
Segue que G C V.(F) e F C V.(G), o que mostra que G € B (F). Vamos provar
que BY(F) ¢ 7,. Suponhamos o contrario; entao existe um aberto A C X tal que
G € p(A)Nq(X) C BE(F). Logo, G C Ave, assim, {{z3}} € p(4)Nq(X) C BA(F),
o que implica que {z3} € BY(F). Por outro lado, como z; € F e r < d(z,x3),
temos que F' € V,.({z3}). Isto perfaz uma contradi¢do. Portanto, BY (F) ¢ 7.

Suponhamos agora que todos os triangulo em X sejam is6sceles. Pelo Lema 6.3,
existe um subespago X' = {x1, z9, x3, 74} de X tal que 0 < d(z1,x4) < d(x1,23) =
d(xg,x4) < d(x1,29) = d(x9,23) = d(x2,24). Ponhamos F' = {x9, 23,24} ¢ G =
{x1,29,24}. Sejam € e r numero reais tais que d(z1,z4) < ¢ < r < d(x1,x3).
Segue que G C V.(F) e F C V.(G), o que mostra que G € BZ(F). Como antes,
vamos provar que BY(F) ¢ 7,. Suponhamos o contrério; entdao existe um aberto
A C X tal que G € p(A)Nq(X) C BE(F). Logo G C A e, assim, {{z2}} €
p(A) Nq(X) € BE(F), o que implica que {z,} € BX(F). Por outro lado, como
3 € Fer < d(xz,x3), temos que F € V,({z2}). Isto perfaz uma contradigao.
Portanto, B (F) ¢ ,. O

A primeira vista, a possibilidade de que todos os triangulos em um espaco mé-
trico nao discreto possam ser isésceles pode parecer estranha. Para evitar que este
estranhamento persista (e provocar no leitor ou na leitora questionamentos para
alem da existéncia), apresentamos um exemplo: consideramos um conjunto infinito
enumeravel X = {x, z1,Zs,...} e definimos uma métrica d sobre X estabelecendo
que d(xy,, r,) = d(z,, T,) para quaisquer m,n > 0 e, para m < n,

0 if m=n
d(xpm, x,) = 1/n se 0=m<n
I/m se 0<m<mn

Deixamos ao leitor ou a leitora o trabalho de verificar que d é de fato uma métrica
sobre X, que o espago métrico (X, d) tem zy como (seu unico) ponto de acumulagao
e que todos os triangulos neste espago sao isosceles.

Subespacos de espacos euclidianos nos quais todos os triangulos sao isosceles sao
necessariamente finitos; eles sao chamados conjuntos isdsceles. Vérios artigos sobre
tais conjuntos foram publicados na primeira década do século corrente. Indicamos
as referéncias [4, 5, 10| para quem se interessar pelo tema.
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