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O TEOREMA ESPECTRAL E SUAS MISTERIOSAS RELACOES
COM O TEOREMA DA DECOMPOSICAO PRIMARIA

RONALDO FREIRE DE LIMA

RESUMO. Neste artigo, apresentamos demonstracoes alternativas do Teorema Es-
pectral e do Teorema da Decomposi¢do Priméria, mostrando que o primeiro de-
corre diretamente do segundo.

1. INTRODUCAO

E notério que uma parte considerdvel da Algebra Linear, enquanto teoria, dedica-
se ao estudo dos operadores lineares, isto é, das transformacgoes lineares T': V' — V|
em que V' é um espago vetorial arbitrario. (Aqui, nos restringiremos aos de dimenséao
finita.) E também estabelecido que a abordagem mais natural aos operadores linea-
res da-se por meio de decomposicoes desses em “suboperadores”, o que corresponde
a um processo de diagonalizacao em blocos das matrizes que os representam.

Mais especificamente, a cada operador linear T' definido num espago vetorial real
V' de dimensao n € N, como se sabe, estd associada uma familia de matrizes reais
n X n, em que cada uma delas representa T com respeito a alguma base de V.
Uma decomposicao de T', entdao, é um processo que visa determinar, nessa familia,
a matriz mais simples possivel, sendo o caso 6timo aquele em que essa matriz é
diagonal. Nessa ocorréncia, diz-se que o operador T' é diagonalizdvel.

A simplicidade das matrizes diagonais, inclusive do ponto de vista operacional,
concede aos operadores diagonalizaveis um status de exceléncia, fato que torna o
resultado seguinte um dos mais notéveis da Algebra Linear.

Teorema Espectral. Seja V' um espaco vetorial real de dimensao finita munido
de um produto interno. Entdo, todo operador linear autoadjunto T:V — V ¢é
diagonalizavel. Consequentemente, existe uma base ortonormal de V' formada por
autovetores de T
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Relembremos que, dado um espago vetorial V' munido de um produto interno (, ),
um operador linear 7': V' — V é dito autoadjunto quando cumpre a condicao:

(Tv,w) = (v, Tw) Yv,w € V.

Aplicando-se a igualdade acima aos vetores de uma base ortonormal B, de V,
conclui-se facilmente que um operador 7' : V. — V ¢é autoadjunto se, e somente
se, a matriz de T" com respeito a base B ¢é simétrica. Dessa forma, os operadores
autoadjuntos nao so sao facilmente identificiveis, mas também existem em abun-
dancia. Mais que isso, o conjunto A formado por todos os operadores autoadjuntos
T :V — V (munido das operacoes usuais de adi¢ao e multiplicagdo por escalar)
constitui um espago vetorial real, o qual é isomorfo aquele formado pelas matrizes
reais simétricas de ordem n = dim V. Esses fatos, dentre outros, atestam a referida
notabilidade do Teorema Espectral.

Neste artigo, temos como primeiro proposito o de mostrar que o Teorema Espec-
tral decorre diretamente de um interessante resultado sobre decomposicao de ope-
radores, conhecido como Teorema da Decomposi¢ao Primaria, o qual é raramente
considerado em textos introdutérios de Algebra Linear. Assim, o nosso segundo
proposito é o de resgatar o Teorema da Decomposi¢ao Primaria, apresentando, in-
clusive, uma demonstracao alternativa do mesmo, mais simples que as usuais.

Um dos grandes atributos do Teorema da Decomposi¢ao Primaria, o qual justifica
plenamente o seu resgate, é a aplicabilidade. Com efeito, além do Teorema Espectral,
muitos resultados fundamentais em Algebra Linear podem ser obtidos do Teorema da
Decomposi¢ao Priméria. O mais imediato é a caracterizagdo de operadores lineares
diagonalizaveis como aqueles cujos polindmios minimos sao produtos de polindomios
monicos de grau 1. (A prova desse fato estd contida no argumento que conclui a
nossa demonstragao do Teorema Espectral.)

Decorre também do Teorema da Decomposicao Priméaria que as raizes do polino-
mio minimo de um operador linear sdo precisamente seus autovalores, e que, para
todo operador linear T': V' — V, existe um subespaco de V' o qual é invariante por
T e tem dimensao 1 ou 2. Por fim, outros importantes teoremas de decomposicao
podem ser estabelecidos a partir do Teorema da Decomposi¢ao Primaria, tais como o
Teorema da Decomposigao Ciclica (cf. [2]) e o célebre Teorema (da forma candnica)
de Jordan (cf. [1]).

2. PRELIMINARES

No que se segue, denotaremos por V' um espago vetorial real arbitrario de dimensao
n € N e munido de um produto interno (, ). O conjunto dos polinémios de varidvel
t e coeficientes no corpo dos reais R serda denotado por Z[t,R].

Dados um operador linear 7" : V' — V' e um polinémio

p(t) == apt® + ap "+ Fagt +ap € 2, R],
define-se o operador p(T) : V — V por
p(T) == a3 TF + ap_ T" ' + -+ a,T + aol,
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109 R. F. de Lima

em que I denota o operador identidade de V. Quando p(T") é o operador nulo, o qual
indicaremos por 0, diz-se que p anula T' ou, equivalentemente, que p é um anulador
de T.
Por exemplo, o polindémio p(t) = t*+ 1 anula o operador T : R? — R? cuja matriz
com respeito a base canonica é:
0 -1
m=19 75

De fato, identificando-se T' com sua matriz [T, temos que

2
0 -1 10 -1 0 10 0 0
p([T])—[1 01 +[0 11_[ 0 —1]*[0 1]_[0 0]’
donde p(T") = 0, isto é, p anula 7.
Para todo operador linear 7' : V' — V| existe um polinémio p € Z[t,R] que
o anula. Para constatarmos isso, lembremos que o espaco vetorial formado pelos

operadores lineares de V, o qual denotamos por .Z(V), tem dimensao n? (por ser
isomorfo ao espago das matrizes n x n). Logo, o conjunto

{1,T,7% ..., T"},

por conter n? + 1 operadores, ¢ necessariamente LD em £ (V). Assim, existem
escalares ag,...,a,2 € R, nao todos nulos, para os quais a igualdade

aol +a;T + -+ a, T =0
se cumpre, donde se conclui que o polinémio

p(t) = ag+ art + - + apt”™
anula o operador linear T' € Z (V).

Definig¢ao 1. O polinémio minimo de um operador linear 7' € Z (V') é o polindmio
monico de menor grau que anula 7. (Lembre que um polinémio é dito ménico quando
o coeficiente do seu termo de maior grau é 1.)

A existéncia de anuladores de um operador 7' : V' — V assegura a existéncia
do polinémio minimo de 7. Verifiquemos, através do algoritmo da divisao, a sua
unicidade. Para tanto, suponhamos que m;,my € Z[t,R] sejam polindmios mi-
nimos de T. Pelo algoritmo da divisdo, existem ¢,r € Z[t,R], com r = 0 ou
grau () < grau (my), tais que mg = myq + r, donde r = my — myq. Se r fosse nao
nulo, multiplicando-o por ¢ = 1/ay, em que a; é o coeficiente de seu termo de maior
grau, teriamos que cr seria um polindmio monico, e também um anulador de T, ja
que my e mo 0 sdo. Isso, porém, violaria a minimalidade de my. Assim, devemos ter
r = 0. Dai, e do fato de m; e my serem ambos monicos e de mesmo grau, segue-se
que ¢ = 1 e, portanto, que m; = my.

De modo inteiramente analogo, isto é, através do algoritmo da divisao, estabelece-
se a propriedade fundamental dos polindomios minimos, a saber: Para todo operador
T € Z(R"), e todo anulador p de T, o polinémio minimo m de T divide p. Com
efeito, pelo algoritmo da divisdo, existem polindémios ¢,r € Z[t,R], com r = 0 ou
grau(r) < grau(m), tais que p = gm + r. Argumentando como acima, concluiriamos
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que se r fosse nao nulo, entao cr seria um polinémio moénico e anulador de T', o que
contradiria a minimalidade de m.

Dado v € V, diz-se também que p € Z[t,R| anula T em v, quando p(T)v = 0. O
polindomio minimo de T em v é entao definido como o polinémio moénico de menor
grau que anula 7" em v. Analogamente, verifica-se que o polinémio minimo de 7" em
v divide qualquer polinémio que anule T em v.

Denotaremos o nicleo de um operador linear 7" : V' — V por kerT, e o seu
conjunto imagem por T'(V), isto é,

kerT'={veV;Tv=0} e T(V)={Tv;veV}.

Verifica-se facilmente que ker T" e T'(V') sao ambos subespagos vetoriais de V, bem
como que um operador linear 7" : V' — V ¢é injetivo se, e somente se, ker T' = {0}.
Além disso, pelo Teorema do Nucleo e da Imagem,

dimV = dimker 7'+ dim T'(V),

de modo que T' é um isomorfismo (isto é, é invertivel) se, e somente se, é injetivo.

Dado um operador linear T : V' — V| diz-se que um subespago vetorial W de V' é
T-invariante, se T(W) C W. Note que, quando W é T-invariante, o operador linear
Tlw: W — W fica bem definido.

O autoespagco de um operador T associado a um ntmero real A,
Wy :=ker(T — \I),

¢ um importante exemplo de subespaco T-invariante. Observe que todo vetor nao
nulo v € W) é um autovetor de T cujo autovalor associado ¢ A, isto ¢, Tv = Av.

3. DEMONSTRACOES DOS TEOREMAS

Inicialmente, relembremos que, pelo Teorema Fundamental da Algebra, todo po-
linémio p € Z|t, R| se decompde de forma tnica como

p(t) = (p1(£)™ ... (pr(t)’*, s1,...,5, €N,

em que pi, ..., P Sa0 polindémios irredutiveis (i.e., que ndo admitem divisores), de
grau 1 ou 2, e distintos entre si. Nesse contexto, os polinomios py, ..., p, sao ditos
os fatores primos de p.

O Teorema da Decomposicao Primaria estabelece que, para todo operador linear
T:V — V, existe uma decomposicao de V' em subespacos T-invariantes, os quais
sdo determinados pelos fatores primos do polinémio minimo de 7. (Note que os
fatores primos de um polinémio minimo sao todos ménicos, uma vez que m o é.)
Mais precisamente:

Teorema da Decomposicao Primaria. Considere um operador linearT : V — V,
bem como a decomposicio de seu polindomio minimo m por fatores primos:

m(t) = (p1(£))* ... (pr(t))**, s1,...,5; € N.

Nessas condicoes, V' admite a sequinte decomposicao:

V=W & - oW,
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111 R. F. de Lima

em que W; denota o nicleo de p;(T)%. Além disso, para todo indice i = 1,...k,
sdo vdlidas as sequintes afirmacoes:

o W, € T-invariante;

e O polinomio minimo de T

s S
w; €D; -

Vejamos, primeiramente, que o Teorema da Decomposicao Primaria implica di-
retamente o Teorema Espectral. Antes, convém observarmos que toda poténcia de
um operador autoadjunto T é também um operador autoadjunto, como pode ser
facilmente verificado. Consequentemente, vale o mesmo para p(T'), qualquer que
seja o polindémio p € Z[t,R]. Lembramos ainda que autovetores de um operador
autoadjunto associados a autovalores distintos sao, necessariamente, ortogonais.

No lema seguinte, estabelecemos algumas propriedades adicionais dos operadores
autoadjuntos.

Lema 1. Sdo verdadeiras as sequintes afirmacoes a respeito de um operador auto-
adjunto T :'V —V :

i) Dado k € N, se T* = 0, entdo T = 0;

ii) Se p(t) = t* + bt + ¢ € irredutivel, entao p(T) € invertivel.

Demonstragao. (i) O resultado é 6bvio para k = 1. Suponhamo-lo verdadeiro, entao,
para k € N. Assim, supondo-se T#*! = 0, para todo v € V, tem-se

(T*v, TFv) = (T, TF ) = 0,
donde se obtém T*v = 0 e, pela hipétese de inducio, que T' = 0.
(ii) Suponhamos, por absurdo, que exista um vetor u € V, tal que
p(T)u=0, |lul =1
Nesse caso, uma vez que [(T'u,u)| < ||T'u|| (pela desigualdade de Cauchy-Schwarz)
e (T?u,u) = ||Tul|? (por T ser autoajunto), para b > 0, tem-se
0 = (p(T)u, w) = [Tull? + b{Tu,u) + ¢ > | Tull> — b|Tul + ¢ = p(—|Tul])

Analogamente, se b < 0, tem-se p(||T'u||) < 0. Porém, sendo p um polinémio ménico
quadratico e irredutivel, devemos ter p(t) > 0Vt € R. Dessa contradigao, segue-se
que kerp(T') = {0}, donde se infere que p(7') é um operador injetivo e, portanto,
invertivel. 0

Demonstracao do Teorema Espectral. Consideremos a decomposicao do polinémio
minimo m de T por fatores primos:

m(t) = (p1(t))* (p2(t))™ ... (pr(1))**, s; €N, i=1,...k,

lembrando que cada p; é um polindomio ménico irredutivel de grau 1 ou 2. Designan-
do-se por W; o nicleo de (p;(T'))%, segue-se do Teorema da Decomposi¢ao Priméria
que W; é T-invariante e que vale a igualdade

W=W & & W
Além disso, m; := (p;)® é o polindmio minimo do operador (autoadjunto)
E4
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Em particular, p;(7;) é autoadjunto e
mi(Ty) = (pi(T})) =0 Vi=1,...k.

Segue-se dessa ultima igualdade e do Lema 1-(i) que p;(7;) = 0, donde se infere
que p; é o polinémio minimo de T;, isto é, s; = 1. Além disso, pelo Lema 1-(ii), p;
tem grau 1, uma vez que p;(7;) ndo é invertivel. Dessa forma, o polinémio minimo
de T se escreve como

mt)=0t—X)...(t—X), NeR, i=1,...,k,
donde W; = ker(T' — \;I) = W), e, portanto,
V=W, & - &W,,.
Conclui-se facilmente dessa ultima igualdade e da T-invaridncia dos autoespagos
W, que o operador T' é diagonalizdvel, bem como que A;,...,\; s@o seus auto-
valores. Além disso, uma vez que autovetores de T em diferentes autoespagos sao

ortogonais, tomando-se uma base ortonormal em cada um dos autoespagos W),
obtém-se uma base ortonormal de V' formada por autovetores de T. 0

Passemos a demonstragdo do Teorema da Decomposicao Primaria, na qual fare-
mos uso do seguinte

Lema 2. Para quaisquer operadores lineares T, ..., Tp: V — V, tem-se
dimker(T1Ty ... T;) < dimker 77 + dimker 75 + - - - + dim ker 7.

Demonstracao. Pelo Principio da Indugao, basta considerarmos o caso k = 2. Fazen-
do-se K := ker(T1T5), é imediato que T5(K) C ker 7. Dai, e do Teorema do Nicleo
e da Imagem, tem-se

dim K = dim 75(K) + dim ker Ty|x < dim ker T + dim ker 75,
como queriamos demonstrar. O]

Demonstracio do Teorema da Decomposi¢io Primdria. Vejamos, inicialmente, que
W; :=kerp®(T) #{0} Vi=1,... k.

Supondo, por absurdo, que W; = {0} para algum i, temos que p;(T)% : V —
V' é um isomorfismo. Claramente, os operadores p;(7)% comutam, donde pode-
mos supor, sem perda de generalidade, que i = k. Agora, existe w € V, tal que
pi(T)% ... pp_1(T)%*1w # 0. Caso contrario, pi* ...p," 7" seria o polindmio minimo
de T. Porém, sendo pi(7T)% um isomorfismo, existe v € V, tal que px(T)%v = w.
Logo,

m(T)v =pi(T)™ ... pe—1(T)* ' pe(T)* v = pr(T)* ... pra (T) " w # 0,

o que, obviamente, é uma contradi¢do. Assim, W; # {0}Vi=1,... k.
Suponhamos, agora, que exista um vetor nao nulo w € W; N W;, i # j. Nesse
: S5 A . s’ . o e
caso, p;' e p;/ anulam T em w e, portanto, o polinomio minimo de 7" em w divide
z . . S ~ . .
ambos, o que é absurdo, visto que p;’ e p;’ sdo primos entre si. Logo,

WiNnW; = {0} Vi#je{l,. .. k}
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Além disso, temos
V =kerm(T) = ker(pi(T)°* ... pr(T)%),
o que, juntamente com o Lema 2, nos da
dimV =dimkerm(T) < dimWj + --- + dim Wy, = dim (W; & - - - @ Wy),
donde V=W, & .- W,.

Segue-se facilmente da comutatividade de T' com p;(T)* que cada subespago W;
¢ T-invariante. De fato, dado v € W;, tem-se

pi(T)*"Tv = Tp;(T)%v = 0,
o que implica Tv € W;.

Provemos, finalmente, que o polinémio minimo de 7|y, o qual denotaremos por
m;, é pi*. Supondo-se, sem perda de generalidade, que ¢ = 1, definamos o polinémio
p=mups’ ...

e vejamos que 0 mesmo anula T. De fato, tomando-se v = wy + -+ + wy € V,

w; € W;, e lembrando-se que pj (T)w; = 0, tem-se
p(T)o = ma(T)p(T) ... pp" (T)(wi + -+ - + wy)
= my(T)p*(T) ... ppf (T)(wy + -+ - + wy—1) +
my(T)p3*(T) - .. o (T)wi
= mi(T)p3*(T) ... pp" (T) (w1 + -+ + we—1).

Repentindo-se esse procedimento k — 1 vezes, chega-se facilmente a:
p(Tyv = my(T)p3(T) ... pi(T)wr = p(T) ... pi* (T)mu (T)wy
= p2(T)...p0(T)m1(T|w,)wr = 0.

Desta forma, p anula T' e, portanto, m divide p. Em particular, pi* divide m;.
Porém, uma vez que W é o nicleo de pi*(T'), temos que

Pi (Tlwy) = P (T)lw, =0,
isto é, pi* anula T'|y,. Logo, pela minimalidade de my, devemos ter pi* =my. O
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