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REsUMO. No presente trabalho, abordamos uma interessante relagao entre fungoes
complexas holomorfas e campos de vetores conformes (ou simplesmente, campos
conformes) definidos em subconjuntos abertos do plano Euclidiano munido de uma
métrica Riemanniana conforme a métrica canénica. Nesse sentido, provaremos que
as Unicas métricas Riemannianas no plano Euclidiano que admitem tal relacao sao
conformes & métrica canodnica.

1. INTRODUCAO

Dizemos que campos de vetores conformes (ou simplesmente, campos conformes)
sobre um aberto Riemanniano (aberto de R™ munido de uma métrica Riemanniana)
sao campos de vetores, cuja derivada de Lie na sua dire¢ao nos fornece uma aplicagao,
expressa através do produto de uma fungao real suave (chamada de fator conforme)
pela métrica Riemanniana. Estes campos de vetores representam generalizagoes dos
campos de Killing e dos campos homotéticos, pois verifica-se que campos de Killing
e homotéticos sao campos conformes com fator conforme nulo e fator conforme
constante, respectivamente. Convém ainda salientar que os campos conformes sao
assim designados em alusao as transformagoes conformes.

Diante do exposto, usamos a identificacao dos planos complexo e Euclidiano para
estudar relagoes entre as fungoes complexas holomorfas e os campos conformes,
estabelecendo uma interessante identificacao entre o espaco das func¢oes complexas
holomorfas definidas sobre um mesmo subconjunto aberto do plano complexo e
o espaco dos campos conformes sobre abertos Riemannianos do plano Euclidiano
munidos com uma métrica Riemanniana conforme & métrica candnica. Finalmente,
provaremos que esta identificagao é possivel apenas para métricas Riemannianas
conformes & métrica candnica do plano Euclidiano.

Data de aceitacao: .
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Esta identificacao ajuda a evidenciar a relacao existente entre o carater conforme
das func¢oes complexas holomorfas e o carater conforme dos campos conformes em
abertos Riemannianos do plano Euclidiano munidos com uma métrica Riemanniana
conforme & métrica candnica. Devemos ressaltar que a referida identificacao permite
apresentar uma maneira bem simples de construir exemplos de campos conformes a
partir de fungoes complexas holomorfas, bem como caracterizar os campos conformes
definidos sobre abertos Riemannianos do plano Euclidiano munidos com métricas
Riemannianas conformes & métrica candnica.

2. PRELIMINARES

Nesta secao, apresentamos algumas preliminares do trabalho que encontram-se di-
vididas em trés subsecoes, onde abordamos as fungoes complexas holomorfas, abertos
Riemannianos e os campos conformes, incluindo definigoes e resultados importantes
na compreensao e demonstragao dos resultados principais.

2.1. Funcoes Complexas. Recordamos aqui as funcoes complexas e alguns dos
conceitos relacionados a estas, tais como limite, continuidade, derivada complexa e
culminando com fung¢oes holomorfas. Estaremos admitindo nogoes elementares sobre
topologia no plano complexo e anélise complexa, bem como omitindo demonstragoes,
que podem ser encontradas em Avila [1] ou Soares [16].

Primeiramente, devemos lembrar que dado um subconjunto U C C nao vazio,
dizemos que uma funcao complexa na varidvel complexa z é uma correspondéncia,
denotada por f : U C C — C, que associa a cada elemento zy € U um tnico
elemento f(z) € C.

Na sequéncia, introduzimos a noc¢ao de limite para fungoes complexas definidas
em subconjuntos abertos.

Definicao 1. Sejam f: U C C — C uma funcao definida num subconjunto aberto,
zo € C um ponto de acumulacao do subconjunto U e wy € C um nimero complexo.
Se dado qualquer € > 0, existe § > 0 satisfazendo

0<|z—2]| <0 = |f(2) —wo| <,

dizemos que wq € limite de f com z € U tendendo a zy e denota-se lim f(z) = wp.
Z—r20

De modo similar ao conceito de limite sobre func¢oes reais em uma variavel real,
verifica-se que se o limite existe, entdo deve ser tnico (cf. Avila [1] ou Soares [16]).
Para além disso, dadas fungoes f,g: U C C — C definidas num subconjunto aberto,
zo € U um ponto de acumulacao de U e uma constante ¢ € C, tais que

lim f(z) =w;, e lim g(2) = ws.
Z2—20 Z—20

confirmam-se as seguintes propriedades:
(a) Tim (cf)(z) = cu,
(b) lim (f +g)(z) = wi +wz e
(©) T (/- g)(2) = wyws.
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A partir do conceito de limite, apresentamos a definicao de continuidade de uma
funcao complexa em um ponto do seu dominio.

Definigao 2. Seja f : U C C — C uma func¢ao definida num subconjunto aberto,
entao dizemos que f € continua no ponto zy € U se satisfaz

lim f(z) = f(z0)-

Z—r20

Quando f € continua em todos os pontos de U, dizemos apenas que f é continua.

No que diz respeito & nocao de continuidade de fungoes em uma varidvel complexa,
verificam-se propriedades similares as presentes em fungoes reais de uma variével real
(cf. Guidorizzi [7]). De fato, dadas fungoes f,g : Uy CC —-Ceh: Uy C C— C
definidas em subconjuntos abertos com f(U;) C Us, f e g continuas em zy € U; e h
continua em f(zp), valem as afirmagoes:

(a) As fungoes complexas, dadas por
cf:U,cC—C, f+g:UcC—C e f-g:UcCcC—C

sao continuas em zg;
(b) A fungao composta ho f: U; C C— C ¢é continua em 2.

Nesse momento, definimos a derivada complexa em um ponto do dominio de uma
funcao complexa de uma varidvel complexa.

Definigao 3. Seja f : U C C — C uma func¢ao definida num subconjunto aberto,
entao [ € derivdvel em um ponto zy € U se existe o limite
o) = i TE =G0

z2—20 Z— 2

que serd chamado de derivada de f em zg.

Na sequéncia, apresentamos algumas das propriedades da derivada de funcoes
complexas que se assemelham com as propriedades da derivada real.

Proposicao 1. Sejam f,g: U C C — C fungoes definidas num subconjunto aberto
e derivdveis em 2y € U e ¢ € C uma constante arbitrdaria, entao as sequintes fungoes
cfif+g,f-9g:UCC— C sao derivdveis em 2y e valem as igualdades:

(a) (cf)'(20) = ¢+ f'(20);
(b) (f +9)(20) = f'(20) + 9'(20);
(c) (f-9)(20) = f(20)9'(20) + g(20) f'(20)-

O proximo resultado estende mais uma conclusao que é vélida para funcoes reais
de uma variavel real.

Proposigao 2. Sejam f: U C C — C uma func¢ao definida num subconjunto aberto
e derwdvel em zy € U, entao [ € continua em zy.

Dando prosseguimento, apresentamos a seguir uma versao da Regra da Cadeia
para func¢oes complexas em uma variavel complexa.

% RMuU @~ sBm

REVISTAMATEMATICAUNIVERSITARIA . S0CIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA




147 J. F. da Silva Filho, L. B. Fernandes e M. B. da Silva

Proposicao 3 (Regra da Cadeia). Sejam f: Uy C C —- Ceg: Uy, C C — C
definidas em subconjuntos abertos com f(Uy) C Us. Se f € derivdvel em zy € Uy e
g € derivdvel em f(zy) € Us, entao go f : Uy C C — C € derivdvel em zy e vale a
1qualdade

(g0 f)(20) = ¢'(f(20)) ' (20)-

Agora vamos definir funcao holomorfa que serd de grande importancia para a
compreensao dos resultados principais desse trabalho.

Definicao 4. Dizemos que uma fung¢ao complexa f : U C C — C definida num
subconjunto aberto € holomorfa, quando existe a derivada f'(z) para todo z € U.

Devemos lembrar que comumente identifica-se o conjunto dos ntimeros complexos
com o plano Euclidiano, através da bijecao 7 : R? — C, definida por 7 (z,y) = z+yi.
Usando essa identificacao, podemos escrever uma funcao complexa f: U C C — C
definida em um subconjunto aberto na forma

f(z) =u(z) +iv(z),

ou alternativamente,

flz,y) = u(z,y) +iv(z,y),

onde as fungoes u e v correspondem as partes real e imaginéria de f, respectivamente
(cf. Avila [1] ou Soares [16]).

Diante do exposto, apresentamos dois resultados que apresentam as condigoes de
Cauchy-Riemann como uma condi¢ao necessaria e suficiente para que uma fungao
complexa seja derivavel.

Proposigao 4. Seja f : U € C — C uma funcao complexa definida sobre um
subcongunto aberto e escrita na forma f(z) = u(z,y) + w(z,y). Suponha que f
é deriwdvel num ponto zo = xo + iy € U, entao sao satisfeitas as condigoes de
Cauchy-Riemann, dadas por

0 0 0 0
a—Z(l’o’yo) = 8_Z(m0’y0) € a—;(l'o’yo) = _8—Z($0>y0)~

Encerrando a subsecao, apresentamos um resultado que corresponde a reciproca
da Proposigao 4, possibilitando a caracterizacao das fungoes complexas holomorfas
através das condigoes de Cauchy-Riemann.

Proposicao 5. Seja f : U C C — C uma func¢do complexa definida sobre um aberto
e escrita na forma f(z) = u(x,y) +iv(x,y), tal que as derivadas parciais de u e v
existem em U e sao continuas em zy = xo + 1yo € U. Suponha que as condicoes de
Cauchy-Riemann sao satisfeitas em zg, entao f € derivdavel nesse ponto.

2.2. Abertos Riemannianos. Nesta segunda subse¢ao, introduzimos importantes
conceitos de Geometria Riemanniana restritos a subconjuntos abertos do espaco
Euclidiano R™. No decorrer do trabalho, usaremos as notagoes C*(U) e X(U)
para denotar os conjuntos das fungoes reais suaves e dos campos de vetores suaves,
respectivamente, definidos sobre um subconjunto aberto nao vazio U de R".
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No intuito de estabelecer notagoes, vamos fixar um aberto nao vazio U C R" e
definir os campos de vetores suaves 0., : U — R™ (i = 1,2,...,n) da seguinte forma

8@- (p) = €4,
onde e; € R™ é o vetor que possui ¢-ésima coordenada igual a 1 e as demais nulas.

Dados X € X(U) arbitrario, uma fun¢ao f € C*°(U) e um ponto p € U, definimos

(1) X(Hp) =D Xip)5 ()
i=1 !
onde X1, X5,..., X, : U — R denotam as funcoes coordenadas de X.

Esta relagdo nos permite identificar qualquer X € X(U) como uma aplicagao
X : C®(U) — C>(U) que associa cada f € C*(U) a funcado suave X(f) : U — R,
definida conforme (1). Inspirado nessa ideia, enunciamos a proxima defini¢ao.

Definigao 5. Sejam X,Y € X(U) definidos sobre um aberto nao vazio U C R",
dizemos que (X,Y) : U — R € a fun¢ao suave, dada por

(X, Y)(p) = (X (), Y(p),
onde (-,-) no 2° membro denota o produto interno canodnico de R™.

Observagao 1. Diante da Definicao 5, observa-se que:

(a) As fungoes coordenadas de X € X(U) podem ser expressas por X; = (X, 0,),
onde 1 <i<n.
(b) Podemos adotar as aplicagées dx;dz;, dx? : X(U) x X(U) — C>(U), dadas por

dridr; (Y, Z) = (00, Y)(0s,, Z) € da}(Y,Z) = {0y, Y )(0n,, Z),
onde 1 <1i,5 <n.

Nesse momento, revisitamos um resultado que permite introduzir uma operagao
entre campos vetores.

Proposicao 6. Dados X,Y € X(U) definidos sobre um aberto nao vazio U C R",
existe um unico campo de vetores Z € X(U) que satisfaz

Z(f) = XY (f) =Y X([),
para toda fungao f € C*(U).

Demonstracao. Inicialmente, vamos escrever

X = zn:Xlazl (S Xn:}/;‘axj,
i=1 Jj=1

onde X;,Y; € C*(U) denotam fungoes coordenadas. Dessa forma, podemos definir

(2) 2= %i0n,
k=1

_ n 8Yk 8Xk
onde Zk = zl:l (Xla_xl — }/28_1,‘[)
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Nessas condigoes, observa-se que

oYy; of
3) ZX@@ Oz, ZX Jax 8%

,j=1 1,j=1

bem como,

(4)

0X; 0f
8x] (%UZ_I—Z ¥

8 (’33:]

portanto decorre de (2), (3) e (4) que Z(f) = XY (f) - YX(f). O

Diante da Proposicao 6, podemos agora introduzir mais um importante conceito,
chamado colchete de Lie (ou simplesmente, colchete).

Defini¢ao 6. Dados X, Y € X(U) definidos sobre um aberto nao vazio U C R",
dizemos que o colchete de X eY € o campo de vetores suave denotado por [X,Y] e
que satisfaz

(X, Y](f) = XY (f) = YX(f),
para toda funcao f € C(U).

Agora apresentamos o conceito de métrica Riemanniana em subconjuntos abertos
nao vazios do espaco Euclidiano.

Definicao 7. Uma métrica Riemanniana definida num aberto nao vazio U C R™ €
uma aplica¢io g = (-, ), que associa a cada p € U, um produto interno (-,-), em R"
de modo que a func¢ao

pelU —  (X(p),Y(p)
¢ suave para todo par de campos de vetores X,Y € X(U).

Na sequéncia, trazemos um exemplo bem elementar de métrica Riemanniana no
espago Euclidiano.

. ~ _ n 2 . 7.
Exemplo 1. A aplicagcdo go = ) ., dz} que associa todo ponto do espaco Euclidiano
R™ ao produto interno candnico é uma métrica Riemanniana, chamada de métrica
FEuclidiana candnica (ou simplesmente, métrica canénica).

O proximo exemplo nos mostra uma maneira de construir métricas Riemannianas
sobre um aberto de R", partindo de uma funcao suave positiva e da métrica candnica.

Exemplo 2. Sejam U C R™ um aberto nao vazio e p € C*(U) uma fun¢ao positiva,
entdo a aplicacdo g = p*go € uma métrica Riemanniana sobre U.

Diante da definicao de métrica Riemanniana, introduzimos a seguir o conceito de
aberto Riemanniano.

Definicao 8. Um aberto Riemanniano é um subconjunto aberto nao vazio U C R",
munido com wma métrica Riemanniana g, denotado simplesmente por (U, g).

Descrevemos a seguir, dois exemplos de abertos Riemanianos.

% RMuU @~ sBm
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Exemplo 3. Seja U C R" um subconjunto aberto nao vazio, entio (U,go) € um
aberto Riemanniano.

Exemplo 4. O subconjunto aberto U = {(x1,x9,...,2,) € R"; 2, > 0} munido
com a métrica Riemanniana g = x,%gy € um aberto Riemanniano, conhecido por
espaco hiperbolico e comumente denotado por H™.

Em analogia ao conceito de base ortonormal, apresentamos a no¢ao de referencial
ortonormal.

Definigao 9. Um referencial ortonormal sobre um aberto Riemanniano (U, g) € um
conjunto de campos de vetores {Ey, Es, ..., E,} C X(U) satisfazendo a condi¢ao

(E;, Ej)y = 0;; (delta de Kronecker),
para todos 1 < i,j5 < n.

Para ilustrar a defini¢ao anterior, trazemos um exemplo bastante conhecido de
referencial ortonormal.

Exemplo 5. Dado um aberto nao vazio U C R", verifica-se que o subconjunto
{041,000y, 0s, } T X(U)
¢ um referencial ortonormal em (U, go).

Na sequéncia, apresentamos a definicao de campo gradiente definido sobre abertos
Riemannianos.

Definigao 10. Sejam (U, g) um aberto Riemanniano e f € C*(U) uma fungao,
entao o gradiente de f € o campo de vetores V [ que satisfaz a condicao

(Vf, X)g = X(f),
para todo X € X(U).

O préoximo exemplo mostra que a defini¢ao de gradiente anteriormente apresentada
coincide com a defini¢ao usual, quando consideramos um subconjunto aberto nao
vazio munido com a métrica candnica.

Exemplo 6. Sejam (U, go) um aberto Riemanniano e f € C®(U) uma fungao,
entao o gradiente de f € dado por

Vf= Zg—iaxi.
=1

De fato, primeiro escrevemos o gradiente de f na forma
n
i=1

onde Y; € C*°(U) com 1 < i < n. Usando a Defini¢ao 10, obtemos

- 0
(95, XD, = X(5) = (X001

para todo X € X(U).
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af

O

Combinando as relagdes obtidas, verifica-se que Y; = =~ paracadai € {1,2,...,n},

donde concluimos que

conforme enunciado.

Deve-se ressaltar que a escolha de uma métrica Riemanniana acaba determinando
uma importante aplicagdo, chamada conexdo Riemanniana (ou alternativamente,
conexao de Levi-Civita). Nesse sentido, introduzimos o conceito de conexao afim.

Definigao 11. Uma conexao afim num aberto Riemanniano (U, g) é uma aplicagdo
V:XWU)xX(U) = X(U), que associa cada par X,Y € X(U) a um campo de
vetores VxY e satisfaz as propriedades

(a) VX(Y + Z) =VxY +VxZ,

(b) fo+hyZ = fVXY + thZ (§

(c) Vx(fY) = fVxY + X(f)Y,
para quaisquer X,Y, 7 € X(U) e f,h € C=(U).

Dando prosseguimento, mostraremos que a escolha de uma métrica Riemanniana

em um aberto U C R" determina uma tnica conexao afim simétrica e compativel
com a meétrica.

Proposicao 7. Seja (U, g) um aberto Riemanniano, entio existe uma inica conexao
afim V (conezxdao de Levi-Civita) definida em U, tal que

(a) VxY = Vy X = [X,Y] (simetria) e
(b) XY, Z), = (VxY,Z),+ (Y, VxZ), (compatibilidade com a métrica),
para quaisquer XY, Z € X(U).

Demonstracao. Primeiro, admitimos a existéncia de uma conexao como enunciado,
obtendo

XY, Z), = (VxY,Z),+ (Y,VxZ),,
bem como,
Y{Z,X),=(VvZ,X), +{Z,VyX), e Z(X,)Y),=(VzX,Y), +(X,VzY),.

Na sequéncia, somamos as duas primeiras igualdades e subtraimos a terceira,
resultando em

XY, Z)y + Y{Z,X), — Z(X,Y),
(VY Z)y 4 (Y, Va2 + (2, X)y (2, 9y X)y — (V2X, V) — (X, V2V ),
dai usamos o item (a) para chegar a relagao
XY, Z)y + Y{Z,X), — Z(X,Y),
= ([X,Y], 2)y + (Y, [X, 2]}y + ([Y, Z], X)g + 2(Z, V¥ X),.
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Reorganizando os termos da tltima igualdade, deduzimos a férmula
1
<VYX? Z>g = §(X<Y7 Z>g +Y<Zax>g - Z<X> Y>g
- <[X7 Y], Z>g - <Y7 [X> Z]>9 - <[Y; Z]7 X>g) (F(’)rmula de KOSZUI),
que define Vy X de maneira tnica, visto que Z é arbitrario e a métrica g é uma

aplicacao nao degenerada.

Para garantir a existéncia, basta definir V por meio da férmula de Koszul acima
e verificar diretamente, que assim definida, esta satisfaz as propriedades (a) e (b),
concluindo a demonstragao. O]

Apresentamos a seguir a conexao Riemanniana sobre abertos nao vazios de R"
munidos com a métrica candnica.

Exemplo 7. Dado um aberto nao vazio U C R™ munido da métrica candnica gy,
temos que a conexdo Riemanniana de (U, go) € expressa por

VY =Y X(Yi)o,,,
=1

onde X, Y € X(U) e Y1,Ys,...Y, : U = R sao as fungdes coordenadas de Y .

Fazendo um céalculo direto e usando as propriedades da conexao Riemanniana,
obtemos

VxY = i vaazj (Y;a:cz) = i XjY;V@ZJ_ al‘z + i Xjal’j (Y»ax”

1,j=1 1,j=1 i,j=1

onde X = 2;121 X;j0y;. Deduz-se da formula de Koszul que Vg, 0y, = 0 e assim

VY = X0, (V)0 = Y _ X(Y:)0n,,
ij=1 i=1
concluindo o exemplo.

A partir da nocao de conexao Riemanniana, podemos introduzir a definicao de
divergente de um campo de vetores sobre um aberto Riemanniano.

Definigao 12. Sejam (U, g) um aberto Riemanniano e X € X(U) campo de vetores,
entao o divergente de X € a funcao div X : U — R dada por

div X =) (Vi X, E),,
=1

onde {FE1, Es, ..., E,} denota um referencial ortonormal em U.

Observacao 2. Devemos ressaltar que a definicao de divergente nao depende do
referencial ortonormal escolhido (cf. Carmo [5]).

O proximo exemplo mostra que a definigao de divergente apresentada coincide com
a definicao usual, quando consideramos subconjuntos abertos nao vazios munidos
com a métrica canodnica.
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Exemplo 8. Seja (U, go) um aberto Riemanniano e X € X(U) um campo de vetores,
entao o divergente de X € dado por

onde X1,Xs,...X,, : U — R sao as funcoes coordenadas de X .

Usamos diretamente a Definicao 12 e os Exemplos 5 e 7 para deduzir que

n

div X = Z(VaxiX, Ori)go = Z(@ (X5)0z; O ) go Z 8x
i—1 '

1,j=1

coincidindo com a defini¢ao usual de divergente (cf. Guidorizzi [8]).
De modo anélogo, apresentamos a defini¢ao de laplaciano de fungoes reais suaves
definidas sobre abertos Riemannianos.

Definigao 13. Sejam (U, g) um aberto Riemanniano e f € C*°(U) uma fungao real,
entdo o laplaciano de f é a funcao real Af : U — R dada por

Af =div(Vf).
Observagao 3. Sabendo que as defini¢oes de gradiente e divergente sobre abertos

Riemannianos munidos da métrica candnica coincidem com suas definigoes usuais
(cf. Exemplos 6 e 8), consequentemente o mesmo ocorre com o laplaciano.

O conceito de conexao Riemanniana também nos permite definir o hessiano de
uma funcgao real suave definida sobre abertos Riemannianos.

Definigao 14. Sejam (U, g) um aberto Riemanniano e f € C*°(U) uma fungao real,
entio o hessiano de f é a aplicacao Hess f : X(U) x X(U) — C*>(U) dada por

Hess f(X,Y) =(VxVf,Y),.

No exemplo a seguir, explicitamos a expressao do hessiano de uma funcao real
suave definida em um aberto Riemanniano munido com a métrica canodnica.

Exemplo 9. Seja (U, go) um aberto Riemanniano e f € C*(U) uma fungao real,
entao o seu hesstano € dado por

Hess f = Z oz, dxidxj.

7.7_

Dados X,Y € X(U) arbitrarios, vamos escrever

X = i X,0,,
=1

entao segue-se da Definigao 14 e dos Exemplos 6 e 7 que
Hess f(X,Y) = (VXVf Y) 0

_ of of
_ Zxazl (a ]) (0, Y Vgo + Zxa—x] Vo, 02, Y ) go-

1,j=1 1,j=1
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Decorre da formula de Koszul que Vp, 0,; = 0, portanto
Hess [(X,Y) =Y =—=—(0s,, X)(0,,Y),

implicando pela Observacao 1(b) que

Hess f = Z FT

’L]_

o*f

——dz,dz;,
Lj

conforme enunciado.
Na sequéncia, introduzimos a nocao de derivada de Lie da métrica de um aberto
Riemanniano na direcao de um campo de vetores.

Definigao 15. Sejam (U, g) um aberto Riemanniano e X € X(U) campo de vetores,
entio a aplicacio Lxg: X(U) x X(U) — C*(U), dada por

Lxg(Y,Z) =(Vy X, Z)y+ (Y, VzX),
€ a derwada de Lie de g na direcao de X.

Para finalizar a subse¢ao, deduzimos a expressao da direivada de Lie de um aberto
Riemanniano munido da métrica candnica.

Exemplo 10. Seja (U, go) um aberto Riemanniano e X € X(U) um campo de
vetores, entao a derivada de Lie de gy na diregao de X € dada por

~ (0X; 0X,
E — J ! d zd ;
o ”231 <axi i a%‘) He
onde X1,Xo,...X,, : U —= R sao as funcoes coordenadas de X .

Dados Y, Z € X(U) arbitrarios, tem-se que
LXQO(K Z) = <VYX’ Z>90 + <Y7 vZX)go

entao segue do Exemplo 7 que
Lxgo(Y,Z) = ZY ){0s,, Z) +ZZ

onde X = (X, 0,,) para todo indice k € {1,2,...,n}.

Escrevendo Y = Y77 (Y,0,,)0,, ¢ Z = 37 (Z,0,;)0,,;, podemos escrever a
tltima igualdade na forma

0X; 0X;
Lxgo(Y,Z) = Z {00, Y ) {0, Z) +Z axj,z><ax,y>

7

7,7=1 'le

implicando pela Observacao 1(b) que

—~ [(0X; 0X;
Lxgo = Z <6x: + axj) dz;dz;,

ij=1

conforme enunciado.
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2.3. Campos Conformes. Nesta subsecao, recordamos os campos conformes sobre
abertos Riemannianos junto com diversos conceitos relacionados a estes, exemplos
encontrados na literatura e alguns casos particulares bem interessantes dessa classe
de campos de vetores, tais como: campos de Killing, campos homotéticos, campos
conformes gradientes, campos conformes fechados e campos paralelos.

Definigao 16. Um campo de vetores X € X(U) sobre um aberto Riemanniano (U, g)
€ conforme, quando ocorre a igualdade

Lxg =2y,
onde ¢ € uma fungao real suave definida sobre U, chamada fator conforme.

Decorre diretamente da definigao de derivada de Lie que a condi¢ao Lxg = 21g
equilvale a afirmar que X satisfaz a equacao de Killing

(Vy X, Z)g+ (Y, V2X)y = 20(Y, Z),,
para todos Y, Z € X(U). Nesse mesmo contexto, deduz-se da Defini¢do 12 que

1
Y = —div X,
n

onde div denota o divergente.

Observagao 4. A derivada de Lie de um campo de vetores gradiente sobre um
aberto Riemanniano (U, g) € o dobro do hessiano. Mais precisamente, tem-se que

Ly,9=2Hessp,
onde ¢ : U — R € uma fungao suave.

Na sequéncia, apresentamos trés exemplos de campos conformes gradientes sobre
abertos Riemannianos, bem conhecidos na literatura (cf. [2] e [11]).

Exemplo 11. Considere R"™ munido da métrica candnica gog e a func¢ao m;: R" — R,
dada por m;(z) = x; com i € {1,2,...,n}. Sendo assim, verifica-se que o gradiente

Vﬂ'i = (9%
¢ um campo conforme sobre (R™, go) com fator conforme ¢ = 0.

Exemplo 12. Considere o espago Euclidiano R™ munido da métrica candnica go e
a funcao ¢ : R™ — R, dada por

Lo
ola) = 3aP’
entio Vi € um campo conforme sobre (R™, go) com fator conforme ¢ = 1.
Exemplo 13. Considere o subconjunto aberto U = {(z1,x2,...,2,) € R";z, > 0}
munido da métrica g = x,%go € a fungio ¢ : U — R, dada por
L
p(z) = EW )

entio Vi € um campo conforme sobre (U, g) com fator conforme ¢ = .
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Apresentamos mais dois exemplos de campos conformes no espaco Euclidiano,
sendo estes nao gradientes.

Exemplo 14. O campo de vetores X € X(R?), definido por
X = (2° — y*)0, + 2zy0,
¢ conforme sobre (R?, go) com fator conforme dado por (z,y) = 2.
Exemplo 15. O campo de vetores X € X(R?), definido por
X = 2(z® - 3y*)0, + y(32* — )9,
¢ conforme sobre (R?, go) com fator conforme dado por (x,y) = 3(z* — y?).

Convém ressaltar que um campo conforme X sobre um aberto Riemanniano (U, g)
é dito homotético (respectivamente, Killing), quando seu fator conforme ¢ constante
(respectivamente, identicamente nulo). Um caso particular bem interessante ocorre
quando um campo de vetores suave X satisfaz

Vy X =Y,

para todo Y € X(U) e nesse caso, dizemos que X é um campo conforme fechado.
Recordamos ainda que um campo conforme fechado é dito ser paralelo, quando seu
fator conforme é identicamente nulo.

Observagao 5. Todo campo conforme gradiente X = Vi num aberto Riemanniano
(U, g) € conforme fechado. De fato, observe que

(VyX,Z) =(VyVp, Z) = Hessp(Y, Z) = (Y, Z),
portanto Vy X =Y para todo Y € X(U).
Para concluir, apresentamos a definicao de métrica Riemanniana conforme.

Definigao 17. Sejam (U, g) um aberto Riemanniano e p : U — R uma funcgao
suave positiva, entdo dizemos que a métrica Riemanniana § = p*g € conforme a g
(ou vice-versa).

Observacao 6. Nos Fxemplos 2 e 4 podem ser encontradas métricas Riemannianas
conformes a métrica canoénica.

No contexto da Definigao 17, pode-se deduzir da definicao da derivada de Lie
(cf. Definigdo 15) e das propriedades da conex@o Riemanniana (cf. Definigao 11 e
Proposigao 7) que

(5) Lxg=Lx(p’g) = X(p*)g + ¢’Lxy,
ou ainda,

2
(6) Lxg— ¢’ Lxg=2pX(p)g = ;X ()7,

entao X é conforme com respeito a g se, e somente se, é conforme com respeito a g,
ou seja, o carater conforme de X é invariante por mudanca conforme de métrica.
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3. RELACIONANDO FUNCOES HOLOMORFAS E CAMPOS CONFORMES

Nesta ultima secao, vamos apresentar os resultados principais do nosso trabalho,
que relacionam fungoes complexas holomorfas e campos conformes definidos sobre
uma interessante classe de abertos Riemannianos, bem como diversas aplica¢oes dos
referidos resultados.

3.1. Resultados Principais. Inicialmente, enunciamos um teorema que revisita
uma conhecida relacao entre fungoes complexas holomorfas e campos conformes
sobre abertos do plano Euclidiano munidos com métrica conforme & métrica candnica
(cf. [3] e [10]) e apresenta uma prova elementar.

Teorema 1. Seja U C R? um subconjunto aberto munido com wuma métrica g
conforme a métrica canonica. Nessas condi¢oes, temos que as afirmagoes a sequir
sao equivalentes:

(a) A fungao complexa f=u+iv:7(U) — R é holomorfa;
(b) O campo de vetores X = u0, +v0, € X(U) € conforme com respeito a g.

Demonstragdo. Primeiramente, escrevemos g = p?go e usamos as relagoes (5) e (6)
para deduzir que

Lxg = 2pX(p)go + /02£X90>

onde p: U C R? = R denota uma funcao suave positiva.
Decorre da expressao da derivada de Lie da métrica candnica que

Lxg=2pX(p)go + p* [2 <@dx2 + @dgf) + (ﬁ + @> (dxdy + dydx)}.

ox oy oxr Oy
podendo ser reescrita na forma
ou 1 ou Ov ov  Ju
—9|Z= 4L X — [ = = == | dv? — + — ) (dxedy + dydx).
Lxg [aerp (p)}g (8x ay> Y +<ax+ay)(wy+ ydx)

Por outro lado, segue das Proposicoes 4 e 5 que f é holomorfa se, e somente se,
verificam-se as condicoes de Cauchy-Riemann

ou_ov o ou_
or Oy or Oy

equivalente a afirmar que a expressao da derivada de Lie resume-se a

0,

ox

isto é, X é um campo conforme com respeito a métrica g. 0

0 1
Lxg—2 [—“ ; ;X<p>] 0

Como consequéncia da demonstracao do Teorema 1, obtemos o seguinte resultado.

Corolario 1. Sejam U C R? um subconjunto aberto e X = ud, + vd, € X(U)
um campo conforme com respeito a uma métrica conforme g = p2qgy, entao o fator
conforme de X € dado por

_Ou 1 ( Op dp
V= or + p (uax —H}ay)'
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Usando diretamente o Teorema 1, obtemos uma caracterizacao para os campos
conformes no plano Euclidiano munido com a métrica canonica.

Corolario 2.Uma fung¢ao complexa f=u+1v:C— C € holomorfa, se e somente se,
o campo de vetores X € X(RR?), definido por

X = u0, +v0,
¢ conforme sobre o plano R? munido com a métrica candnica. Nesse contesto, tem-
se que o fator conforme € dado por i = %.
Demonstracao. Fazendo p = 1 no Teorema 1, obtemos g = go e o resultado segue

diretamente do referido teorema e do Corolario 1. O

Diante do Corolario 2 anteriormente enunciado, apresentamos um exemplo de
campo conforme, obtido a partir da fun¢ao holomorfa f : C — C dada por f(z) = €.

Exemplo 16. O campo de vetores X € X(R?), definido por
X = (e cosy)0, + (e"seny)d,
¢ conforme sobre (R?, go) com fator conforme dado por (z,y) = € cosy.

Novamente aplicando o Teorema 1, obtemos uma caracterizacao para campos
conformes no plano hiperbolico, onde adotamos a notagao C* = {z € C; I'm(z) > 0}.

Corolario 3. Uma fungio complexa f = u + iv : CT — C serd holomorfa, se e
somente se, o campo de vetores X € X(H?), definido por
X =ud, +v0,
for conforme sobre H?. Nesse contexto, tem-se que o fator conforme € dado por
ou 1 ov 1
¢:£_§v:8_y_?}'

Demonstragao. Supondo p(z,y) =y~ no Teorema 1, obtemos g = y~2gy e o resul-
tado segue diretamente do referido teorema e do Corolario 1. 0J

Aplicando o Corolario 3, apresentamos um exemplo de campo conforme a partir
da fungao holomorfa f : C* — C dada por f(z) = %

Exemplo 17. O campo de vetores X € X(H?) definido por
x - y 9,
22 1 ¢ 22 1 ¢

¢ conforme com fator conforme v : H* — R, dado por ¢ (z,y) = %

No intuito de apresentar uma reciproca do primeiro teorema, provamos a seguir
que métricas conformes & métrica candnica sao as Unicas métricas Riemanniana
no plano Euclidiano que permitem estabelecer a mesma equivaléncia descrita no
Teorema 1.

Teorema 2. Seja U C R? um subconjunto aberto do plano Fuclidiano munido de
uma métrica g. Suponha que toda fun¢io complexa holomorfa f = u+iv : 7(U) — C
implica que o campo de vetores X = ud, +v0, € X(U) € conforme com relagao a g,
entao g € conforme a métrica candénica.
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Demonstracao. Devemos lembrar que uma métrica g definida em um subconjunto
aberto de R? pode ser escrita na forma

g = Adx* + B(dxzdy + dydz) + Cdy?,
onde A, B,C : U — R sao fungoes suaves, tais que
A,C>0 e AC-DB*>0,
que correspondem aos coeficientes da primeira forma fundamental.

.. ~ ~ -1, ..
Sabendo que A é suave e positiva, entao a fungao p = VA  é suave e positiva,
permitindo-nos definir a métrica conforme

g = p’g = da® + BA ' (dxdy + dydz) + CA ' dy?,
que pode ser reescrita na forma
g = da® + F(dxdy + dydzx) + Gdy?,
onde F=BAl'eG@=CA"

Por um calculo direto, verifica-se que os campos de vetores
1

VG — F?
constituem um referencial ortonormal, cujos colchetes de Lie satisfazem
F, G, —2FF,

(7) E1 = 8;,; (§] E2 = (8y — F@x)

Ey By = |Ey By =0 E\ By =—|Ey B = ———=F —————F
[Ev, Br] = [Ex, By e [En, By [Es, EA] ot 2G — F?) 2,
onderzg—ier:%.

Usando a formula de Koszul (cf. Carmo [5]), obtemos as conexoes Riemannianas

— F. = G, —2FF.

Vg By = —=F Vig,Bo=———+——"F

El 1 m 25 E2 2 Z(G— F2) 1
_ E, = G, —2FF,
Vg by = ——==F Vb = ——— F

expressas em termos dos campos de vetores que constituem o referencial ortonormal
{E1, Ey}, conforme descrito por (7).

Diante das equivaléncias enunciadas, tem-se para toda funcao complexa holomorfa
f=u+iv:7(U) — C que

V = u0, + vo,,
é um campo conforme (com relagdo a g e §), podendo ser reescrito na forma
V = (U+UF>E1+U\/G—F2E2,

onde 7(U) C C & o subconjunto aberto obtido da imagem de U C R? por 7 : R? — C.
Sendo V' um campo conforme, tem-se em particular que

Lyg(Ey, Er) = Lyg(Ey, Ey) = 2¢,
bem como,

Lyg(Ey, By) = Lyg(Es, Er) =0,
onde v denota o fator conforme de V.
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Nessas condigoes, temos que

Lvg(Ey, E) = 2(VgV, E)g =2[E(V, E); — (V, Vg Ei)g,

ou ainda,
Lyvg(Ey, Er) =2[Ei(u+vF) —vlF] =2 (up + 0, F),
ondeux:%evng—;.
De modo analogo, obtemos
Lyg(Ey, Ey) = ﬁ [2(G = F?)(vy — v, F) 4+ (G, — 2FF,)u+ (G, — 2F F,)v),
bem como,

Lvg(Ey, Ey) = LyG(Es, Ey) = [uy + v:(G — 2F?) + uF, + vF,] =0,

1
VG2 - F
_ou [ _ 0F _ oG

ondeuy—ay,Fy—ay e Gy = De -

Em outras palavras, podemos afirmar que os coeficientes F' e G da métrica g
satisfazem as equacoes

4v, F(G — F?) = (G, — 2FF,)u + (G, — 2FF,)v,

uy + v, (G — 2F?) + uF, +vF, =0,

sempre que a fun¢ao complexa f = u +iv : 7(U) — C for holomorfa.
Em particular, estas equagoes valem para a funcao f; : U — C, dada por

N1 <Z> =1,
cujas partes real e imaginaria sao u; = 1 e v; = 0, respectivamente, implicando que
G,—2FF,=0 e F,=0,

portanto F' e G nao dependem de .
De modo analogo, verifica-se o mesmo para a funcao fy : U — C, definida por

fa(z) =iz,
que nos permite inferir
AF(G - F*) = (G, —2FF)r e —1+(G—-2F*+2F,=0,
pois as partes real e imaginaria sao us(x,y) = —y e ve(z,y) = x, respectivamente.

Sabendo que F' e G nao dependem de x, entao
AF(G—-F*) =(G,—2FF,)=0 e F,=G—-2F*-1=0,
ou ainda,
F=0 e G=1,

donde concluimos que § = da? + dy? e g é conforme a métrica canodnica. 0
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Observacao 7. Os Teoremas 1 e 2 evidenciam a relagdo entre o cardter conforme
das funcoes complexas holomorfas e o cardter conforme dos campos conformes em
abertos Riemannianos munidos com uma métrica conforme o métrica candnica.
Mais detalhes sobre o cardter conforme de fungoes holomorfas encontram-se em

Awila 1], Lins Neto [9] e Soares [16].

3.2. Algumas Aplicagoes. Nesta tltima subsecao, apresentamos mais algumas
aplicagoes dos resultados principais em forma de corolarios, os quais descrevem
explicitamente os campos homotéticos e os campos conformes gradientes definidos
sobre os planos Euclidiano e hiperbdlico.

Nesse momento, aplicamos o Corolario 2 para descrever explicitamente os campos
homotéticos definidos sobre o plano Euclidiano munido com a métrica candnica.

Corolario 4. Seja X € X(R?) um campo homotético sobre (R?, go), entao
X = Yz +ay +b)0, + (—ax + by + ¢)0,,
onde a,b,c € R ey denota o fator conforme de X.
Demonstragao. Inicialmente, definimos a funcao f : C — C por
f(z) = u(z,y) +iv(z,y),
onde u = (X, 0,) e v = (X, 0,). Decorre do Teorema 1 que f é holomorfa, portanto

ou Ov ou Ov
(8) —%—a—y (§ 8_y+(9_x_0’

onde usamos a Proposicao 4 e o Corolério 1.
Sabendo que X é homotético, entao seu fator conforme ) é constante e assim

u(z,y) =vr+oly) e oy =vy+o(x),

onde 0,¢ : R — R dependem apenas de y e x, respectivamente. Da segunda
igualdade de (8), obtemos

¢'(z) +0'(y) =0,

portanto ¢(z) = —ax +ce o(y) = ay + b com a,b,c € R.
Diante do exposto, tem-se que

w(z,y) =vr+ay+b e v(r,y) =—axr+Yy+c,
donde concluimos que
X = Yz +ay +b)0, + (—ax + vy + ¢)0,,
para a,b,c € R. O

Na sequéncia, obtemos a descri¢ao explicita dos campos conformes gradiente sobre
o plano Euclidiano que corresponde a um caso particular da descricao dos campos
conformes gradiente no espago Euclidiano (cf. Pigola et al. [17]).
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Coroléario 5. Seja X € X(R?) um campo conforme gradiente sobre (R?, gy), entdo
X € homotético e sua funcao potencial € dada por

1
o(z,y) = é[w(:ﬁz +9?) + 2azx + 2by + 2d),
onde a,b,c € R ey denota o fator conforme.

Demonstragao. Sabendo que X = V é conforme, entao
Lxg = 2Hess o = 2¢(da* + dy?),

no entanto, a definicao de derivada de Lie nos fornece

2 2 2 2
Lxg=2Hessp =2 (8_g0dx2 + 0y dzdy + i dydx + (9_g0dy2> ,

0x? 0xdy Oyox 0y?
consequentemente,
0P 0% P D%p
0zdy  Oydr ¢ @:a_y?:l/”
Decorre da segunda igualdade acima que
W_ P _ . W_ e
or  0%ydx oy  0%x0y ’

portanto ¢ é constante e X é homotético. Nessas condig¢oes, podemos concluir que

1
ple,y) = Sl (2" + %) + 20w + 2by + 2],

onde a,b,c € R e ¢ denota o fator conforme. O

Agora vamos utilizar o Corolario 3 para descrever explicitamente os campos ho-
motéticos definidos sobre o plano hiperbdlico.

Corolario 6. Seja X € X(H?) um campo homotético, entio X ¢é um campo de
Killing dado por

X = [a(z® — y*) + bz + c]0, + (2az + b)yd,,
onde a,b,c € R.

Demonstracao. Inicialmente, definimos a funcao f : C* — C por

f(2) = u(z,y) +iv(z,y),
onde u = (X, 0,) e v = (X, 0,). Decorre do Teorema 1 que f é holomorfa, portanto

ou Ov Ju Ov
9) =—=— e —4+—=0,
or 0Oy dy Ox
onde usamos a Proposigao 4 e o Corolario 1.
Sabendo que X é homotético, entao v é constante e satisfaz

ou 1 ov 1
=— — 0 -,

or y Oy vy
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implicando que

0%u 1 (81} 1 ) 1
10 =—=——-v ) =-9.
(10) drdy  y \9y y Y

Por outro lado, temos que

oy ~'v) 1 <8v 1 )

Ay y
que nos fornece
v(z,y) = Yylny + yo(z),
onde 0 : R — R depende apenas de z.
Diante do exposto, tem-se que
v ou ,
— =——=0'(2),
ox y (z)
que juntamente com (10) nos permite obter
0%u 1
0'” €Tr) = — =
(z) 0xdy Y

donde deduzimos que vy =0 e ¢’ = 0.

Nessas condigoes, podemos escrever
o(x) = 2ax + b,
implicando que
(11) v(x,y) = (2ax + b)y,
onde a,b € R.

Para além disso, vamos ter

0
%—2&3:4—1) e a—Z——Zay,
2 _

portanto u(x,y) = a(x 2) + bz + c e junto com a expressio (11), obtemos

X = [a(z® — y*) + bz + |0, + (2az + b)yd,,
onde a,b,c € R. O
Finalmente, obtemos a descricao explicita dos campos conformes gradiente sobre

o plano hiperboélico que corresponde a um caso particular da descricao dos campos
conformes gradiente no espago hiperbolico (cf. Silva Filho [15]).

Coroléario 7. Seja X € X(H?) um campo conforme gradiente, entdo sua fungdao

potencial € dada por
1
pla.y) = 5 laa® +47) + 2bw + 2ey + 2d),

onde a,b,c,d € R e o fator conforme satisfaz ¢ = p — c.
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Demonstracao. Inicialmente, vamos definir uma fungao complexa f : C* — C pela
expressao
f(z) = u(z,y) +iv(z,y),
onde u = (X, 0,) e v = (X, 0,). Decorre do Teorema 1 que f é holomorfa, portanto
ou Ov ou Ov
—=—=— e —4+—=0,
or 0Oy oy Ox
onde usamos a Proposicao 4.
Por outro lado, usamos a féormula do gradiente da mudanga conforme de métrica
(cf. Obata e Yano [12]) para obter
y28_90 —u e y28_90 _
ox dy
entdo definindo ¢ : H? — R por ((x,y) = 2yp(z,y), podemos reescrever as relagoes
anteriores na forma

(12)

v,

a2 oC 2

- = — =2 —.

oz yu e dy @+ yv

Fazendo um célculo direto, obtemos
0?C 2 0%C dp 2 2 2
2y 0 B oy Ty Tt Ty
logo,
93¢ B 93¢

SR )
ox3  0x20y
portanto g—ig = giyg = a.
Diante do exposto, podemos escrever
C(z,y) = a(a® +y*) + 2bx + 2cy + 2d,

implicando que

1
o(z,y) = @[a(ﬁc2 + 42) + 2bx + 2cy + 2d),
onde a, b, c,d € R.

Finalmente, aplicamos o Corolario 1 e usamos as expressoes (12) para inferir

0? 0
(13) b= yQG—xf - a_i’
no entanto,
Py a dp 1 ay + c
wzg € 8_y:?0(x’y)_ y
que substituidas em (13) nos permite concluir que ) = ¢ — c. O
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