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SOBRE A INTEGRABILIDADE DE FORMAS PFAFFIANAS NO
]R’n

PEDRO F. DA SILVA JUNIOR

REsuMoO. Este artigo detalha as condicoes menos conhecidas no R™ para a inte-
grabilidade das formas pfaffianas, ou 1-formas. E dada énfase na localidade de tais
condigoes e sao fornecidas provas, com alguns detalhes adicionais, dos teoremas
devidos a Clairaut e Carathéodory. Considerando a importancia da integrabili-
dade das formas pfaffianas, em particular na fisica-matematica, este artigo mostra
que: existe um contetido oculto no teorema de Carathéodory no sentido de uma
integrabilidade global.

1. INTRODUCAO

As formas pfaffianas sao um caso particular de formas diferenciais: as 1-formas.
O tratamento deste assunto através de formas diferenciais, incluindo a utilizacao de
algebra exterior e de variedades diferenciaveis mais gerais do que o R”, ultrapassa o
escopo deste artigo’. O estudo das formas pfaffianas tem relevancia teérica e pratica
em si mesmo, particularmente, na fisica-matematica |3, 4].

Este artigo tem dois objetivos principais. O primeiro é apresentar ao leitor, com
algum detalhe, as condi¢oes menos conhecidas para a integrabilidade das formas
pfaffianas no R", as quais tém um carater local e raramente aparecem em livros
de equacoes diferenciais e formas diferenciais. O segundo é discutir a possibilidade
e obtencao de um critério de integrabilidade global para as formas pfaffianas. O
Teorema de Frobenius nao se enquadra no roteiro proposto para este trabalho e, por
isso, serd omitido. A excecao é um breve comentario na sec¢ao 4.

Bem, primeiro estudadas por Clairaut, Fontaine, e Euler, de acordo com Katz
[5], as formas pfaffianas foram assim nomeadas em honra a Pfaff, que entre 1814
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IPara o leitor interessado numa abordagem extensiva do assunto através de formas diferenciais
sugerimos a consulta do livro de Flanders [1], para uma exposi¢ao aplicada em fisica, ou do livro
de Morita [2], para uma com foco em matematica pura.
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e 1815, tratou do assunto em mais detalhes [6]. Mais tarde, matematicos notéaveis
expandiram o trabalho de Pfaff, com destaque para Frobenius [7] e Cartan [8].

Uma forma adequada de aqui definirmos formas pfaffianas é semelhante a como
faz Morita [2].

Defini¢ao 1.1. (Forma pfaffiana). Seja uma cole¢ao de n varidveis independentes
T1,To, ..., Ty no R™, e uma colegao de n funcgées F; = Fi(x1,xs, ..., x,) de classe C™
em um conjunto aberto B C R™. Para os objetos 6§,

0& = Z Fi(z1, 29, ..., x,)dx;,
i=1

definidos em B, com 6§ representando o infinitésimo de uma certa quantidade finita
& em B, damos o nome de formas pfaffianas em n varidveis.

Doravante quando nos referirmos a uma forma pfaffiana genérica estaremos nos
baseando em uma forma pfaffiana 6£, cujos parametros sao exemplificados a partir da
Defini¢ao 1.1. Agora, uma forma pfaffiana pode, ou nao, remeter ao que chamamos
de diferencial de uma funcao. Quando uma forma pfaffiana 0§ nao possui as fungoes
F; identificadas como as derivadas parciais de uma fungao & = £(xq, 3, ..., x,) com
relagdo as respectivas variaveis x;, (F; = 0§/0x;), entdo ela nao representa o diferen-
cial de uma tal funcao £ e chamamos 0§ de diferencial inexata. Ou seja, nesse caso, a
quantidade 6§ representa apenas o infinitésimo de uma certa quantidade finita &, e £
nao é uma fungao das n variaveis independentes x; no sentido de £ = £(x1, za, ..., T,).

Do contrario, se a forma pfaffiana 6§ possuir as fungoes F; identificadas como as
derivadas parciais de uma fungdo & = £(z1,x9,...,x,) com relagdo as respectivas
variaveis x;, (F; = 0¢/0x;), entao ela ¢ o diferencial de uma tal funcado &, de fato
existente. Além disso, nesse caso, também chamamos 0§ de diferencial exata e
substituimos, na simbologia da sua designacao, o simbolo § pelo habitual simbolo
d, tradicionalmente utilizado para designar o infinitésimo de uma quantidade que é
uma func¢ao ordinéria.

Ocorre que, em alguns casos, mesmo que a forma pfaffiana 0¢ seja uma diferencial
inexata, ela pode ser identificada como o resultado do produto de uma funcao y =
wu(xy, T, ..., r,) com uma diferencial exata di), onde ¢ é uma fungao das n variaveis
independentes z1, x, ..., x,, em termos de ¢ = (xy, s, ...,z,). Isto &, existindo
i, e sendo p(xy, s, ...,z,) # 0, em um conjunto aberto A, onde A C B, segue
que a quantidade 0¢/p serd uma diferencial exata dip em A. Quando isso acontece
dizemos que §¢ é integravel em A, e chamamos a funcao p~! de fator integrante
de 6¢£. Além disso, dada a suavidade das fungoes F; em todo B, para a discussao
da integrabilidade queremos assumir também que as formas pfaffianas sejam nao-
singulares em B; i.e., nao identicamente nulas em todo B.

Definigao 1.2. (Forma pfaffiana integravel). Seja 0§ uma forma pfaffiana nao-
singular. Se existirem fun¢ées p = p(xy, g, ..., T,), com pu(xy, e, ....,x,) # 0, €
U =Y(xy, T9, ..., T,) tais que

0§ = pdyp,
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Sobre a integrabilidade de formas pfaffianas no R™ 178

em um aberto A C B, entdo 6§ € dita ser integrdvel em A. Ainda, a fungdo p=' é
chamada de fator integrante de 6&.

Naturalmente, pela Definicao 1.2, toda 6§ tal que 6§ = d€ é integravel. Para
continuarmos a nossa discussao precisamos mencionar a importante situacao que
ocorre nos caminhos em B tais que uma forma pfaffiana se anula, onde obtemos a
chamada equacao de Pfaff associada a essa forma pfaffiana.

Definigao 1.3. (Equacao de Pfaff). A equacao de Pfaff associada a forma pfaffiana
o€ é

5¢ = 0.

E muito importante ser dito que uma equacao de Pfaff ndo diz que 0¢ é identi-
camente nula em B; essa equagao diz em quais caminhos de B a equagao 0§ = 0
tem solucao®. Em seguida, para buscar mais familiaridade com a ideia de formas
pfaffianas integraveis, vamos buscar analisar as solucoes das equagoes de Pfaff a elas
associadas.

Definigao 1.4. (Equagao de Pfaff Exata e Integravel). A equagao de Pfaff associada
a forma pfaffiana 6§,

0§ =0,

¢ chamada exata se, e somente se, 0& for uma diferencial exata, 0§ = d§; se, e
somente se, a forma pfaffiana 6 for integrdvel, a equacao de Pfaff associada é
chamada de integravel.

Se o¢ for uma forma pfaffiana que constitui uma diferencial exata, entao 0§ = d§
e a equacao de Pfaff associada d¢ = 0 possui como solugao & = &(xq, Ta, ..., T,) =
constante, o que se trata geometricamente de uma hipersuperficie de dimensao n— 1
em B.

Por outro lado, se 6 for uma forma pfaffiana que é uma diferencial inexata,
porém, integravel, entao 6§ = 0 ocorre nos mesmos caminhos em que dy = 0, i.e.,
onde 0§ = udip vale, conforme a Defini¢ao 1.2. Nessa situagao, a solugao de 6§ = 0
é v = Y(xq1,29,...,x,) = constante, o que define uma hipersupeficie de dimensao
n — 1, agora, em A. Naturalmente, se ¢ for uma forma pfaffiana nao integravel,
entao a solucao da equagao 6§ = 0 nao precisa delimitar nenhum objeto geométrico
restringido a n — 1 dimensoes como nos casos anteriores.

Isto posto, j4 podemos realizar a pergunta principal: em quais situacoes uma
forma pfaffiana é integravel? As secoes 2 e 3 nos dao essa resposta.

2. INTEGRABILIDADE LOCAL

Esta secao trata das condigoes de integrabilidade que possuem carater local para
as formas pfaffianas; i.e., condi¢oes que, quando satisfeitas, o sao restritamente a

2Isso pode ser exemplificado com alguns usos das equagoes de Pfaff na fisica. Na Mecéanica
Analitica, os vinculos mecanicos sio frequentemente modeladas por uma equagio de Pfaff [9], e na
Termodinamica Cléssica a representacao usual de um processo infinitesimal adiabatico §Q = 0 é
precisamente a equagao de Pfaff da forma pfaffiana calor, 6Q [10].

lﬁqﬁ RM @ sBMm
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alguma vizinhanca M contida em B, em torno de um algum ponto p de B. Isso
ficara mais claro na se¢ao 3, onde discutiremos condi¢oes para uma integrabilidade
global. Por ora, é interessante que uma definicao para a integrabilidade local seja
formalizada.

Definigao 2.1. (Integrabilidade local). Se a forma pfaffiana 6 nao-singular é
integravel restritamente a alguma vizinhanca M C B de todo ponto p € B, dizemos
que 6§ € localmente integrdvel em B.

Vamos discutir primeiro os casos mais simples para a integrabilidade local: os de
formas pfaffianas em duas e em trés variaveis.

2.1. Formas pfaffianas em duas e em trés variaveis. Para evitar repetigoes
desnecessarias, daqui em diante passaremos a assumir apenas formas pfaffianas nao-
singulares. De acordo com a Definicao 1.2, seja uma forma pfaffiana 6§ em duas
variaveis, ri € Ta:

(1) (Sf = F1<33'1, xz)dl'l + Fg(iCl,Z’Q)dCEQ.

A respectiva equacao de Pfaff associada a forma pfaffiana da expressao (1), é,

(2) Fl(l'l,ZL'Q)dl'l + Fg(flfl,l‘g)dl’g = O,

a qual define a seguinte equacao diferencial ordinéaria de primeira ordem,

@ _ _Fl(xla 9172)
dx, Fz(ﬂ?l,xz)

onde xy = x9(xq). Agora, pelo Teorema da Existéncia e Unicidade para equagoes
diferenciais ordinarias®, se forem f(x1,79) e f (w1, 29)/0xy continuas no aberto B,
dado algum ponto p = (7,°,22") € B C R?, existe entao em B uma tnica curva
¥(x1, 9(x1)) = constante, parametrizada por x, que fornece a fungao zo = xs(x1)
solucao da equacao (3), tal que satisfaz x5° = x9(2,°) em algum intervalo aberto
I contendo x,°. Garantimos que as fungoes F(x1,z3) e Fy(x1,22) sao C* em B
por definicao, e devemos assumir aqui que também sao, por construcao, nao-nulas
em B, dada a arbitrariedade gerada por montarmos a equagao (3) de modo que
xo = T2(x1), ao invés de 1 = x1(x9). Do contrério, por essa arbitrariedade, poderia
ser 6§ identicamente nula, ou indeterminada. Estas coloca¢oes permitem o uso deste
teorema para a equagao (3). Com isso em mente, estamos aptos a tratar de um dos
mais importantes teoremas da teoria da integrabilidade das formas pfaffianas.

(3) f(z1,22),

Teorema 1. Toda forma pfaffiana em duas varidveis em um aberto B € localmente
integravel em B.

3Aten@éo despendida para enunciar formalmente esse teorema é redundante ao propésito deste
artigo. Para maiores detalhes desse teorema fundamental sugerimos a leitura do livro de Codding-
ton e Levinson [11].

lﬁﬁ RM @ sBMm
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Demonstracao. Toda equacao de Pfaff de uma forma pfaffiana em duas variaveis,
sendo essa equacao exata ou nao, define uma equacao diferencial ordinéria de pri-
meira ordem como a equagao (3) que garante, pelo Teorema da Existéncia e Unici-
dade, ao menos localmente, a existéncia de uma tnica curva solucao ¥ (xq, xa(x1)) =
constante. Considere di) em um aberto B C R*:

_ v

Observe que a equagao (4) descreve as mesmas curvas Ts = To(r1) que a equagao
(3). Substiuindo entéo a equagao (3) na equagao (4), nés temos:

o doe — Fi(21,m2) O
8%1 ! FQ(I’l,l‘Q) 81'2

Reorganizando a equagao (5), e em vista da Definigao 1.2, somos convidados a
definir a fun¢ao pu = p(zy, x9), claramente nao nula, dada por,

1 a1 o
Fl(ﬂ?l,xz)aﬂh F2(551,172)31’27

de onde imediatamente segue que:

(6) (g, @) =

(7) ,U/dw = F1<.’L'1, l’g)dl'l + Fg(l'l, l‘g)dl’g = (55
0

Outra prova para o Teorema 1 pode ser encontrada em [12|. No estudo da inte-
grabilidade de uma forma pfaffiana 0§ em trés variaveis, x1, zo e 3,

(8) 55 = F1(131, T2, $3)d371 + F2(2317 T2, xs)dﬂh + Fs(%‘h T2, xs)dw?”

¢ mais pertinente o uso da notagao vetorial: F = (Fy, Fy, F3), dr = (dxy, dxs, dxs).
Assim, 0¢ e a sua equagao de Pfaff associada sao representadas por, respectivamente:
0§ =F-dr e F-dr = 0. Em um conjunto aberto, a verificacao da seguinte equagao
é necessaria e suficiente para a integrabilidade da forma pfaffiana em questao:

(9) F-VxF =0.

A afirmacao anterior é um teorema. A prova deste resultado usando dos meios
discutidos até agora é longa, em particular se a equagao (9) é suficiente para a
integrabilidade, e por isso sera omitida neste artigo. Adiante, quando tratarmos
da integrabilidade de formas pfaffianas em um numero qualquer de varidveis, a
demonstragao da condi¢do (9) para o caso de trés variaveis serd imediatamente
recuperada. Um fato a ser destacado agora é que na demonstracao da condicao de
integrabilidade (9) se faz uso do Teorema 1 para a conclusao da integrabilidade das
formas pfaffianas em trés variaveis [13|. Como previamente discutido, o Teorema 1
possui carater exclusivamente local. O resultado disso é que a condicao (9) garante

lﬁ"ﬁ RMU @ sBMm
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a integrabilidade de formas pfaffianas em trés variaveis também apenas localmente,
para um aberto B C R? apropriado.

Teorema 2. Uma forma pfaffiana em trés varidveis em um aberto B € localmente
integravel em B se, e somente se, F-VXxF =0 em B.

Demonstracao. Observando o Teorema 1, veja o Capitulo 1 do Livro de Sneddon
[13].

Entretanto, nao é dificil de ver que a equagao (9) é uma condi¢ao necesséria para
a integrabilidade de uma forma pfaffiana em trés variaveis. Vejamos, adotando a
notagao vetorial dada apos (8), do Calculo Vetorial tiramos que se VXF # 0 entao
0¢ é uma diferencial inexata, gragas ao Teorema de Schwarz. Para que 0§ seja
integréavel é preciso entao que exista uma funcao p tal que Vx (u~'F) = 0. Ou seja,

(10) p'VxF + V(i ')xF =0.

Multiplicando escalarmente (10) por F, obtemos que a condigao procurada é:

(11) F-VxF = 0.

Para formas pfaffianas em n varidveis, comecamos por encontrar uma condi¢ao
necesséria para a integrabilidade que generaliza (11).

2.2. Formas pfaffianas em n variaveis. Os importantes primeiros resultados que
seguem foram inicialmente [5| obtidos por Clairaut.

Lema 1. Uma condi¢ao necessdria a integrabilidade de uma forma pfaffiana em n

varidvets € que Ry,

or, _ of
ox,  0x;

OF, OF,

Oxr;  Oxy

OF, _ OF,

ik a.’ﬂz al‘j

+ F}

J )

se anule, para quaisquer i, j, k.

Demonstracao. Comecamos escrevendo uma forma pfaffiana 0§ em n variaveis,
L1,y eccy Tyt

(12) 0& = ZFi(xl,xQ,...,xn)dxi.
i=1

Da Definicao 1.2, se 0 é integravel, entao existem fungoes p e 1 que, nas condigoes
apropriadas, satisfazem 0 = pudy. Disso vem que, para cada i:

8@&_1
a%_/i

(13)

g

Agora, se derivarmos a equagao (13) com relagao a alguma outra variavel, a saber
xj, teremos,

lﬁ"ﬁ RMU @ sBMm
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0>y op”! 10
= E -
axjﬁxi 8xj + # al’j

Pelo Teorema de Schwarz, 0%y /0z;0x; = 0% /dx;0x;, logo,

(14)

op1 LOF;  out _, OF,
1 - F ! — F, 11—
( 5) 81‘, I + a 81‘, 8xj it # 81‘]‘

Reagrupando (15) e multiplicando toda a equagao por p,

OF; OF, op1 op~t
_ — F — uF, .
Or; Oz, He Oz, ik Ox;

Em comparagao com a condigao (11) para trés variaveis, o lado esquerdo de (16)
nos convida a procurar meios de anula-lo e, assim, obtermos uma condigao de inte-
grabilidade que dependa apenas das derivadas das fungoes Fj;. Isso ocorre se mul-

tiplicarmos (16) por uma outra fun¢ao Fj, e entdo somarmos ciclicamente termos
analogos a Fy[0F;/0x; — OF;/0x;] de modo que,

(16)

oF, _0F,

OF, _OF,
ij 8a:k

OF;, OF,

1 o =F _
( 7) %Z]k ¢ 8$Z 81’]'

j k :07

porque os termos do lado direito de (16) se cancelam com os termos analogos quando
noés os adicionamos. O

Imediatamente se vé a recuperagao da condigao (11) ao fixarmos (i, 7, k) = (1,2, 3)
em (17). A reciproca do Lema 1 ¢ vélida, ao menos localmente. Para mostrar isso,
primeiro precisamos observar que: se a quantidade 2R;;, € nula em uma colegao de
varidveis, permanecera nula por uma mudanca de varidveis.

Lema 2. A nulidade de R;j, € invariante por uma mudanga de varidveis.

Demonstracao. Seja uma forma pfaffiana 0¢ em n variaveis x1, xs, ..., T, tal que sofra
uma mudanca de variaveis para novas n variaveis x, Ts, ..., T,. O diferencial de uma
variavel z; = z;(Zy, T, ..., T,) €, entao:

(18) dr; =Y ——dx;.

A forma pfaffiana 0¢ pode ser representada em ambas as cole¢oes de variaveis,
com as respectivas fungoes associadas. Logo,

(19) (55 - ZFZ'<I1,JI2, ,In)d.fz - Z.Fj(i’l,i’g, ...,fn)d.f‘j,
i=1 j=1

onde, substituindo (18) em (19), obtemos:

lﬁ"ﬁ RMU @ sBMm
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_ "L Oz,
(20) Fi(T1, Tay ooy Tn) = ;a—;ﬁ;(xl,@, )

Suprimindo a dependéncia explicita com as variaveis, por (17), na colegao das
novas variaveis, a quantidade R;;;, é:

lor  oF
81’1 8@

OF, OF

) oF, o,

0z, 0

(21)

Vamos analisar inicialmente apenas o segundo termo de (21), substituindo assim
apropriadamente as novas fungoes dadas em (20). Fazendo isso,

(22) 0@;

8901 Oz, axk p= 8xk 0mk ox;
vemos que obtemos um termo proporcional ao primeiro termo de R;;,, uma vez

que as derivadas parciais de segunda ordem nas variaveis somem, pelo Teorema de
Schwarz. Repetindo o mesmo para os termos restantes de (21), temos que:

0x; Ox; Oxy,
(23) Rijh = [ZZZ oz, 8951 8331] Nijh-
=1 j=1 k=1

Logo, se R;;, = 0, entao, 9_%-;c =0. O

Teorema 3. Uma condi¢ao suficiente a integrabilidade local de uma forma pfaffiana
em n varidveis, em um aberto B, € que R, se anule, para quaisquer i, j, k.

Demonstracao. Apresentaremos uma prova via inducao finita que, inicialmente,
busca mostrar que a condigao R;j, = 0, para quaisquer i, j, k, é suficiente para a
integrabilidade. Disso vird que o maximo que podemos afirmar sobre tal condicao é
que, de fato, ela é suficiente a uma integrabilidade [ocal, apenas.

Para uma forma pfaffiana em uma variavel, x;, por construcao, fica evidente que
0¢ & sempre integravel. Ja para uma forma pfaffiana em n variéveis,

(24) 55 - Zﬂ(xhx%'”?xn)dxh
i=1

supomos que R;jr = 0, para quaisquer ¢, j, k. Em seguida, escolhemos examinar 0§
por um caminho em um aberto B C R" tal que dx, = 0. A forma pfaffiana que
resulta de fixarmos o valor da variavel z,, em (24), é,

(25) 577: Zﬂ(mlax%wxn)d:ﬁla

% RMuU @~ sBm
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de forma que naturalmente R;;;, = 0 permanece inalterada em (25), como a hipdtese
de inducao, uma vez que a nulidade dessa quantidade nao muda por fixarmos uma
variavel. Supomos entao que o7 ¢ integrével, sob a circunstancia R;;, = 0, para
quaisquer i, 7, k diferentes de n em B. Por conta disso, devem existir fungoes A, com
MNz1, T, .yt 1) #0, e 0 = 0(x1, T2, ..., T,_1), em algum aberto A C B, tais que:

n—1
(26) op=Ado =AY g—gdxi.
i=1

Agora, deixando z,, variar, podemos reescrever 0§ em funcao de dn, com 7 inte-
gravel por hipétese, como colocamos. Isto é,

(27) 06 = MNdo + Fdz,,

onde, uma vez que 0§ é uma forma pfaffiana em n variaveis, escrever (27) equivale
a uma mudanca de variaveis em 0§, das varidveis xi,xs, ..., T,, para certas novas
variaveis Zp, Za, ..., Tn_2, 0, Tn. Nessa nova colecdo de variaveis ocorre que F; =
0, para todo ¢ = {1,2,...,n — 2}. Do Lema 2, a hipotese da nulidade de Ry,
permanece para a nova colecao de varidveis. Novamente, essa relagao se preserva ao
examinarmos apenas a colecao de variaveis zi, To, ..., T,_o. Explicitamente,

OF, 7 ox

— n -
e obtemos que, nas variaveis Ty, Zs, ..., Tn_2, 0, T, 0 quociente F, /A deve depender
unicamente de o e x,. Com A # 0, podemos reescrever (27) como:

(28) Rijk = A 0,

(29) 0=\ (da + %dmn> ,

O termo em parénteses em (29) é uma forma pfaffiana em duas variaveis, que é,
pelo Teorema 1, localmente integravel. Portanto, existem fungoes p e 1, tais que,

(30) 5¢ = Audsb,

nas condigoes apropriadas, e assim 0§ é localmente integravel em B. 0
Apresentaremos agora um tltimo resultado. Originalmente obtido na formaliza-
¢ao da Termodinamica Classica de C. Carathéodory em 1909 [14], e provavelmente
figurando como o critério para integrabilidade das formas pfaffianas mais ausente
nos livros didaticos de equagoes diferenciais desde entao. Esta é uma verificagao
que fornece a integrabilidade local de uma forma pfaffiana a partir de uma condigao
topologica do conjunto B ao qual reside a forma pfaffiana em questao. A prova desse
teorema é apresentada aqui com um pouco mais de detalhes do que nas obras que
primeiro a investigaram [15, 16|, apos a prova original de Carathéodory [14].
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Teorema 4. (Teorema de Carathéodory). Uma condi¢do necessdria e suficiente &
integrabilidade local de uma forma pfaffiana 6§ em n varidveis em um aberto B, €
que em toda vizinhanga M C B arbitrariamente proxima de um ponto qualquer p€ B
existam pontos inatingiveis desde p pelas curvas tais que 6§ = 0.

Demonstracao [15]. Sejam a forma pfaffiana ¢ em n variaveis, num aberto B C R",

— (0 .0 0y , _
ep=(1",22°, ..., x,°), ¢ = (&1, o™, .., w,), 7 = (2™, 2™, ..., x,™*) pontos de B.

Sejam as curvas 7, € 7, em B, suaves, parametrizadas por um parametro ¢,

(31a) n(t) = (f1(t), fo(t), ... fu(t)) = (fi(1)),
(31b) (1) = (f2(t) + vu(D), falt) + ng(t) fn(t) +vga(t)) = (filt) + vai(t)),

com v real, tais que 6§ = 0, com as seguintes condigoes, respectivamente,

(32a) N(to) =p, Mt =g,
(32b) 72(250) =p, ’72(‘[;**) =T,

onde tg < t, < tus, com [t, — to| < €1 € |tw — ti| < €9, para €; e €y arbitrariamente
pequenos. Com um v suficientemente pequeno, nosso objetivo é examinar a situagao
€2 — 0. A equacao de Pfaff a qual 5 é solugao se da por,

> EA) +va®)d(fit) +vgi(t) =0
(33) B
= Z F(filt) + vgu()[fi() + vgi(0)],

com df;(t)/dt = fi(t), dg;(t)/dt = ;(t). Derivando (33) por v, em v = 0,

(34) Z Ei(fi(#))9:(t) + Z Z 8F3£lj fi(t)g;(t) =0,

=1 j=1

ou

(3 > Rl D ity

i=1 j=1

A equagdo (35) é equivalente a escolhermos n — 1 das funcoes g;(¢) de maneira
arbitraria e a n-ésima asseguramos obedecer (35). Seja entao essa n-ésima fungao
gr(t), de modo que, isolando os termos de indice k, temos:
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OF(fi(t
gk + Z aj; z gk (t) =
z;ék

(36) n n
=S B0 - 33 D fg ).
o Fimo

A funcado gi(t) entao se torna o objeto a ser estudado se fazemos €5 — 0. O lado
esquerdo de (36) é uma equagao diferencial ordinaria de primeira ordem linear em
gr(t), logo, pelo método de Leibniz do fator integrante, seja a fungao n = n(t), nao
nula, tal que:

apy SOOBGDRO) a0 +Z@F flk D) i yant) |
17$k

Desenvolvendo o lado esquerdo de (37):

d(n(t)F.(fi(t))gk(t))
dt

(38) — OF,(fi(t))

= n(t) FL(fi(t)) g (t)+n(t) Z Tfi(t)gk(t) + () Fru(fi(t))gr(t),
= ’

e com a comparagao entre (37) e (38) segue,

(39) HORG) =m0 i 3 | 2D 8Fk§£<t>>]'
=t Z

Agora, perpetuando o método de Leibniz e multiplicando os dois lados de (36)
por n(t), usando (38) e (39), podemos isolar gx(t) pela integragao do lado esquerdo
de (37), o que se revela ser igual ao lado direito de (36) quando multiplicamos o
ultimo por 7(t). Temos entao:

(40)

D) FL () g () = / ZF f()at +ZZ§F £t m]dt,

J#k Jk ik

onde g;(tg) = 0 para todo i, pelas condigdes (32). Integrando por partes o primeiro
termo no integrando de (40), usando (39) e novamente que g;(tp) = 0, obtemos
diretamente:
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(41)
/ ZF fi(#) ZF A
J?ék ];Ak
i(h@) [OF(Ai(t)  OF(filt) | | OF;(Hi(?)
o sz )95 ( E(fi) | or or, | T o )d”
i#k 2k

Substituindo (41)
grando, temos:

em (40), e colocando a funcao Fi(fi(t)) em evidéncia no inte-

(42)
n(t") L (fi(t)) gk ZF ht
J#k ]
OFi(fi(t))  OF(fi(D))
+ ZZ [ (Fj(fz(t)) ) S
i2k jk i
+ Fk;(fl(t)) aFJ(fl(t)) o an(fl<t))] dt.
al'i 893j
Uma vez que, pela curva 7, é verdade que,
(43) > R0 =
entao,
(44) 2; / E(fz(t)) aF%(g i@) - aFJgi;(t)) dt = 0.

i#k j#k

Substituindo (44) em
integrando, temos:

(42), isolando g(t') no processo e identificando 2R;j, no

, 1
O = R { ZF "
(45) i
ey [ mzjkdt}.
2k Tk
MF‘ RMU @= sBm
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Se t'—t,, com €; arbitrariamente pequeno, onde |t, —ty| < €, bem como €5, onde
|t —ts| < €2, entao, no limite e — 0, teremos a formagao de uma vizinhanga M C B
em torno de p, arbitrariamente préoxima de p, tal que existem pontos atingiveis desde
p pelas curvas nas quais 0§ = 0. A unica excessao a isso é se toda func¢ao gy (t) for
identicamente nula, para todo t. No integrando de (45), isso requer que:

(46) > filt) Rk =0,

ik
uma vez que, por construcao, n = n(t) #0, as ¢;(t) ndo podem ser fixadas como
zero e, obviamente, Fi(f;(t))"" #0, para todo k. Uma vez que as f;(t) podem ser

arbitrarias, exceto fi(t), a qual ndo comparece em (46), concluimos que R;;; = 0,
para todo 7, j, k. Pelo Lema 1 e o Teorema 3 essa prova se encerra. 0

3. INTEGRABILIDADE GLOBAL

O Teorema de Carathéodory 4 tem sido historicamente colocado em debate por
garantir apenas uma integrabilidade local para as formas pfaffianas [17]. No entanto,
seu uso na Termodinamica Classica fornece pistas de que sua natureza local reside
na generalidade de sua premissa em termos topologicos. Mais do que isso, quando
analisado de acordo com as necessidades descritivas da Termodinamica Cléssica [10],
esse teorema parece pedir mais do que se precisa para obter um fator integrante, ao
presumir uma relagao de ndo conexao entre pontos no espago (no presente contexto,
o R™) valido para qualquer vizinhanga, arbitrariamente pequena, neste espago.

Isso indica a possibilidade de um contetido oculto no Teorema de Carathéodory
que pode ser revelado pela modificacao apropriada da nocao de vizinhanga. Faremos
isso a seguir e obteremos como resultado uma condi¢ao suficiente para a integrabi-
lidade das formas pfaffianas em todo B, exceto para um conjunto de medida nula
contido em B; o que chamaremos aqui de integrabilidade global em B.

Definigao 3.1. (Reta cercante). Dado um ponto p = (x1°,25°;...,2,°) € B CR",
para a reta U(z;) dos pontos (x1°, 250, ..., s, ..., ,0), com a varidvel arbitrdria x;

chamada de varidvel livre, damos o nome de reta cercante a p associada com x;.

Perceba que a uniao | J;, II(z;) das n retas cercantes II(x;) possiveis a um ponto
p € B CR" nao constitui uma vizinhanca M de p.

Teorema 5. Uma condi¢ao suficiente a integrabilidade global de uma forma pfaffi-
ana 6§ em n varidveis em um aberto B é que na reta cercante 11(z;) de um ponto
qualquer p € B, para alguma varidvel livre x;, existam pontos arbitrariamente pro-
zimos de p inatingiveis desde p pelas curvas tais que 6§ = 0.

Demonstracao. Sejam a forma pfaffiana 6§ em n varidveis, num aberto B C R", e
p = (2:° 25°, ..., 2,°) um ponto arbitrario de B. Sejam também g = (21°, 25", ..., ,,*)
um ponto da reta cercante a p associada a variavel z,, II(x,), e v uma curva em B

tal que:
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(47) Z Fi(y)dzi(y) = 0.

Com |z,* — 2,°| < &, vamos supor que v passa por p mas nao passa por ¢, para
qualquer ¢ arbitrariamente pequeno. Segue disso que a equagao,

n—1

(15) (1, @2, Tat) = = 3

=1

F’i(xhxzv "'7‘7;71)

dZEi,

F’VL(xla Loy eny l’n)

advinda de (47), denota dx,, como o diferencial de uma funcao x,, = z,(x1, T2, ..., Tp_1),
de modo que, como sabemos, a fungao F, (1, s, ..., 2,) nao é identicamente nula.
Obtemos z,, = x, (21, T2, ..., T,—1) explicitamente integrando (48),

(11,22,...,$n,1) n—1

(49) T (21, Ty ooy 1) = 2,0 — /
0

(219,229,...,25,—19) i—1
onde 7,,° = w,,(2,°, 22°, ..., 7,,_1°). Agora, se fizermos as quantidades z1°, 2,°, ..., x,,_1"
variarem, teremos i, Zs, ..., £,° como as novas variaveis independentes das quais
a funcdo w,, agora x, = z,(T1,Ts,...,7,°), depende. A funcdo x, ¢ continua
em relacao as variaveis 1, Za, ..., Tn_1, ", ¢ diferenciavel em relacdo as variaveis
X1, To, ..., Tn_1, gragas a (48). Portanto:

dr, _ F

(50)

Além disso, pela equacao (49), os quocientes F;/F, poderdo depender de z,°
de alguma forma. Porém, se fixarmos as outras variaveis xi, zs, ..., T,_1, em (49),
obteremos que x, = z,(x1,s,...,7,°) ¢ uma fungdo monotona de z,°. Isso nao
muda para qualquer intervalo fechado contido em II(z,) no qual possamos assumir
as mesmas hipoteses que foram postas até aqui. Como consequéncia, pelo Teorema
de Lebesgue da Diferenciagao [18], z,, = (%1, T2, ..., ,°) é uma fungao diferenciavel
de 2,,° em todo B, com excecao a um conjunto de medida nula contido em B.
Assim, observamos que o diferencial da fungao x, = x,(z1, s, ..., ,°),

n—1
ox
51 Az, (T1, Ta, ..., £,°) = —dz;
(51) T (1, T2 Ty ) i:1axix+

0T, . o
den )
T,

da mesma maneira se refere a todo B, com exce¢ao ao mesmo conjunto de medida
nula contido em B. Retomando (47) explicitamente, e usando (51) e (50), temos:
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n—1

06 =Y Fidw; + Fodxy,
=1

n—1 n—1
(52) = Fdr, + F %d . %d 0
; iaT; + I'n - Oz, Q:“Laxno Tn
ox,, 0
:Iazﬂgﬁdﬁn.
Logo, 6§ é integravel em quase toda parte de B. O

4. APLICAGOES E COMENTARIOS FINAIS

Neste artigo apresentamos ao leitor as condigoes de integrabilidade das formas
pfaffianas no R", com excecao do conhecido Teorema de Frobenius. Dividimos nossa
discussao entre aspectos locais, na secao 2, e aspectos globais, na secao 3, no que
diz respeito a integrabilidade. Inspirado no Teorema de Carathéodory, e seu uso
na Termodinamica Cléssica [10], um critério de integrabilidade de carater global, a
saber, o Teorema 5, foi obtido na secao 3.

O Teorema 5 quando aplicado a Termodinamica Classica pode gerar um resultado
muito importante: a construcao de uma funcao entropia diferenciavel em quase
toda parte, de modo que as regioes onde a diferenciabilidade desaparece sejam,
pela justificativa experimental da teoria, os pontos no espaco termodindmico de
estados relacionados com transicoes de fase. Com efeito, introduzindo a lei zero
da termodinamica e consequentemente o conceito de temperatura empirica ¥, esta
quantidade pode agora ser identificada como a variavel livre no contexto do Teorema
5; ou seja, assumimos que ¥ = x,. Em seguida, de acordo com [16], identificando
também J¢ como a quantidade de calor 6Q, F,, = Fy, e 2,° = 9%, a tltima expressao
em (52) pode ser reescrita se observarmos a dedugao da premissa do Teorema 5 a
partir do enunciado de Kelvin, ou Clausius, da segunda lei da termodinamica [10].
Entao, fazendo uma mudanca para novas varidveis, u e o, obtém-se,

6Q2::Mdaa
onde nao é dificil verificar que o é uma funcao diferencidvel em quase toda parte das
variaveis apropriadas em consideragdo. Com um pouco mais de argumentos [16],
obtemos a segunda lei da termodinamica para processos quase-estaticos,

0Q =T4dS,
sendo T a temperatura absoluta e S a entropia absoluta. Esta fungao entropia
absoluta, ou simplesmente fun¢do entropia, possui as seguintes propriedades: a)
aditividade (sobre sistemas termodinamicos); b) extremizacao (maximizacao ou mi-
nimizacao?) sobre um processo adiabatico irreversivel (a premissa do Teorema 5 pode

4Para o leitor com familiaridade em fisica, a aparente lacuna da possibilidade de maximizacao
ou minimizagao, e a auséncia de uma propriedade de variagao monotona crescente da entropia em
relagdo a energia interna, sdo caracteristicas suportadas por varias evidéncias experimentais [19].
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ser generalizada a partir do ponto de vista da termodinamica de processos irrever-
siveis); c) diferenciabilidade em quase toda parte. Com a suposi¢do experimental
de variagao localmente limitada das grandezas termodinamicas [20], podemos as-
sumir que a fungao entropia também tem suas primeiras derivadas com a mesma
propriedade de variacao localmente limitada. Isso, juntamente com a propriedade
de diferenciabilidade em quase toda parte, gera uma propriedade final para a fungao
entropia em questao: d) continuidade localmente Lipschitz. Na verdade, devido ao
Teorema de Rademacher, as propriedades desta fungao entropia podem ser resumi-
das em: aditividade, extremizacgao, e continuidade localmente Lipschitz.

Também na Mecanica Analitica, a aplicagao de um critério de integrabilidade para
formas pfaffianas é o procedimento que leva a verificar se os vinculos nao-holénomos
sao, ou nao, integraveis. Vinculos sao relagoes entre as coordenadas mecanicas ge-
neralizadas, velocidades generalizadas e, eventualmente, a coordenada de tempo;
quando um vinculo é uma relagao apenas entre as coordenadas generalizadas e o
tempo, ele é chamado de holénomo, caso contrério, é chamado de nao-holénomo. Um
conjunto de n vinculos nao-holénomos impostos a um sistema mecéanico sao frequen-
temente representados por n correspondentes equacoes de Pfaff: &, =0, ..., &, = 0.
H& uma importancia pratica para a Mecanica Analitica na verificacao da integrabi-
lidade de vinculos nao-holénomos: os vinculos podem ser aplicados diretamente na
funcao lagrangiana do sistema mecanico, facilitando assim a obtencao das equagoes
de movimento resolvendo as equagoes de Euler-Lagrange [21]. Além disso, o método
tradicional para fazer o teste de integrabilidade é utilizando o Teorema de Frobe-
nius, que exige manuseio de algebra exterior e conhecimento analitico das equagoes
de Pfaff em questao.

Por outro lado, em termos do Teorema de Carathéodory 4, o teste de integrabi-
lidade para vinculos nao-holénomos pode ser realizado sem mais recursos matema-
ticos, ao invés disso fazendo uso de inferéncias fisicas no espaco de fase do sistema
mecanico e suas respectivas restricoes. Por exemplo, o problema tradicional de um
cilindro perfeito rolando sem deslizar em um plano inclinado pode ser facilmente vi-
sualizado na perspectiva de que existem estados no espaco de fase do sistema que nao
sao acessiveis gracas ao vinculo de rolar sem deslizar, portanto, esse vinculo precisa
ser integravel. Nesse ponto de vista, o Teorema de Carathéodory 4 mostra-se fisica-
mente mais substancial do que o Teorema de Frobenius, embora este tltimo tenha
maior rigor e seja mais Tutil, especialmente com vinculos mais complicados. No en-
tanto, a aplicagao de um derivado do Teorema de Carathéodory 4, como o Teorema
5, na integrabilidade de vinculos nao-holénomos deve ser melhor investigada.
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