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TEOREMA DE GREEN NO ESPACO DE SOBOLEV H'(Q)

ANDRE FERREIRA E PEREIRA, E CARLOS MAGNO MARTINS COSME

1. INTRODUCAO

Discutiremos aqui um teorema que € muitas vezes chamado de Teorema de Green, For-
mula de Green, Teorema da Divergéncia, Teorema de Gauss ou Teorema de Gauss-Green.
Trata-se de um importante resultado que encontra aplicacdes nas mais variadas dreas do
conhecimento, como eletromagnetismo, gravitacdo, teoria dos gases, mecanica dos flui-
dos, etc. Por exemplo, se um campo vetorial representa o campo de velocidades de um
escoamento, entdo o Teorema dird que o fluxo exterior do campo vetorial através de uma
superficie suave, que € fronteira de uma regido limitada, pode ser calculado integrando-
se a divergéncia do campo sobre a regido delimitada pela superficie. Ainda no contexto
desse exemplo, ele pode ser usado para caracterizar a divergéncia do campo vetorial, cal-
culada em um ponto do dominio, como a taxa liquida de fluxo para o exterior por unidade
de volume naquele ponto.

Mais precisamente, se {2 é um subconjunto limitado de R™, a fronteira de €2, 952, € C
e F é um campo vetorial com componentes em C((?), entdo

(1) / F-ndS:/V-FdV,
89 Q

onde n € um campo de vetores unitarios, normais a J{2 e que apontam para o lado de fora
de €, dS é um elemento de superficie e dV' € o elemento de volume. Quando €2 é uma
regido plana substituiremos d.S por ds, para denotar um elemento de comprimento e dV'
por dA, para denotar um elemento de drea. Neste contexto em que {2 é uma regido plana a
féormula de Green mais conhecidas, e que normalmente € ensinada nos cursos de calculo,

P
/ de+Qdy:/(@—a—> dA,
a0 o \ 0z Oy

que como veremos € um caso particular de (1) (veja, por exemplo, a se¢do 16.4 de [5]).
Essas formulas podem ser vistas como casos particulares de uma versdo bem geral do
Teorema de Stokes (veja [2], Teorema 38.8).
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Neste trabalho demonstraremos, via um teorema de densidade de C*(Q) em H'(Q),
que a formula (1) também vale quando as funcdes componentes do campo F estdo no
espaco de Sobolev H*(€2). Além disso, vamos definir o que é uma solucdo fraca e uma
solucdo forte de uma EDP e usar o Teorema de Green generalizado para mostrar que sob
certas hipéteses de regularidade, uma solucdo fraca de uma determinada EDP € solugdo
forte.

Esse ultimo fato traz a luz uma estratégia bastante utilizada para o estudo de solucgdes de
EDP, tanto do ponto de vista tedrico quanto numérico, que consiste em buscar solugdes
de formulagdes fracas da EDP, para posteriormente mostrar que essas solucdes sao, na
verdade, mais regulares, desde que os dados iniciais sejam suficientemente regulares.
Para ilustrar essa estratégia, apresentaremos na Secao 3 um exemplo de sua utilizacao.

Existe uma razdo intuitiva para que o método mencionado no paragrafo anterior seja
eficaz, que é o fato que os espacos naturais das solu¢des das EDP’s enfraquecidas sdo
muito maiores que os espagos das solugdes da formulagdo forte, de modo que a chance
de encontrarmos uma solu¢do fraca é maior do que a de encontrarmos uma solugdo forte
de forma direta. Com efeito, acontece muitas vezes, inclusive, de ndo sermos capazes de
garantir a existéncia de solugdes fortes, mesmo que a solugdo fraca exista. Um exemplo
bastante conhecido dessa ultima situagdo € o famoso problema de Navier-Stokes, ainda
em aberto, que, grosso modo, € o problema de garantir a existéncia de solu¢ado forte global
(no tempo) para as equacdes de Navier-Stokes em R?. Nio se sabe, ainda, se essa solu¢do
forte existe, entretanto a existéncia de solucao fraca ja estd bem estabelecida.

2. DESENVOLVIMENTO

2.1. Definicoes, notacoes e resultados preliminares. Ao longo de todo texto €2 serd um
subconjunto aberto e limitado de R™. Diremos que a fronteira de €2, 99, é de classe C*
se é uma superficie que localmente pode ser parametrizada por uma funcdo de classe C"*
de forma que, localmente, os pontos de €2 fiquem do mesmo lado da superficie.

Definimos L?(€2) como o conjunto das fung¢des u :  C R" — R que tem o quadrado
integravel na medida de Lebesgue, isto €,

L2(Q):{u:QC]R"—>]R; /|u|2dV<oo}.
Q
Definimos o seguinte produto interno em L?((2):

(u,v)r2 :/uv av.
Q

Esse produto interno induz a seguinte norma:

w2 = (/ |u|2 dV) )
Q

O espago de Sobolev H'(€2) € o espago das fungdes u € L*(2) para as quais existe
v € L*(Q) de forma que

99

u_
o 0z

dV:—/vgde, V¢ e C(Q),
Q
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onde o conjunto C'>°(2) é o conjunto das fungdes que sdo C™° e que se anulam fora de
um compacto K C 2. Denotaremos v = % e diremos que v é a derivada fraca de u com
relacdo a z;. Nessa notagao,

H'(Q) = {ueLZ(Q) aﬁx@ € L2(Q),i=1,--- n}

Podemos munir esse espaco com o seguinte produto interno:

ou 0
(u,v)gr = UULZ—'—Z(@;L 8::)

A norma induzida por esse produto interno é

lllin = | ull2 +Z H

A primeira dificuldade que enfrentamos ao tentar generalizar a férmula (1) é que a
integral do lado esquerdo sequer faz sentido, pois 0f) tem medida nula em (2, e fungdes
em um espacgo de Sobolev, que se diferem apenas em um conjunto de medida nula, estdo
em uma mesma classe de equivaléncia. Entdo, é necessdrio dar precisdo para o significado
de restringir uma fungdo para a fronteira de seu dominio, o que torna isso preciso é o
seguinte teorema, conhecido como Teorema do Trago.

sz

Teorema 1. Assuma que 2 é limitado e que OS2 é C*. Entdo existe um operador linear
limitado

T:HY Q) — L*(09)
tal que
(1) Tu=u|ggseu € H(Q)NC(Q)e
() ITul|r200) < Cllull o)

para cada v € H(2), com a constante C dependendo apenas de .

Demonstragdo. Veja Evans [1] secdo 5.5, Teorema 1. 0

Chamaremos o operador do tltimo teorema de operador trago.

A estratégia que usaremos para demonstrar a férmula (1) em H'(2) sera essencial-
mente aplicar a férmula conhecida para uma sequéncia de fungdes em C'°(Q) que con-
verge para a fungdo em H' (). Para isso precisaremos do seguinte resultado de densidade
em espacos de Sobolev:

Teorema 2. Assuma que ) é limitado e 9 é C'. Suponha v € H'(SY). Entdo existem
fungées u,, € C* () tal que

U — u em H'(Q).
Demonstragcdo. Veja Evans [1] secdo 5.3, Teorema 3. 0

Essencialmente o Teorema 2 estd afirmando que
H'(Q)

C=(Q) ' =HYQ).
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25 A. F Pereirae C. M. M. Cosme

Outro resultado que precisaremos na aplicacdo da férmula de Green € um lema conhe-
cido como Lema de Du Bois Raymond, um enunciado simplificado desse lema é o que
segue

Lema 3 (Lema de Du Bois Raymond). Seja u uma fungdo integrdvel sobre ). Entdo,
/ugde:O, Voe C(Q) < u=0 gqtpem.
Q
2.2. Teorema principal. Agora queremos provar que

) / T(F)-ndS:/V-FdV
oN

Q

onde F é um campo de vetores com fungdes componentes em H'(£2). Mas isso é equi-
valente ao teorema que segue. De fato, se vale o Teorema 4, basta aplici-lo nas fungdes
componentes do campo para obter (2). Por outro lado se vale (2), entdo, para obter o Te-
orema 4, basta escolher o campo F = (0,--- , f,--- ,0), onde f estd na i-ésima entrada.

Teorema 4. [Teorema de Green] Sejam Q) um aberto limitado de R™ tal que 02 € C*' e
f uma fungdo em H'(Q)). Entao

/mT(f)nidS:/ngfi qv.

onde T : H () — L?*(99Q) é o operador traco e n; é a i-ésima componente do vetor n.

Demonstragdo. Seja f, uma sequéncia em C>(Q), tal que f, — f em H'({). Pela
versao cldssica do teorema de Green, para cada n temos que

fan; dS = Ofn av.
o9 o Ox;
Agora, veja que pela desigualdade de Holder
Ofn  Of Ofn  Of of, Of
— dv| < — av < |Q — .

Como 2 é limitado e f,, — f em H'(), segue que quando n — oo

f.  Of /Wn / of
/Q(axi 3xi> dV| — 0= anidV—> 98IidV.

Além disso, usando outra vez a desigualdade de Holder
| 1= pas| < [0, - i as
o0 o0

< nillz2@0) 1T (fr = Hllr2o0) -

Como n € um vetor unitério, J€2 é limitado e 7" € um operador limitado, segue que existe
uma constante C' tal que

/ T(fo — f)n, ds‘ < Cllfu— flln.
o0

@4
A rmu " sem
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Mais uma vez usando o fato que f,, — f em H'(2), obtemos que quando n — oo

o0 o0 o0

/mT(f)nidS:/Qgi dv.

A partir de agora omitiremos o operador 7" na integral sobre 0f).

A seguir veremos algumas importantes consequéncias deste ultimo teorema. Primei-
ramente, nos cursos de calculo de vdrias varidveis, que normalmente sdo ministrados em
cursos de graduacdo, é comum chamar de Teorema de Green um caso particular desse
ultimo teorema para a situagdo que Jf2 € uma curva plana, de modo que podemos pensar
a regido {2 como sendo a regido plana delimitada por essa curva. Neste caso podemos
enunciar o seguinte coroldrio:

Portanto,

O

Corolario 5. Seja Q uma regido plana tal que OQ) € C* seja uma curva fechada e orien-
tada positivamente. Se P,Q € H' (), entdo

/ de%—@dy:/(@—a—])) dA
o0 o \ 0z y

onde dA é um elemento de drea (que substitue dV por estarmos em R?).

Demonstragcdo. Seja F = (), —P). Pela féormula 2, temos que

0Q 8P) /
— — — | dA = F-nds
/Q(a@" dy a0

Sejar(t) = (z(t),y(t)), t € [a,b], uma parametrizacdo da curva 02 orientada positiva-
mente. Entdo,

1 / (] — r
n(t) = ,,r,(t)ur(t)xk—(y(t), @)/l @)1,

onde k € o vetor candnico (0,0, 1), ¥'(t) = (2/(t),y'(t), 0) e estamos desprezando a tltima
coordenada do vetor normal, pois € um vetor no plano xy. Além disso o elemento de
comprimento é dado por:

ds = ||¥'(t)]|dt.
Dessa forma,
b "), — o
/ (g_@) 4= [ Q). -r) - LD e

Ay e @)
b

O
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27 A. F Pereirae C. M. M. Cosme

A integral do lado esquerdo do dltimo coroldrio pode ser interpretada como a circulagao
no sentido anti-horario do campo F = Pi + )j ao redor da curva 0f2, de modo que
o corolario muitas vezes € til para facilitar o calculo dessa circulagdo, pois transforma
uma integral de linha em uma integral dupla.

E comum em um curso de célculo encontrarmos o coroldrio acima com a hipétese
de que P e () tenham derivadas parciais continuas em um aberto que contém a regido ).
Essa versdo apresentada acima claramente exige condi¢des mais fracas para que possamos
efetuar o mesmo célculo, veja a seguir um exemplo da aplicacdo desse coroldrio que ndo

poderia ser resolvido diretamente pela aplicacdo do resultado classico.

Exemplo 1. Seja F(z,y) = (% + 22)i + |z|j. Vamos calcular a circula¢do (no sentido
anti-hordrio) sobre a curva que ¢ fronteira da regido plana ) que é o semi-disco de raio
1 centrado na origem acima do eixo x (ou seja, z*> + y* < 1, y > 0). Note que a fungdo
componente P(x,y) = |x| sequer tem derivadas parciais nos pontos (0,y), entretanto,
ndo é dificil verificar que a derivada fraca dessa funcdo com respeito a x é dada por

Olz| 1 >0
or -1 z <0,

e que P € H'(Q). Dessa forma podemos aplicar o iiltimo coroldrio, obtendo

2 2
Y 2 8|x| d (y 2
z d dy= [ 92 (L dA
/m<3+:c) T+ |x| dy R o 3—|—x

:/ (1—2* —9?) dA—I—/ (-1 —2% —y*) dA

Ry R

onde Ry é a regido do semi-disco onde x > 0 e Ry é a regido do disco onde © < 0,
ou seja, em coordenadas polares, Ry = {(r,0) |0 <r < 1,0 < 0 < 7/2} e Ry =
{(r,0) |0 <r < 1,7/2 < 6 < 7}. Entdo, fazendo a mudanga de coordenadas para
coordenadas polares na duas ultimas integrais, temos

%
/ <—+x2> dx + |z| dy
o0 \ 3
w/2 pl T 1
:/ /(1—T2)rdrd9+/ /(—1—r2)rd7’d9
o Jo /2 Jo

T 37 ™

8 8 4

No caso do exemplo apresentado, uma estratégia para resolver o problema sem apelar
para esse resultado mais generalizado é repartir a regido em duas partes, isso €, nas regides
Ry e Ry que aparecem na solucdo do exercicio. Nessas duas regides o teorema cldssico
pode ser aplicado, pois em ambas a funcdo médulo tem derivadas continuas. Entretanto,
€ necessdrio mostrar que a circulagdo através da fronteira de {2 é a soma das circulagdes
através das fronteiras de 17, e de R,, pois, a circulacdo na parte comum das fronteiras
de R, e Ry se anulam. Entdo, grosso modo, podemos dizer que a estratégia apresentada
acima fica embutida no préprio resultado, de forma que podemos resolver o problema
diretamente sem apelar para esse artificio.

lﬁﬁ RM @ sBMm
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Outra consequéncia muito importante, que serd usada na préxima secdo, é o Teorema
de Integragdo por Partes.

Teorema 6 (Integracio por Partes). Sejam ) um conjunto aberto e limitado de R", onde
00 éC eu,v € HY(Q). Entdo

auvdV:—/uav dV+/ uvn; dS,
' o O o0

X

paratodo1 <1 < n.

Demonstragcdo. Para demostrar o teorema de integracdo por partes basta usar que a deri-
vada fraca satisfaz a regra do produto

O(uv)  Ou u@v

Mas essa regra vale (veja o Teorema 1 da subsecdo 5.2.3 de Evans [1]). 0

Veja que o Teorema de Green e o Teorema de Integracdo por Partes sdo equivalentes.
De fato, ja vimos que o teorema de Green implica no teorema de integracao por partes. A
reciproca pode ser obtida tomando v = 1 no Teorema de Integragdo por Partes.

Uma consequéncia imediata do Teorema de Integracdo por Partes € a seguinte férmula:

/V~deV:—/F-VvdV+/ oF -n dS,
Q Q o0

onde F é um campo de vetores com fungdes componentes em H'(§2). Em particular, se

F=Vu 3
/AuvdV:—/Vu-VvdV—ir/ v 22 s,
Q Q an On

Essa ultima identidade é chamada de Primeira Férmula de Green.

3. APLICACAO

Vamos definir o que sao as solugdes forte e fraca de um sistema de equacdes diferenciais
parciais € usar o Teorema de Green em H!(() para mostrar que, sobre certas hipéteses,
essas definicdes coincidem.

Considere o seguinte sistema de equacdes diferenciais parciais:

'% =V - (Fi(¢,c)V¢ + Fa(¢,¢)Ve) + Di(¢,¢) em Qr,
3 % =V - (F3(¢,¢)Vo + Fi(¢,¢)Ve) + Dy(¢,¢) em Qr,
09 _ dc _
n " on =0 em 00 x (0,7),
(#(0) = ¢o, ¢(0) =co em Q,

onde, 7' > 0 € arbitrdrio, Qr = 2 x (0,7) com €2 um dominio aberto e limitado em
R", a fronteira 9 é de classe C'!, n é o campo de vetores unitdrios normais a 92 e as
fungdes Fy, Iy, F3, Fy, Dy e Ds; podem ser nao lineares. Esse sistema de EDP, em um
caso particular, modela a evolu¢@o no tempo de um processo isotérmico de solidificacio

lﬁﬁ RMU @ sBMm
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de uma liga bindria (veja por exemplo [3]). Um modelo mais geral para esse mesmo
fendmeno, que inclui efeitos de convecc¢ado na parte liquida, pode ser encontrado em [4].

Em uma primeira investigacio ficamos tentados a buscar uma solugdo
(¢,c) € C([0,T);C*(2))* N CY([0,T];C(2))?, ja que essa € a hipitese minima para
que facam sentido as equacdes em (3), uma solugdo desse tipo € chamada de solucdo
cldssica da EDP. Mas com a nossa nova nocdo de derivada podemos propor a seguinte
defini¢do de solucdo para o problema (3):

Definicao 1. Seja T' > 0 fixado arbitrariamente. Dizemos que
(¢,¢) € L*(0,T5 H*(Q))* N H'(0, T L*())?,

¢é uma solugdo forte para o problema (3) se ¢(0) = co, ¢(0) = ¢ e valem

% = V- (Fi(6,0)Vo + F>(6,0)Ve) + Di(6,¢) g.L.p em Qr.
0~V (B(6,0096 + Fi(,0)Ve) + Ds(o,) g.p em Qr.
0 0

aﬁ 8;—Oqtpeman(O T),

onde as derivadas aqui sdo derivadas no sentido fraco.

Veja que o espaco onde buscamos uma solucdo forte para (3) é maior que o espago
onde buscamos as solucdes cldssicas, pois

C([0, T} C*(@)* N CH([0, T]; C(Q))* € L*(0, T3 H*())* N H'(0,T; L*(2))*.

Podemos enfraquecer mais ainda a noc¢do de solu¢@o do problema (3), ou seja, podemos
introduzir uma nocao de soluc¢do onde o espaco factivel € ainda maior que o das solugdes
fortes, chamaremos essa soluc¢do de solucdo fraca. Para motivar essa definicdo, vamos
multiplicar as equagdes na Defini¢io 1 por v, w € H'(Q) e integrar sobre €2, entdo
obtemos

/ —ovdV = / (V- (Fi(¢,c)Vo + Fo(o,c)Ve) + Di(¢,c)) v dV,
/ 0 qv — / (V - (Fy(6, )V + Fu(6,¢)Ve) + D, ) w dV.

Agora, usando o teorema de Green (Teorema de Integracdo por Partes), obtemos que

/ —vdV + /(F1(<b, )V + Fy(¢,c)Ve) - Vo dV = / Dy (¢, c)v dV,
Q

aw av + /(Fg(qﬁ, )V + Fy(¢,c)Ve) - Vw dV = / Ds(¢, c)w dV.
Q

0 0
Para que as integrais / 8—?@ dV e / a—jw dV facam sentido precisamos pedir pelo
Q

menos que (¢,c¢) € H'(0,T; L*(2))?, mas podemos enfraquecer essa condi¢do e pe-
dir apenas que % e %¢ definam funcionais lineares de H'(2) em R, ou seja, (¢,c) €
HY(0,T; H'(£2)")2. Isso motiva a seguinte defini¢do

@4
A rmu " sem
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Definicao 2. Seja T > 0 fixado arbitrariamente. Dizemos que o par
(¢,¢) € L*(0, T H'(Q))* N H'(0, T; H'(Q)')?

é uma solugdo fraca para o problema (3) se ¢(0) = ¢o, $(0) = ¢ e valem

“4) <?,v>+ /(F1(¢,C)V¢+F2(¢, c)Ve) - Vo dV
i Q
= / Dy (¢, c)v dV,
Q
)
(5) <a_§ w> + /Q(Fg(qb, Vo + Fi(h,)Ve) - Vw dV

= / Dy(¢, c)w dV
Q
para todo v, w € H'(Q) e q.t.p em (0,T). Onde o simbolo (-,-) denota o para dual
(s Dy i @)-

Agora vamos usar a Férmula de Green em H'(Q) para mostrar que, sobre certas hip6-
teses, uma solugdo fraca de (3) € uma solugdo forte.

Proposicao 7. Seja (¢, c) uma solugdo fraca do problema (3). Suponha que
(¢,¢) € L*(0,T5 H*(Q))* N H' (0, T; L*(2))?
e que

Fi(¢,c) Fz(d,0)
det [ Fy(b.c) Fil.c) } #0, g.tpem 0Q x (0,T).

Entdo, (¢, ¢) € solugdo forte do problema (3).

Demonstragdo. Se (¢, c) é uma solugdo fracae (¢, c) € L*(0,T; H*(Q))*NH' (0, T; L*(2))?,
entio teremos

6) 9, av+ / (F\(6, )V + Fa(6, c)Ve) - Vo dV
o Ot Q
= / Dl((ba C)U d‘/a
Q
dc
) v dv+ / (Fy(,0)Vé + Fi(6, €)Ve) - Vo dV
o Ot Q

:/D2(¢,c)w av
Q

para todo v, w € H'(Q) e q.t.p em (0, T'), em particular, para todo v, w € C°(£2). Entio,
aplicando integragdo por partes nas duas equacgdes com v, w € C°(£2), segue que

/Q <% — V- (Fy(¢, )V + Fy(¢,c)Ve) — Dy (o, c)) vdV =0,

/Q <% — V- (F3(¢,¢)Vo + Fi(p,c)Ve) — Dy(o, c)> wdV =0,

lﬁ"ﬁ RMU @ sBMm
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para todo v, w € C°(Q2) e q.t.p em (0, T"). Entdo, usando o Lema 3, obtemos

aa_(f =V- (Fl(qba C)V(ZS + F2(¢7 C)VC) + D1(¢7 C) qtp cm QT:
% =V (F5(¢,0)Vo + Fi(¢,c)Ve) + Da(¢, ) q.t.p em Qr.

Por outro lado, se integrarmos (6) e (7) por partes com v, w € H'(Q), segue que
9¢
(5~ ¥ (R(6.076+ B(6,090) = Di(,0) o dV

ot
B 0¢p dc
= /aa (Fl(qb, ¢) 5+ F2(o, )%) v ds,

| (5 = V- (a0 + Fif6.0ve) = D6, 0))w v

ot
- [ (Ris.0% + o5 ) was
o0 on

para todo v, w € H'(Q) e q.t.p em (0, 7). Assim,

0¢ Jc B
/39 (Fl(gb,c)% + Fy(9, c)an) vdS =0,

para todo v, w € H'(Q) e q.t.p em (0, 7). Usando novamente o Lema 3, segue que

[3J0) dc

((b? ) +F2(¢ )an_()?
dc
(¢7 ) ¢ F4(¢7 0)% = 07

q.t.pem 0% x (0,7"). Mas como

Fi(¢,c) Fy(¢,0)
det F;(gb, o) Fj(¢, ) #0, qtpem 00 x (0,7),

segue que os sistema tem apenas a solugdo trivial, ou seja,

3qb Oc

n 8n—0 qtpem 02 x (0,7).

O

lﬁ"ﬁ RMU @ sBMm
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4. CONCLUSAO

Vimos que o importante Teorema de Green vale também para fungdes em H'(S2).
Isso nos permite concluir que mesmo que as componentes de um campo nao sejam fun-
¢des continuas (basta que sejam H'(£2)) o fluxo exterior deste campo vetorial através de
uma superficie suave (ou a circulagdo através de uma curva plana), que € fronteira de uma
regido limitada, pode ser calculado integrando-se a divergéncia (ou a dltima componente
do rotacional, no caso da regido plana), no sentido fraco, do campo sobre a regido delimi-
tada pela superficie. Além disso vimos como esse teorema pode ser usado para garantir
que uma solucdo fraca de uma ED P € também uma solucdo forte, assim, um caminho
para garantir existéncia de solucdo forte para (3) é mostrar a existéncia de solucao fraca e
posteriormente garantir regularidade dessa solucao.
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