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1. INTRODUCAO

A existéncia e natureza das solugdes reais da equacao 2% = a2 foi
tratada por E. L. Lima em [4] onde mostra que duas das trés solucoes
reais da equagao sao inteiras e positivas, 2 e 4, e a terceira é negativa
e irracional. O caso da equagao p® = 2P, em que p é um primo fmpar,
foi tratado por G. G. Bastos em [1], no qual se concluiu pela existén-
cia de exatamente duas solucoes reais: p e uma raiz irracional entre
1 e p. No presente artigo, generalizando os estudos anteriores, vamos
investigar a natureza (quanto a racionalidade ou irracionalidade) das
solucgoes reais da equagao a® = x%, onde a > 2 é um inteiro nao neces-
sariamente primo. Serao necessarias somente algumas ferramentas de
Calculo Diferencial e de Aritmética, incluindo o Teorema Fundamen-
tal da Aritmética. Para a representacao dos graficos apresentados foi
utilizado o software Geogebra.

2. AS SOLUCOES REAIS DA EQUACAO a® = 2%, a > 2 INTEIRO

Examinaremos, nesta secao, a equagao a* = x%, onde a > 2 é um
inteiro nao necessariamente primo. Para isso mudaremos alguns dos
argumentos utilizados em [1], de forma a dispensar a hipotese de a > 2
ser um inteiro primo. Vamos analisar primeiramente as raizes positivas
e depois as possiveis raizes negativas.

Comecamos por observar que a equacao a® = z% a > 2 inteiro,
possui no maximo duas solugoes positivas. Para esse proposito, repare
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que quando x > 0 entao

Inz Ina Inz Ina
=2 zrlha=alhzr & = = — = 0.
T a T a

Portanto, estudar as solucoes da equacao a® = x* quando x é positivo é

equivalente a estudar as raizes da funcao g, : (0, +00) — R definida por

1 1 1-1
ga(x) = 2T % Derivando a fungao g, temos g/ (x) = #
T

Observando que 1 — Inxz > 0 quando z < e e 1 —Inz < 0 quando
x > e, constatamos que g é estritamente crescente no intervalo (0, e] e
estritamente decrescente no intervalo [e, +00). Logo a fun¢ao g, possui
no maximo duas raizes.

Isso nos permite concluir que a equacao a* = x%, nos casos em que
a = 2 ou a = 4, possui exatamente duas solucoes positivas. Com
efeito, os nimeros 2 e 4 sao, evidentemente, as duas solucoes positivas
das equacoes 2% = 2% e 4% = 2%

Vamos mostrar agora que a equacao a” = x“, nos casos em que a = 3
ou a > 5 possui exatamente duas solucoes positivas.

Comecaremos pelo caso em que a = 3. Note que estudar as solugoes
positivas da equacao 3% = 22 é equivalente a estudar as raizes positivas
da fungio f3 : R — R definida por f3(z) = 3* — 23. Uma raiz ¢ trés.
Para mostrar a existéncia da outra raiz, note que f3(2) = 3% — 23 =

125
1>0ef5 (g) = /243 — 5 < 0. Como f3 é continua em todos os

pontos do dominio, segue do Teorema do Valor Intermediario aplicado
ao intervalo [2, g} que existe um 3 € (2, %) tal que f3(8) = 0. (O valor
da raiz 3, cuja estimativa pode ser obtida pelo Método de Newton,
é aproximadamente 2,47805). A figura a seguir ilustra o grafico da

fungao fs.
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No caso em que a > 5, para cada a, devemos investigar as raizes
positivas da fungao f, : R — R definida por f,(z) = a® — 2. Note que
fa(1)=a—1>5—-1=4>0¢ f,(2) = a>—2% < 0, pois a desigualdade
n? < 2" é valida para todo nimero natural n > 5, como se pode verificar
por inducao. Como a funcao f, é continua em todos os pontos do
dominio, segue do Teorema do Valor Intermediario aplicado ao intervalo
[1,2] que existe um real ¢ € (1,2) tal que f(c¢) = 0. Portanto, a® = ¢*.
A Figura 2 mostra a localizagdo dessa raiz no intervalo (1,2). Ja que
a também é uma raiz de f,, concluimos pela existéncia de exatamente
duas raizes positivas.

fio

Ficura 2. Grafico das funcoes fs, fe, f7, fs, fo € fio-

Vamos agora mostrar que a > 5 é a (nica raiz racional positiva de
fa- Dai decorre que a outra raiz positiva de f, é um nimero irracional.
Para isso, suponha que m e n sao dois inteiros positivos e primos entre

m

si tais que a fracao — seja uma raiz de f,. Assim,
n
m m my\ ¢ my an
fa (—) =0&an = <—) S am" = <—) & a"n' =m"".
n n n
Decorre da tltima igualdade e do Teorema Fundamental da Aritmética

que todos os fatores primos de n também sao fatores primos de m.
Mas isso nao pode ocorrer pois m e n sao primos entre si. Dessa

. . . L ~ m,
maneira, somos obrigados a concluir que n é¢ igual a 1 e a fracao — ¢, na
n
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realidade, o niimero inteiro T= m. Daqui resulta que a raiz ¢ € (1, 2)

de f, é um numero irracional. A demonstracao da irracionalidade da
raiz § € (2,3) da fungao f5 é andloga. Isso encerra o nosso estudo sobre
as solucgoes positivas da equacgao a® = z%, a > 2 inteiro.

Devemos investigar agora as solucoes negativas da equacao a® = x¢,
a > 2 inteiro. Vamos supor que a é impar. Nesse caso f, ndao possui
raiz negativa pois f,(z) = a® — 2* > 0 se x < 0. Suponha agora que a

1—
é par. Repare que f,(—1)=a' — (—1)* = % e fa(0)=1>0.
a

Aplicando o Teorema do Valor Intermediério no intervalo [—1, 0] segue
que f, admite uma raiz ¢ € (0,1). Essa ¢ a unica raiz negativa. Com
efeito, como f!(x) = a*Ina — azx®' > 0, para todo z < 0 entdo f, é
estritamente crescente no intervalo (—oo, 0] e, dessa forma, admite no
maximo uma raiz. A Figura 3 ilustra o fato de as fungoes f, terem
uma raiz negativa no intervalo (—1,0), quando a é par, e nao terem
raizes negativas quando a é impar.

F1GURA 3. Representacao grafica de f,: tracejado para
a fmpar e trago cheio para a par.

Nosso objetivo agora é mostrar que a raiz negativa é irracional. Para
isso, suponha que existem inteiros positivos m e n primos entre si tais

m
que a fragdo —— € (—1,0) seja uma raiz de f. Assim,
n
m m my e mH an
fa <——) =0&a »n = (——> Sa "= (—) S n™ = admm".
n n

Segue da tltima igualdade e do Teorema Fundamental da Aritmética
que todo fator primo de m é também fator primo de n. Mas isso nao
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pode ocorrer, pois m e n sao primos entre si. Logo, m ¢ igual a 1 e a
igualdade acima fica

nan =a
Como a é par, n também é par. Assim, podemos escrever a = 2¥b e
n = 2%c, com b e ¢ impares e k, ¢ > 1. Desse modo, temos:

k 14 k+4 k+4
ni" = g & (266)(2 b)2tc _ 2kb o 2@-2 e | 02 o _ 2kb

Como b e c sdo impares, concluimos que ¢ - 284 . bc = k. Mas isso
nao pode ocorrer pois 2 > k para todo k > 1. Dessa forma, a raiz
¢ € (—1,0) é um nimero irracional.

3. AS SOLUCOES IRRACIONAIS DA EQUACAO a® = z% ONDE a > 2 E
INTEIRO, SAO NUMEROS TRANSCENDENTES

Nesta breve secao vamos mostrar, com o auxilio do Teorema de
Gelfond-Schneider, que as solucoes irracionais da equacao a® = x¢,
onde a > 2 é inteiro, sao nimeros transcendentes. Antes, no entanto,
convém lembrar de alguns fatos a respeito dos niimeros algébricos e
transcendentes. Um niimero complexo é dito algébrico quando ¢ raiz
de alguma equacao polinomial com coeficientes inteiros. O conjunto
dos nimeros algébricos é fechado em relagao a multiplicacao. Isto é,
se a e 3 sao dois numeros algébricos, entao o produto af é também
um numero algébrico [2|. Em particular, se « é algébrico e k é um
inteiro positivo, entdo o* é também algébrico. Um niimero (complexo)
que ndo é algébrico é dito transcendente. Existe uma infinidade (nao
enumeravel) de nimeros transcendentes [6]. Por exemplo, os nimeros
e e m sao transcendentes [2].

Vamos provar que as solucoes irracionais da equacao a* = z%, a > 2
inteiro, sao ntmeros transcendentes. Para isso, utilizaremos o Teorema
de Gelfond-Schneider enunciado a seguir: sejam o e  nimeros algé-
bricos. Se o # 0, a # 1 e 8 nao for um real racional, entio o é
transcendente. A demonstracao desse fato encontra-se nas referéncias
[5] ou [7].

Seja xo uma solucao irracional da equacao a* = x® Vamos supor
que xy ¢ um irracional algébrico. Entao, por um lado, x¢* também
serd algébrico pois, conforme mencionado anteriormente, o produto de
ntmeros algébricos é também um nidmero algébrico. Por outro lado,
decorre, do Teorema de Gelfond-Schneider, que o ntmero a™ ¢ trans-
cendente pois a é, evidentemente, um ntmero algébrico e xy é, por
hipotese, irracional. Dai, nao podemos ter a igualdade a™ = zy*. Ou
seja, as solucoes irracionais sao numeros transcendentes. Desse fato
decorre que as solucoes irracionais nao sao construtiveis com régua e
compasso, ja que todo nimero construtivel é algébrico (de grau igual
a uma poténcia de 2), ver [3].

4.
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