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1. APRESENTACAO

Matematico de renome internacional, o Professor Mauricio Matos Peixoto faleceu
em 28 de abril de 2019 aos 98 anos. Ele deixou um legado incomensuravel para a
Matematica e, em especial, para as areas de Sistemas Dinamicos e Teoria Qualitativa
das Equacoes Diferenciais.

O trabalho de Peixoto foi um elo entre a matematica classica e o enfoque moderno,
no que se refere as areas acima citadas.

Durante sua longa carreira ele testemunhou e atuou como pioneiro em fases cru-
ciais do desenvolvimento da matemaética Brasileira. Em ordem cronoélogica destaca-
mos:

1953 — Participou da fundacao do IMPA. Em torno a esse ano liderou e orientou
um grupo de estudos avangados e pesquisa na Universidade do Brasil (atualmente
UFRJ).

1957 — Colaborou com a organizacao do Primeiro Coléquio Brasileiro de Matemética.
1962 — Fundou e orientou o primeiro Seminario sobre a Teoria Qualitativa das Equa-
¢oes Diferenciais no IMPA. Supervisionou o primeiro grupo de pesquisa com projetos
especificos que culminaram em 1964.

1971 — Organizou o primeiro Simpo6sio Internacional reunindo os maiores expoentes
do mundo ocidental em Sistemas Dinamicos, Salvador.

O texto contido na Se¢ao 2 é uma traducao livre do discurso de aceitagao do prémio
de Matematica da TWAS' outorgado a ele em 1987. Esta versio é particularmente
cuidadosa na tentativa de preservar o estilo ameno e didatico do autor assim como a

Data de aceitagao: 22 de setembro de 2019.

O primeiro autor contou com o apoio parcial do CNPq, Processo: PQ-SR - 307690/2016-4.
O segundo autor é coordenador do Projeto PRONEX/FAPEG-CNPq Proc. 201710267000508. O
terceiro autor agradece o apoio parcial da FAPEMIG, Processo: APQ-01105-18.
Os autores sdo gratos a Profa. A. Augusto pela doagdo da foto na Figura 2.

IAtualmente denominada Academia Mundial de Ciéncias, The World Academy of Sciences,
mantendo a sigla TWAS.
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F1GURA 1. Alguns marcos de referéncia, sucintamente discutidos
neste artigo, para o trabalho de M. Peixoto. Ver 3.3. Anos das fotos:
superior 1936, inferior 2010.

sua exatiddo matematica®. Acreditamos que a sua leitura transmite uma ideia viva
de parte da sua contribui¢ao que abrange de 1955 até 1987.

Este texto constitui um marco de referéncia fundamental para a compreensao de
uma parte crucial do frondoso dominio atual dos Sistemas Dinamicos. Ele é um
périplo fascinante que conecta a Cantor, Poincaré e Hilbert com Lefschetz, Anosov,
Thom e Smale, passando pelos pioneiros russos Andronov e Pontrjagin.

Vérios dos marcos de referéncia datados até 1987, ilustrados na Figura 1, aparecem
mencionados na Secao 2. Aqueles posteriores a esse ano, assim como os nao citados
na Secao 2, sao explicitados, sucintamente discutidos e referenciados na Subsecao
3.3. Em 3.2, também incluimos comentarios que julgamos ser titeis ao leitor da Secao
2 0s quais aparecem anotados em notas de rodapé. Outros comentarios visam dar
uma ideia, mesmo que parcial, da insercao e repercussao do trabalho de M. Peixoto
em Sistemas Dinamicos e também em outras linhas de pesquisa correlatas. Veja,
por exemplo, 3.4, 3.5 e 3.6.

No conjunto da obra de M. Peixoto reconhecemos a sua profundidade e ousadia
intelectual, apontando em direcoes fecundas, correlacionadas, porém variadas. Sua
trajetoria esteve entrelacada com a prépria evolucao da matemaética brasileira, na
qual atuou decisivamente.

2A presente traducio independente, direta do original, Proceedings of the Second Conference
Organized by the TWAS, World Scientific, 1989, 600 — 614, corrige diversas discrepancias tipogra-
ficas, estilisticas e matematicas da versao publicada em Noticias, Matemaética Universitaria N. §,
Dezembro de 1988, 1 — 25.

% RMuU @~ sBm

REVISTA MATEMATICA UNIVERSITARIA 'SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA
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FIGURA 2. M. Peixoto recebendo a medalha da premiagao da TWAS
de A. Salam em 1987.

2. PALESTRA DE M. PEIXOTO NA CERIMONIA DA PREMIACAO RECEBIDA DA
ACADEMIA DE CIENCIAS DO TERCEIRO MUNDO

MAURIcIO PEIXOTO

Senhoras e Senhores:

Sinto-me enormemente honrado por usar da palavra nesse encontro e é minha
tarefa aqui comentar o trabalho pelo qual este Prémio foi outorgado. Refiro-me
pois, a citacao lida no podio, esta manha pelo Prof. S. S. Chern na cerimo6nia de
abertura e que estd gravada na medalha que me foi, entao, entregue pelo Presidente
Abdus Salam. Nela se 1é:

“Pelo seu estudo pioneiro e fundamental da estabilidade estrutural dos
sistemas dinamicos, em especial, por provar que fluxos em superficies
sao genericamente estruturalmente estaveis.”

Formularei aqui algumas reflexoes sobre este trabalho, como se originou e de
que modo contribuiu para colocar, em bases s6lidas, na linguagem da Teoria dos
Conjuntos, a teoria qualitativa de fluxos em variedades diferenciaveis, com objetivos
razoavelmente bem definidos e problemas que apresentam uma certa unidade. O
ponto de vista genérico aparece, entao, naturalmente, e é tratado, com sucesso, em
dimensao 2. Estas reflexoes levaram-me a certas recordacoes pessoais incluidas aqui
na crenca de que elas possuam algum valor intrinseco ou contribuam para esclarecer
o contexto do meu trabalho.

Primeiramente, gostaria de assinalar que este trabalho sobre estabilidade estru-
tural foi basicamente realizado em vérios artigos mencionados abaixo, sendo um
deles em colaboragao com minha primeira esposa Marilia, que nao viveu para ver
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o fim dessa aventura. Foi grande, contudo, sua influéncia naqueles dias dourados,
decisivos e ja distantes.

Como mencionei anteriormente, o objeto do nosso estudo é a teoria qualitativa
das equacoes diferenciais ordinarias, também chamadas campos vetoriais, fluxos ou
sistemas dinamicos. Esta teoria originou-se numa série de trabalhos de Poincaré
[31] escritos no periodo 1881-1886 sob o titulo geral Sur les courbes définies par une
équation differéntielle. Ali, pela primeira vez, considerou-se uma equacao diferencial
ordinaria do ponto de vista da geometria do conjunto de suas trajetorias. O Teorema
de Poincaré-Bendixson é tipico desse ponto de vista.

Depois de Poincaré, temos um acréscimo importante & teoria qualitativa na ex-
tensa obra de G. D. Birkhoft [7], realizada nos primeiros quarenta anos do século
XX. Os conjuntos « e w-limites e os conjuntos nao errantes sao alguns dos conceitos
introduzidos por ele.

A estes resultados qualitativos de Poincaré e Birkhoff deve-se acrescentar a teoria
da estabilidade criada por Liapounov [15] no final do século XIX. Esta teoria, no-
tadamente analitica em seus métodos, tem também um sabor caracteristicamente
qualitativo.

Em 1926, Hilbert [10, p170| escreveu a famosa declaragao:

"Ninguém vai nos expulsar do paraiso que nos foi conferido por Can-
"
tor,

rendendo assim um tributo imenso e inico a um matematico.

Paraiso ou nao, a frase grandiosa reflete o fato de que, desde o fim do século
XIX vem ocorrendo uma tendéncia lenta e generalizada de situar todos os ramos
da Matemaética no contexto da Teoria dos Conjuntos. Em meados do século XX,
essa tendéncia ja ia avancada, com énfase em objetos como relagoes de equivaléncia,
estruturas etc.

A esse respeito evidencia-se o nome de Bourbaki,* devido a sua corajosa tentativa
de, de algum modo, controlar ou dirigir este vasto e diversificado movimento. Nao
obstante, a teoria qualitativa de Poincaré e Birkhoff, mantendo-se & margem desses
desenvolvimentos e carente de objetivos bem definidos, perdeu seu brilho. Esclareco
isso fazendo duas observacoes:

(I) Nenhuma estrutura — um espaco — foi construida a partir do conjunto de equagoes
diferenciais ordinarias.

(IT) Tanto Poincaré quanto Birkhoff nunca tornaram preciso o que deveria ser en-
tendido por equivaléncia qualitativa de equagoes diferenciais.

Poincaré tinha intuicoes a respeito de ambos os pontos. Com relagdo a (I), Poin-
caré fala [31] em propriedades que sdo verdadeiras "em geral", i.e., "para a maioria
dos valores" dos coeficientes, os dados sendo polinomiais. Quanto a (II), Poincaré
tratou do assunto explicitamente numa conferéncia feita em Roma em 1908 [32].
Nela, ele frisou a necessidade de se encontrar uma "transformacao", que desem-
penhe, em relacao as equacgoes diferenciais, o mesmo papel que as transformacoes
birracionais tém em relacao as curvas algébricas. Poder-se-ia, entao, colocar na

3N.T.: https://en.wikipedia.org/wiki/Nicolas_Bourbaki, pseudénimo de um grupo de
matematicos.
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mesma classe todas as equacoes transformadas de uma dada equacao. Estas sao
suas palavras:

"...No6s s0 estaremos satisfeitos quando se tiver achado um certo
grupo de transformagoes (a exemplo das transformagées de Cremona)
que desempenhara em relacao as equacoes diferenciais o mesmo pa-
pel que o grupo das transformacoes birracionais desempenha para as
curvas algébricas. Poderemos, entao, agrupar numa mesma classe
todas as transformadas de uma mesma equagao. Teremos ainda, por
guia, a analogia com uma teoria ja estabelecida, a das transformacoes
birracionais e do género de uma curva algébrica."

Na linguagem de hoje, ele propunha classificar equagoes diferenciais modulo al-
guma relacao de equivaléncia.

Tanto quanto eu saiba, esta observacao de Poincaré sobre a necessidade de uma
relacao de equivaléncia para equagoes diferenciais nao lineares gerais, uma visao
penetrante, foi desconsiderada pelos autores posteriores até o dia de hoje. E provavel
que isto tenha ocorrido devido ao fato de que em 1908 o natural seria considerar
como rela¢ao de equivaléncia ("a transformagao") aquilo que hoje denominamos um
difeomorfismo analitico. E sabemos que isso complicaria as coisas enormemente,
pois haveriam demasiadas classes de equivaléncia.

O passo seguinte foi dado por H. Kneser [12] em um artigo datado de 1924,
onde se encontra uma definicao precisa da equivaléncia qualitativa de duas equagoes
diferenciais. Ele considera equacoes diferenciais num toro 72 e diz que duas delas,
digamos X e Y, sdo equivalentes se houver um homeomorfismo h: T? — T? que
leva trajetorias de X em trajetorias de Y. Observe-se que h é apenas C° e opera,
nao nas proprias equacoes, mas nas suas trajetorias. Uma vez que as trajetorias sao
curvas orientadas, isto significa que A leva curvas orientadas em curvas orientadas.
Dizemos, entao, que X e Y sao topologicamente equivalentes e escrevemos X ~ Y.

A introdugao deste conceito de equivaléncia topoldgica representa um passo de-
cisivo em direcao a colocacao da teoria qualitativa no contexto da Teoria dos Con-
juntos.

A equivaléncia topologica foi basicamente redescoberta por A. Andronov e L.
Pontrjagin em 1937, numa nota fundamental de 4 paginas [2] onde eles introduzem
o conceito de estabilidade estrutural.

Dada a sua importancia aqui, dou a seguir, uma cuidadosa apresentacao das
origens desse conceito. Na nota mencionada, Andronov e Pontrjagin consideram um
sistema dinamico =’ = P(z,y), ¥ = Q(x,y) definido num disco D? no plano (x,y),
o campo de vetores entrando transversalmente & fronteira. Diz-se que este sistema
é robusto ("grossier" porque a nota foi escrita em francés) se, dado € > 0, podemos
encontrar 0 > 0 tal que, cada vez que p(z,y), ¢(x,y) e suas derivadas primeiras
tenham valores absolutos menores do que 9, o sistema perturbado 2/ = P + p,
Yy = @ + g é topologicamente equivalente ao sistema original de tal modo que o
homeomorfismo h: D? — D?, que preserva trajetorias, seja e-proximo da identidade.
Supoe-se que os dados sejam analiticos. Eles, entao, enunciam, sem demonstracao,
uma condicao necessaria e suficiente para que um sistema seja robusto. Usando a
nomenclatura de hoje, as condi¢oes sao as seguintes:
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(1) que as singularidades e as orbitas fechadas sejam hiperbolicas.
(2) que ndo existam trajetorias conectando pontos de sela.

As condigoes acima excluem a possibilidade de um comportamento complicado
para as trajetorias de um sistema robusto. Em particular, existe apenas um nimero
finito de singularidades e orbitas fechadas.

Em 1937, A. Andronov e C. Chaikin publicaram um livro em russo, Teoria das
Oscilagoes, onde as "equacgoes robustas" sao mencionadas repetidas vezes. A obra
reflete o trabalho de um grupo de pesquisadores que na Uniao Soviética sao conhe-
cidos como a "Escola de Gorki" [4]. O livro reproduz, num apéndice, o contetido da
nota de Andronov e Pontrjagin. Em 1949, Lefschetz dirigiu os trabalhos da traducao
desse livro para o inglés e traduziu "robusto" por "estruturalmente estavel".

Ao fazé-lo, Lefschetz prestou uma importante contribuicao ao assunto, revelando
o verdadeiro significado do novo conceito, a saber, uma interacao das duas nogoes
bésicas de estabilidade e comportamento qualitativo, no sentido de equivaléncia
topoldgica. Além disso, o novo termo sugere muitas outras possibilidades.

Num artigo de 1952, H. DeBaggis [6], aluno de Lefschetz?, fornece o essencial das
provas que faltavam na nota de Andronov e Pontrjagin e observa que nao é necessario
supor que as equacoes sejam analiticas; C! é suficiente®. Foi através desse artigo que
tomei conhecimento da estabilidade estrutural, num seminério da Escola Nacional
de Engenharia, no Rio de Janeiro, por volta de 1955.

Em setembro de 1957, fui para a Universidade de Princeton trabalhar com Lefs-
chetz em estabilidade estrutural. Nessa época, eu ja estava convencido de que, para
ir além de Andronov-Pontrjagin, era necessario adotar o ponto de vista do espaco
funcional. Isto significava introduzir o espaco de Banach B de todos os campos ve-
toriais e examinar como o conjunto dos estruturalmente estaveis se situa dentro de
B. Quando expliquei isto num seminario, Lefschetz percebeu do que se tratava e se
entusiasmou. Ele me interrompeu e disse:

"Agora vocé pode fazer todo o tipo de perguntas sobre estabilidade
estrutural”.

E assim foi. Comecei imediatamente a escrever as consequéncias desta ideia sim-
ples e, ao fim de seis meses, terminava o manuscrito do meu primeiro artigo sobre
estabilidade estrutural. Lefschetz era entao editor do "Annals of Mathematics" e
convidou-me a publica-lo 14. Mais tarde, ele escreveu [13, p10| que a introducdo do
espaco B3 e do Teorema da Densidade (6) abaixo enriqueceu enormemente o problema
da estabilidade estrutural.

Naquele artigo, parti da situacao no disco D? considerado por Andronov e Pon-
trjagin, e estabeleci o seguinte:

(3) Consideremos o conjunto B de todos os sistemas dindmicos que atravessam a
fronteira de D? transversalmente, o qual é aberto no espaco de Banach B’ de todos
os campos de vetores de classe C'! em D2

4N.T.: De fato, era assistente de pesquisa associado a Lefschetz. Seu doutorado foi supervisado
por Karl Menger em Notre Dame, 1947.
5N.T.: A respeito deste trabalho ver o comentério em 3.2.1.
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(4) O € que aparecia na definicdo de Andronov-Pontrjagin é desnecessario. Se for
eliminado, ainda obtemos uma definicao equivalente. Ela é simplesmente: X € B
é estruturalmente estavel sempre que existe uma vizinhanca U de X tal que, se
Y € U, entao X ~ Y, i.e., existe um homeomorfismo de D? sobre si mesmo levando
trajetorias de X sobre trajetorias de Y. Esta é, hoje em dia, a definicao usual de
estabilidade estrutural.

(5) Estendi, entdo, a defini¢do acima ao disco n—dimensional D™. O conjunto X de
todos os sistemas estruturalmente estéveis é automaticamente aberto em B — este é
o ponto importante da nova definicao e — em seguida, provei um teorema sobre as
componentes conexas de ..

(6) Se n = 2, entdo temos que X, que é aberto em B, é também denso nele.

Assim, tanto (I) como (II) mencionados acima, foram levados em consideragio ou
seja, temos um espaco B de equagoes diferenciais e uma relagao de equivaléncia sobre
ele, a equivaléncia topologica ~. Os pontos interiores das classes de equivaléncia
de B modulo ~ sdo os sistemas estruturalmente estaveis. Estes, se n = 2, tém
caracteristicas qualitativas muito simples e sua totalidade X é aberta e densa em B.

As consequéncias naturais de [22| foram [23] e [24]. Em |23], tratamos da es-
tabilidade estrutural substituindo a condicao de transversalidade na fronteira por
condicoes mais gerais que permitem certas tangéncias®.

As novas condicoes de fronteira sao densas no espago B’ de todos os sistemas
definidos em D?, enquanto que a condicdo de transversalidade obviamente nao é.
Isto foi causa de uma certa perplexidade de minha parte quanto & propria definicao
do espaco sobre o qual se poderia provar a densidade da estabilidade estrutural.

Em [24], prova-se que em qualquer esfera S™ ha infinitas classes de equivaléncia
distintas de sistemas estruturalmente estaveis.

O trabalho descrito acima eu o realizei durante minha permanéncia em Princeton
no periodo 1957-1958.

Lefschetz ofereceu-me uma mesa no seu gabinete espagoso e conversavamos lon-
gamente sobre Matematica, matematicos e tudo o mais que existe debaixo do sol.
Tornamo-nos verdadeiros amigos tanto quanto poderiam permitir sua eminéncia e,
também, o fato de que, aos 73 anos, ele tinha mais do que o dobro da minha idade.

Lefschetz gostava muito de Pontrjagin e contou-me que aos 14 anos, Pontrjagin
perdera as duas vistas num acidente com um fogao. O proprio Lefschetz sofrera um
acidente em 1910, aos 26 anos, e tivera ambos os bracos amputados pouco abaixo
dos cotovelos. Decidiu, entao, tornar-se matemaético.

Na verdade, antes do verao de 1958, Lefschetz encontrara Pontrjagin apenas em
algumas ocasioes durante um congresso em Moscou no comego da década de trinta.
Conversaram longamente sobre Matematica e Lefschetz ficou tremendamente im-
pressionado. Referia-se ao jovem Pontrjagin daqueles dias em termos hiperbolicos:

"Tudo o que ele tocava tornava-se ouro."

ON.T.: Veja comentarios pertinentes a estes artigos em 3.2.2.
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Lefschetz, septuagenario, mesmo nao sendo nenhum Midas’, era capaz de ter
intuicoes profundas e vitais e de expressa-las de maneira encantadora. Uma vez,
antes de encontrar Smale, eu disse a Lefschetz que:

"O problema com a estabilidade estrutural é que ninguém se importa
com ela."

E ele disse:

"Nao Mauricio, isso ndo é problema, é sorte sua. Trate de trabalhar
o mais rapido e duramente que puder nesse assunto porque o dia
vird em que vocé nao vai compreender uma sé6 palavra do que eles
estarao dizendo sobre estabilidade estrutural. Isso aconteceu comigo
em Topologia."

Mas nem todos viam a coisa dessa forma. Durante o Congresso Internacional de
Matematicos de Edinburgh, em 1958, Lefschetz tomou a iniciativa de promover um
encontro meu com Pontrjagin e ofereceu-se para servir de intérprete inglés-russo. A
ideia era que eu comunicasse a Pontrjagin o conteido de [23] que nado fora ainda
publicado.

Do meu ponto de vista, o encontro foi pouco produtivo. Pontrjagin nao estava
interessado no assunto, alegando que a estabilidade estrutural nao poderia existir
além do disco D?. Em particular, ndo poderia existir nem mesmo no toro 72 porque
no fluxo linear correspondente o tipo topolégico mudaria se o coeficiente angular
mudasse de racional para irracional.

Ignorava ele que sua propria criatura ja abria as asas e muito em breve estaria
voando alto e para longe.

Um matematico que acreditou na estabilidade estrutural foi H. Whitney que, a
seu modo reservado, deu uma contribuicao substancial na redacao do meu artigo
"On structural stability", [23]. A prova de um dos lemas me foi comunicada por
ele. S6 muitos anos mais tarde é que percebi que dois anos antes disso, em 1955,
para aplicacoes no plano, Whitney provara um teorema que, hoje, pode ser expresso
afirmando-se que as aplicagoes estruturalmente estaveis formam um subconjunto
aberto e denso do espago de todas as aplicacoes diferencidveis.

Outro matematico que acreditava na estabilidade estrutural, e que se tornaria a
figura central da teoria qualitativa das equacoes diferenciais ordinarias, foi Steve
Smale. Fui apresentado a ele por Elon Lima em Princeton no verao de 1958 logo
depois que voltei de Edinburgh. Antes disso, desde algum tempo atras, e através
do proprio Lima, eu ja estava ciente de que Smale era uma grande promessa. Mais
tarde, em notas evocativas, Smale escreveu sobre nosso encontro em Princeton [42,
p148| e descreve sua reagdo ao tomar conhecimento dos resultados que deveriam
aparecer no meu artigo no Annals:

"Através de Lefschetz, Peixoto interessou-se por estabilidade estru-
tural e mostrou-me seus proprios resultados sobre a estabilidade es-
trutural no disco (num artigo que deveria aparecer no "Annals of
Mathematics, 1959"). Entusiasmei-me imediatamente, ndo s6 pelo

"N.T.: Midas foi um rei lendario da Frigia, na Asia Menor.
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9 J. Sotomayor, R. Garcia, L. F. Mello

que ele estava fazendo, mas pela possibilidade de que, usando mi-
nha experiéncia em Topologia, eu pudesse estender seu trabalho a
dimensao n".

Assim comecgou o maginifico trabalho de Smale sobre sistemas dindmicos, um
trabalho que sera lembrado aqui, apenas de passagem e na medida em que ele ajuda
a dar alguma perspectiva ao meu.

Smale foi rapido em assinalar que todos os fatos anteriores sobre o disco D?
podiam ser expressos sobre a esfera S? sem mais nada a adicionar. Eu j& estava
certo disso, mas, nunca tendo trabalhado anteriormente em mais de um sistema de
coordenadas, fiquei um tanto perplexo e me engajei em provas complicadas.

Quando Smale me disse, que a coisa era direta, perguntei: "Direta, como?" e ele
respondeu: "Direta como uma flecha!"

Isso descreve bem o modo como vi Smale entrar nessa area: seu talento para
detectar os pontos essenciais, a forca, tenacidade e a velocidade que ele evidenciou
ao colocar seus conhecimentos de Topologia Diferencial na direcao da Estabilidade
Estrutural.

Podemos resumir os resultados mencionados acima em S? da seguinte maneira:
seja x = Xx(S?) o espago de todos os fluxos em S? com a topologia C'. Um tal
fluxo é estruturalmente estavel se, e somente se, as condigoes (1) e (2) acima forem
satisfeitas. Além disso, se X for o conjunto de todos esses fluxos, entao
(7) ¥ & aberto e denso em ;

(8) As classes de equivaléncia de 3, modulo ~, sdo passiveis de classificagao.

Assim, obtivemos uma compreensao mais profunda das caracteristicas qualitati-
vas de todos os fluxos de S?.. Na verdade, temos o espaco x de todos os fluxos e
uma relacao de equivaléncia ~ nele, bem formulada na linguagem da Teoria dos
Conjuntos. O problema de descrever ou classificar as classes de equivaléncia de ¥,
modulo ~, aparece, entao, de forma natural. Entretanto, este ¢ um problema sem
esperancas. Uma vez que qualquer conjunto fechado pode ser o conjunto de sin-
gularidades de algum elemento de y, nosso problema ¢ mais complicado do que a
classificacao topologica dos conjuntos fechados em S?, um problema intratavel.

Com a estabilidade estrutural, entretanto, tudo se torna claro, no modo acima
descrito: X é, num certo sentido, "quase todo" o x e as classes de equivaléncia de
>, modulo ~, sao, perfeitamente trataveis, embora as de y modulo ~, nao o sejam.

Meu proximo passo foi estender este trabalho a variedades diferencidveis compac-
tas de dimensdo 2. Seja x = x"(M?), r > 1, o espago de todos os fluxos em M?
com a topologia C" e seja X a totalidade dos fluxos estruturalmente estaveis. Em
1962 |26], apresentei a prova do seguinte:

Teorema. Os fluxos estruturalmente estaveis sao caracterizados pelas condicoes de
Andronov-Pontrjagin acima mencionadas (1), (2) e mais a condi¢ao

(9) os conjuntos w e a-limite de qualquer trajetoria sdo ou uma singularidade ou
uma 6rbita fechada.

Além disso, X é aberto e denso em Y.
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Este resultado sera referido daqui por diante simplesmente como o Teorema®.

Essencialmente, ele constitui o objeto desta palestra. Até agora, tentei explicar
seus antecedentes. No que segue, prestarei alguns esclarecimentos técnicos e expli-
carei como se articula com os desenvolvimentos posteriores, dando, assim, algumas
perspectivas sobre seu significado.
A principal dificuldade para provar este teorema deriva do “closing lemma”. Este
problema, introduzido naquele mesmo artigo [26], pode ser formulado da seguinte
maneira: dada uma trajetoria recorrente nao-trivial v de um fluxo X e um ponto
p € 7, entdo & possivel encontrar uma pequena perturbacao X’ na topologia C”,
tal que a trajetoria de X + X’ por p seja fechada. O C%“closing lemma” & entao
verdadeiro e trivial, mesmo em dimensao n. Trata-se de um problema inteiramente
local.

No caso M? = T? e se X nao contiver singularidades, o “closing lemma" C",r > 1,
é relativamente simples e foi provado em [26]. Nos outros casos nunca consegui prova-
lo, o problema continua em aberto. O que provei em [26] foi algo mais fraco, uma
alternativa: se M? ¢ orientéavel e as singularidades de X sao hiperbolicas (nenhuma
restricdo neste contexto), entdo a trajetoria de X + X’ por p serd fechada ou une
dois pontos de sela. Isto é suficiente para provar o Teorema. A prova é, entao,
véalida para M? orientavel e topologia C”, r > 1. Ora, naquele mesmo artigo [26],
fiz uma andlise que pretende cobrir igualmente o caso em que M? é ndo-orientavel,
r > 1, mas esta parte do meu argumento nao estd correta, como Charles Pugh me
chamou a atengao em 1968. Até agora este erro ainda nao foi corrigido. O caso nao-
orientével esta coberto pelo C- "closing lemma" de Pugh [33|. Assim, no momento,
o Teorema, para r = 1, estd provado para qualquer M? orientavel ou nao. Para
r > 1, esta provado para M? orientavel. E facil perceber que o argumento utilizado
para o caso orientavel também cobre o caso em que M? ¢ a garrafa de Klein [18].

Carlos Gutierrez [8] demonstrou que este é também o caso quando M? é o toro
com um "cross-cap". No plano projetivo toda recorréncia é trivial. Em todos os
outros casos nao orientaveis, o Teorema nunca foi provado para r > 1.

Carlos Gutierrez [9] mostrou que, no caso r = 2, permitindo apenas uma perturba-
cao local e nao fazendo restricoes sobre a natureza das singularidades, o C%-“closing
lemma'" é falso. Colocando em outras palavras, é impossivel provar o C%-“closing
lemma" por meio de uma perturbacao local.

Saliento que a classe de diferenciabilidade é um assunto importante. Na verdade,
em se tratando de fenémenos de bifurcacdo, tem-se que considerar r > 4, [43, 28|.

Cabe aqui fazer uma observacao de carédter historico sobre a caracterizagao acima
e o Teorema da densidade. Muitos anos apo6s sua publicacao em 1962, tomei co-
nhecimento, através de traducoes feitas do russo, de que para o caso mais simples e
particular em que M? = T? e os fluxos nao tendo singularidades, a caracterizacao
da estabilidade foi dada por Pliss em 1960 [30] e a densidade por Arnold, em 1961
[5]. Neste tltimo caso, o "espaco" ¢é plenamente reconhecido?.

8N.T.: Para uma apresentacio didatica deste teorema veja [8, cap. 4].

9N.T.: Entendemos que o autor quis dizer que na literatura russa sobre Estabilidade Estrutural,
esta é a primeira que faz mengao de um espago funcional de Sistemas Dinamicos.
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11 J. Sotomayor, R. Garcia, L. F. Mello

Voltando ao Teorema, observa-se que as condigoes (1), (2) e (9) implicam que
numa M? compacta, fluxos estruturalmente estaveis sdo similares a aqueles que o
sdao em S? e, assim, as classes de equivaléncia correspondentes sdo passiveis de clas-
sificacao. Na verdade, s6 muito mais tarde, em 1973, [25], é que fiz uma classifica¢ao
completa, baseada no meu trabalho de 1959 [23].

Tomando emprestada uma nomenclatura hd muito usada na Geometria Algébrica,
¢ hoje comum dizer que uma propriedade de um fluxo é genérica se for satisfeita
por todos os fluxos de um conjunto de Baire (em particular, aberto e denso) de
fluxos de x. A razao para esta definicao é que aberto e denso é uma propriedade
forte demais em dimensoes superiores a 2. A parte da densidade do Teorema diz
que fluxos em M? sdo genericamente estruturalmente estaveis, como referido na
citacdo gravada na medalha da premiagao. Assim, o Teorema oferece uma visao
boa do espago x = x(M?) dos fluxos em M?, uma vez que o conjunto ¥ dos que sdo
estruturalmente estaveis ¢ bastante grande dentro de y e que, para cada elemento
de X, temos um bom conhecimento do comportamento do fluxo em toda a superficie
M?. Trata-se, realmente, de um teorema de andlise global. E temos, enquadrada
dentro da Teoria dos Conjuntos, uma linguagem apropriada para formular problemas
gerais.

Por exemplo, o estudo de bifurcagoes a 1—parametro (de fluxos em M?) pode ser
considerado como o estudo da intersecao de um arco em y com . Jorge Sotomayor
trabalhou nesse assunto na sua tese no IMPA [43]. Mais uma vez, temos que adotar
o ponto de vista genérico, perturbando o arco. Da mesma forma, pode-se fazer o
estudo das bifurcaces a 2—parametros e assim por diante'’.

Direi agora algumas palavras para explicar como o trabalho acima, em M?, in-
fluenciou o desenvolvimento subsequente da teoria qualitativa de fluxos numa varie-
dade diferenciavel compacta M™, n > 2. Tal como antes, temos o espaco dos fluxos,
X = x"(M"), r > 1, com a topologia C" e o conjunto X de todos aqueles estrutu-
ralmente estaveis. Aqui, encontramos uma situacdo bem mais complexa do que a
presente em duas dimensoes, com feno6menos inteiramente novos entrando em cena.
Como consequéncia, para n > 2, nao ocorre nada de tao preciso e simples como no
Teorema.

Dai resulta um problema natural que ¢ o de expressar as condigoes (1), (2) e (9)
de modo que sejam validas para dimensao n > 2 e, a0 mesmo tempo, as proprie-
dades correspondentes sejam genéricas, i.e., os fluxos que as satisfacam formem um
conjunto de Baire em Y.

A condigao (1) permanece inalterada no caso n > 2. Quanto a condicdo (2), a

maneira correta de expressa-la é:
(2’) As variedades estaveis e instaveis das singularidades e orbitas fechadas se in-
tersectam transversalmente. Este fato foi descoberto por Smale [37], no comego de
1959, e apontou para a estreita relacao entre o nosso assunto e a teoria da transver-
salidade que Thom introduziu na Topologia Diferencial.

O artigo de Thom de 1949 [44] esta relacionado com isto.

O fato que as propriedades (1) e (2’) sdo genéricas constitui o Teorema de Kupka-
Smale [27|. Foi esse o tema da tese de Ivan Kupka, no IMPA, em 1964.

1ON.T.: Ver a este respeito os comentarios em 3.2.3.
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Observe-se que, para n > 2, um fluxo pode satisfazer (1), (2’) e exibir uma
infinidade de orbitas fechadas.

Quando existir apenas um numero finito de oOrbitas fechadas, temos os fluxos
introduzidos por Smale no artigo acima [37] e denominados fluxos de Morse-Smale
por Thom, no comeco da década de 1960. Os fluxos de Morse-Smale existem em
qualquer M"™, n > 2, e foi provado, em 1970, num importante artigo de Jacob Palis
e Smale [21], que eles sao estruturalmente estaveis. Assim, em qualquer variedade,
Y. é nao vazio.

Agora que se tém as condigdes (1) e (2’) na dimensdo n > 2, pode-se desejar
estender, da mesma forma, a condi¢do (9). Seja I' a unido de todas as singularidades
e Orbitas fechadas de um fluxo e {2 seu conjunto nao errante. Lembremo-nos de que
um ponto em M™ pertence a ) quando qualquer vizinhanca dele, transformada
pelo fluxo, intersecta sua vizinhanca inicial para valores do tempo arbitrariamente
grandes. Assim, o que toma o lugar de (9) ¢
9) Q=T.

Que esta propriedade seja genérica na topologia C*, constituti um belo e dificil
teorema de Pugh [34], consequéncia do seu “closing lemma.

Sen =2, (1), (2) e (9) sdo equivalentes a (1), (2) e (9); nesse sentido, (9) &
uma generalizagao de (9). O fato de que as propriedades (1), (2’) e (97), tomadas em
conjunto, sejam uma propriedade genérica C! é normalmente mencionado como o
Teorema da Densidade Geral. Agora que foram estendidas a n > 2 as propriedades
que para, n = 2, sao caracteristicas da estabilidade estrutural, ¢ natural formular
para n > 2 os seguintes problemas:

Problema (i): caraterizar os fluxos estruturalmente estaveis em M".
Problema (ii): 3 sera denso em x?

O Problema (ii), na topologia C", r > 1, tem uma resposta negativa dada por
Smale em 1966, [39]: hd uma certa M* na qual a estabilidade estrutural nao é
uma propriedade genérica. Em 1970, R. Williams [45] provou que o mesmo ocorre
numa certa M3. Assim, o carater genérico da estabilidade estrutural de fluxos é
um fenémeno de 2 dimensoes. Caso M™ seja nao compacta, para fluxos, mesmo
quando n = 2, a estabilidade estrutural deixa de ser uma propriedade genérica [29].
O argumento é semelhante aos usados nos exemplos acima. Considerarei sempre
M™ compacta.

O Problema (i), para difeomorfismos e com a topologia C | foi resolvido recente-
mente, apos os esforcos de varios matemaéticos, tal como indicado abaixo.

Aqui, sera necessario fazer uma digressao a respeito dos difeomorfismos. Primeira-
mente, deve-se observar que o que foi feito acima para os fluxos pode ser facilmente
traduzido para a linguagem dos difeomorfismos de uma variedade compacta diferen-
ciavel M™.

Seja Diffk(]\/[”) o espaco dos difeomorfismos de M™ com a topologia C*. Um tal
difeomorfismo f é dito estruturalmente estavel se existir uma vizinhanca U de f tal
que, sempre que g € U se tenha hg = fh, h homeomorfismo de M™ em M". Os
difeomorfismos f e g sao ditos conjugados.

O estudo de um difeomorfismo em M™ é o mesmo que o estudo de um certo
fluxo numa certa M"!, o fluxo suspendido. Em muitos casos, o que pode ser feito
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para os difeomorfismos em M"™, pode ser transposto para fluxos em M"*! sem
muitas dificuldades adicionais. H4 boas razoes para se estudar meticulosamente os
difeomorfismos como tais.

O Teorema acima aplica-se apenas quando M"—S! e afirma que os difeomor-
fismos estruturalmente estaveis de S!, X, sdo caracterizados por terem apenas um
nimero finito de pontos periodicos, todos hiperbolicos, e que X é denso em Diff*(S'),
kE>1.

Um divisor de aguas na teoria qualitativa foi a descoberta de Smale de que seu
difeomorfismo tipo ferradura em S?, contendo infinitos pontos periddicos e homocli-
nicos, é estruturalmente estavel [38]. O comportamento homoclinico foi descoberto
por Poincaré, na década de 1890, no problema dos 3 corpos. Ele apontou as carac-
teristicas qualitativas altamente complicadas na dinamica do citado difeomorfismo.
Nas mesmas linhas, encontra-se o notavel trabalho de D. Anosov [3| provando, entre
outras coisas, que o fluxo geodésico em superficies de curvatura negativa, considerado
por Hadamard nos anos 1890, é estruturalmente estavel. Assim, Smale e Anosov
ampliaram consideravelmente o escopo do conceito de estabilidade estrutural, mos-
trando que ele poderia assimilar algumas dessas formas complexas de recorréncia
que eram mal compreendidas.

Com relacao a coexisténcia da estabilidade estrutural com a infinidade dos pontos
periddicos, cabe uma nota histérica. Num artigo inicial, Smale [37] havia formulado
sua expectativa de que os fluxos Morse-Smale fossem densos em y(M). Levinson,
numa carta a Smale, observou que o trabalho de Cartwright-Littlewood, além do
dele proprio sobre a equacao de Van der Pol com uma perturbacao periddica, ofe-
rece um contra exemplo que mostra, num espaco a trés dimensoes, um fluxo com
uma infinidade de orbitas peridédicas que nao podem desaparecer por uma pequena
perturbacao C'. A ferradura de Smale é uma conceitualizaciao desta situacio. Ime-
diatamente apds o difeomorfismo da ferradura, Thom divulgou verbalmente o seu
exemplo de difeomorfismo f no toro, explicado a seguir. A aplicacdo linear f em R2,

definida pela matriz unimodular induz o difeomorfismo f: 7% — T2, A

2 1

1 1)
origem é um ponto fixo de f e as variedades estaveis e instaveis correspondentes tém
inclinacoes irracionais, sdo densas em T2 e encontram-se transversalmente. Assim,
os pontos homoclinicos e periédicos de f sdo densos em T2. Este ¢, talvez, o exem-
plo mais facilmente compreendido de um difeomorfismo estruturalmente estavel com
infinitos pontos peridédicos. O exemplo de Thom é o mais simples daquilo que hoje
é denominado um difeomorfismo de Anosov. Ele teve importante papel no trabalho
de Smale e Anosov, ver [40, p764], [42, p151], [4, p86|.

Voltando ao Problema (i), para difeomorfismos, comegamos com o importante
trabalho de Smale — Sistemas Dinamicos Diferenciaveis [40] — no qual se estabeleceu
uma teoria geral de difeomorfismos em uma variedade diferencidvel compacta M —
incorporando as ideias de genericidade, comportamento qualitativo e estabilidade
que provaram ser tao bem sucedidas em pequena dimensao. O objetivo original
estabelecido neste artigo |40, p747| era obter algum tipo de anélogo do Teorema
acima, para n > 1, com respeito a alguma relacao de equivaléncia mais fraca do que
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a conjugacgao, mas preservando, de algum modo, a estrutura de 6rbitas. Este obje-
tivo foi abandonado h&a muito tempo ja que nunca foi encontrada uma propriedade
genérica que preserve num sentido razodvel a estrutura das orbitas. Ver [41] e [40,
nota 2|. Ainda assim, esse artigo [40] permanece no cerne da teoria qualitativa das
equagoes diferenciais ordinarias e sua influéncia é tao penetrante que, depois dele, a
area passou a denominar-se "Sistemas Dinamicos".

Alguns dos conceitos mais profundos da teoria qualitativa, tais como o Axioma A e
os conjuntos basicos, devem-se a Smale. A ele devemos também a ()—estabilidade e a
condicao de transversalidade forte que é uma condicao mais natural do que o axioma
B, introduzido originalmente em [40]. Na teoria de Smale, o objeto de importancia
primordial é o conjunto ndo errante 2 = Q(f), associado a cada f € Diff (M). Por
definicao, p € ) quando, dada qualquer vizinhanca U de p, had uma infinidade de
inteiros m com U N f™(U) # (). Naturalmente ) é fechado e invariante: f(Q) = €.

Agora damos duas defini¢oes cruciais. Um difeomorfismo f determina uma es-
trutura hiperbolica em Q = Q(f) (ou em qualquer conjunto invariante) quando
houver uma decomposicao invariante continua do fibrado tangente 7'M, restrito a
Q, TM|Q2 = E* @ E" de tal modo que D f seja uma contragdo em E*® e uma expan-
sdo em E", i.e., existem constantes ¢ > 0, 0 < A < 1, tais que |Df™|E*(z)| < cA™,
|Df~"|E"(z)| < e\, para todo x € Q e m > 0. As normas sdo tomadas em alguma
métrica Riemanniana.

Diz-se que um difeomorfismo f satisfaz o axioma A quando determina uma es-
trutura hiperbolica em € e, além disso, os pontos periddicos de f sao densos em ¢
(como no teorema de Pugh). Um difeomorfismo de Morse-Smale obviamente verifica
o axioma A.

Um teorema fundamental de Smale — o Teorema de Decomposicao Espectral —
diz que, quando f satisfaz o axioma A, hd uma tnica decomposicao finita de 2 =
01 U. ..U, em conjuntos fechados, disjuntos e invariantes €2;, os conjuntos bésicos,
em cada um dos quais f é topologicamente transitivo, i.e., h4 uma o6rbita densa.

Outra consequéncia importante do axioma A é o fato de que para qualquer x € M,
podemos associar uma variedade estavel W¥(z) e uma variedade instavel W*(z),
definidas por

We(x)={ye M :d(f"(x), f"(y)) = 0 quando m — oo},
Wx)=4{ye M :d(f~™(z), f™(y)) = 0 quando m — oo}.

Estas sao subvariedades injetivamente imersas [11, 40]. Se para todo = € M, W*(z)
é transversal a W"(z) no ponto z, diz-se, entao, que f satisfaz a condigao de trans-
versalidade forte. Ora, a solugdo do Problema (i) comegou com a conjectura de
Palis-Smale [21] de que um difeomorfismo f é estruturalmente estdvel se, e somente
se, satisfaz o axioma A e a condicao de transversalidade forte.

Com o trabalho de J. Robbin [35] e C. Robinson [36], no comeco da década
de 70, o problema ficou reduzido a provar que a estabilidade estrutural implica o
axioma A, a chamada conjectura da estabilidade. Para uma M arbitraria, r = 1,
esta conjectura foi provada por S. D. Liao [14] em 1980 e por Ricardo Mané em
1982 |16]. Mas, o argumento de Mané ja continha o germe da sua notavel prova
da conjectura da estabilidade para uma dimensdo arbitraria, r = 1 [17], que foi
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completada hé alguns meses. Logo depois, Palis [20] demonstrou que o argumento
de Mané poderia ser adaptado para provar uma conjectura de Smale caracterizando
os difeomorfismos (2-estaveis. Um difeomorfismo f € Diff(M) é Q-estavel quando
existir uma vizinhanca U de tal f tal que sempre que g € U havera, entao, um
homeomorfismo h: Q(f) — Q(g) com gh = hf.

Uma observacao final sobre o Problema (ii): desde que Smale provou que a es-
tabilidade estrutural nao é uma propriedade genérica, é natural perguntar sobre a
genericidade da Q—estabilidade e do axioma A. Abraham e Smale [1] provaram que
a Q-estabilidade nao é genérica e S. Newhouse [19] provou que o axioma A também
nao é uma propriedade genérica.

Assim o espago Diff(M™), n > 1, é grande demais e parece nao haver nele um
subconjunto de Baire que tenha caracteristicas qualitativas simples de se descrever.

Com isto, termino a apresentacao de alguns desenvolvimentos relativos ao Teo-
rema.

A descricao dada acima sobre as origens deste Teorema e os desenvolvimentos
a ele relacionados estaria incompleta e injusta sem uma referéncia especial a René
Thom. Conheci-o através de Smale, quando este passava o primeiro semestre de
1960 no IMPA. Naquela época, eu comegava a escrever o Teorema [26]. Em junho,
Smale fez uma viagem rapida a Zurich para participar de uma conferéncia e falar do
seu trabalho, sobre a conjectura de Poincaré em dimensao superior, que ele estava
terminando. Quando voltou, eu lhe disse que estava em dificuldades com o que hoje
se chama “closing lemma'". Ele respondeu que, na conferéncia, encontrara Thom que
tivera a mesma dificuldade em dimensao n quando lidava com outro problema. Esta
foi a origem de extensa correspondéncia que iniciei com Thom sobre este e outros
assuntos. A finalizagao do Teorema em [26] — basicamente um corpo a corpo com
o “closing lemma” — que muito devo a Thom, foi completada enquanto ele passava
um més no IMPA em 1961. Ele era editor da recém fundada revista “Topology" e
sugeriu-me que o publicasse 14, [26].
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3. COMENTARIOS DE ENCERRAMENTO

Nesta secao formularemos alguns comentarios sobre o discurso de aceitagao profe-
rido por M. Peixoto por ocasiao do prémio recebido da TWAS (The Word Academy
of Sciences)" em 14 de setembro de 1987 em Pequim, e também sobre os impactos
da sua fecunda obra matemaética, a partir dos marcos de referéncia apontados na
Figura 1.

3.1. Influéncias e interagoes matematicas de M. Peixoto citadas no seu
discurso de aceitagdo (D.A.) do prémio da TWAS.

H. Whitney S.lefschetz | ] L. Pontrjagin
(1907-1989) (1884-1972) (1908-1988)
R. Thom M. M. Peixoto | __._._. S. Smale
(1923-2002) (1921-2019)
e M. C. Peixoto .
C. Pugh (1021-1961) J. Palis
R. Marié
(1948-1995)
C. Gutierrez
. Kupka J. Sotomayor (1944-2008)

FicurA 3. Diagrama ilustrativo das influéncias e interacoes matema-
ticas de M. M. Peixoto citadas na Secao 2.

3.2. Anotacoes dos tradutores sobre o D.A.

3.2.1. Sobre o trabalho de DeBaggis. A prova usa o Teorema de Dulac: “Um campo
vetorial polinomial no plano possui somente um nimero finito de 6rbitas fechadas
isoladas (ciclos limites).”

Dulac é desnecessario. As provas deste teorema na literatura tem sido assimiladas
por poucos leitores'®. A constru¢ao do homeomorfismo da equivaléncia topoléogica
em [6] é defeituosa. O trabalho [22] corrige este ponto.

"twas.org /recipients-twas-awards-and-prizes
2images.math.cnrs.fr/L-histoire-mouvementee-des-cycles

lﬁﬁ RM @ sBMm

REVISTAMATEMATICAUNIVERSITARIA . S0CIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA


https://twas.org/recipients-twas-awards-and-prizes
https://images.math.cnrs.fr/L-histoire-mouvementee-des-cycles.html

19 J. Sotomayor, R. Garcia, L. F. Mello

3.2.2. Sobre os trabalhos de 1959 (22| e |23]). Uma prova da genericidade da esta-
bilidade estrutural, que se aplica também para sistemas polinomiais, foi dada por
[25, cap. 3|, com versdo abreviada em [26]. Essa prova nao apela aos resultados
de Dulac e nem de Petrovskii - Landis, cujas correcoes foram, em ambos os casos,
refutadas.

3.2.3. Sobre as bifurcagoes. Os variados padroes de como as componentes conexas
de ¥ incidem nos estratos de y; = x \ ¥ esta longe de ser entendida, mesmo para
o caso local dos equilibrios de codimensao quatro, cujos diagramas de bifurcagoes
genéricas estao longe de serem cabalmente conhecidos. Para o ja complexo caso de
codimensao 3, sugerimos [2].

3.3. Sobre os marcos de referéncia da Figura 1 na Secao 1 .

3.3.1. Problemas de Equacoes Diferenciais, IMPA, 1962-6/.

Entre 1962 e 1964, M. Peixoto organizou um semindario sobre a Teoria Qualitativa
das Equacoes Diferenciais. Entre os assuntos especiais desta atividade esteve a apre-
sentagao de trabalhos relacionados com seu artigo [26] Se¢ao 2, sobre a Estabilidade
Estrutural Bidimensional, sua possivel extensao a dimensao superior e o estudo da
vulneragao das condicoes de estabilidade: a Teoria de Bifurcacoes. Jorge Sotomayor
(J.S.) teve o privilégio de participar desse seminario deixando um registro dessa
experiéncia tnica nos relatos evocativos [21] e [20]. O primeiro tem como ponto
de partida o contato epistolar, em 1961, de um jovem que desejava inciar-se no es-
tudo das equagoes diferenciais. O segundo se desenvolve em torno dos problemas
de pesquisa em equacoes diferenciais propostos por M. Peixoto para os aspirantes a
ingressar na area.

3.3.2. Simpdosio Internacional de Sistemas Dindmicos, 1971. Este extraordinario
evento realizado em Salvador foi testemunhado por J.S. As atas desse evento fo-
ram editadas por Peixoto [16]. Trata-se de um notavel marco de referéncia na area.
Ver também [25], Sec¢ao 2.

3.3.3. Peizoto 80, IME — USP, 2001. Homenagem a Mauricio Peixoto por ocasiao
do seu octagésimo aniversario. Sessao Especial da Academia Brasileira de Ciéncias.
As atas deste evento foram editadas por J.S. Nas paginas 3-9 deste volume, pu-
blicado em [23|, encontra-se o ensaio biografico A few words about M. M. Peizoto,
também depositado em www.ime.usp.br/” sotp/peixoto.pdf. Relacionadas direta-
mente com a obra de M. Peixoto, neste volume encontram-se contribuicoes de C.
Gutierrez, R. Langevin et al., C. Pugh et al. e A. R. da Silva.

3.3.4. DYNA 2008. Universidade do Minho, Braga, Portugal — Dynamics, Games
and Science. Evento em homenagem a Mauricio Peixoto com um artigo de sua
autoria [10]. Destacamos duas contribui¢oes conectando o cerne da Sec¢do 2 com
assuntos cruciais apenas esbocados ai: o ensaio matemaético e biografico de C. Pugh
sobre o Closing Lemma, veja [17], e o artigo de E. Pujals apontando para trabalhos
atuais que, na Secao 2, sao apenas sugeridos, entre os quais estao alguns de sua
autoria e, também, aqueles pertinentes as Conjecturas de J. Palis. Ver [18].
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3.3.5. Workshop Internacional de Sistemas Dindmicos, IMPA, 2011. Citamos as
seguintes palestras neste evento celebrando o nonagésimo aniversario de M. Peixoto:
The work of Peixoto on Structural Stability as a paradigm for the Qualitative Theory
of Differential Equations of Classical Geometry, proferida por J.S., disponibilizada
er:

www.youtube.com/watch?v=JX2pHiCvaxw.

Dynamical behavior of special curves on surfaces, proferida por Ronaldo Garcia
(R.G.). Ver www.youtube.com/watch?v=7xT3hadM1-w.

3.3.6. Tributo a M. Peizoto, Unicamp, 2011. Palestra'® proferida por J.S. na cele-
bracao do nonagésimo aniversario de M. Peixoto, no evento Topological Methods on
Dynamical Systems, 2011, UNICAMP. O texto da apresentacao esta depositado em
www.researchgate.net /publication /325934473

Na parte final do video estao gravados os depoimentos dos distintos mateméticos
Djairo Guedes de Figueiredo, Alberto Verjovsky e Antonio R. da Silva que tiveram
contato com M. Peixoto em fases diversas de suas carreiras.

3.3.7. Obras selecionadas de M. Peizoto, 2019. Publicacao em preparacao. Colabo-
ragao do IMPA e da SBM.

3.4. Repercussoes do trabalho de Peixoto: dois exemplos.

3.4.1. Linhas de curvatura em superficies. O trabalho pioneiro de M. Peixoto sobre
a estabilidade estrutural de fluxos em superficies encorajou estudos correlatos para
as equagoes diferenciais da Geometria Classica das superficies, uma area cujas ori-
gens se remontam a Monge, Dupin, Darboux e Caratheodory, entre outros. No que
diz respeito as linhas de curvatura e seus pontos singulares umbilicos de superficies
em R3 veja [5], [4] e [3]. Nesta altima referéncia também sao abordadas outras
estruturas geométricas associadas a equacgoes diferenciais, entre elas as linhas assin-
toticas em superficies em R? e as linhas de curvatura axial que sao definidas para
superficies imersas em R%.

3.4.2. Regularizacao e estabilidade estrutural. O trabalho de M. Peixoto também
influenciou o estudo das equacoes diferenciais descontinuas, ditas também de Filip-
pov, via o procedimento de regularizacao, ou suavizacao. Citamos duas contribuicoes
nesta dire¢ao: [22] e [24].

3.5. Sobre a Teoria de Decomposicao Focal de M. Peixoto. M. Peixoto
dedicou-se com afinco ao tema "decomposicao focal" que tem como problema natu-
ral a andlise do niimero de geodésicas ligando dois pontos numa variedade Rieman-
niana, ou mais geralmente, para uma equacao diferencial de segunda ordem.
Listamos a seguir alguns trabalhos de M. Peixoto: [15], [14], [13], [12], [11] e [9].
Um comentario mais detalhado sobre essas contribuicoes sera feito noutra ocasiao.

13Video disponivel em www.dailymotion.com /video/xlqumf.
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3.6. Sistemas dindmicos hiperbélicos. Em varias passagens da Secao 2, Peixoto
aborda as contribuigdes de Smale sobre algumas extensoes do seu Teorema [26],
Secao 2. Para desenvolvimentos recentes nesta linha, sugerimos as seguintes fontes
bibliograficas: [7], [6], [19] e [1].

3.7. Conclusao. Poder-se-ia perguntar como, a partir da modesta formagao mate-
mética recebida pelos engenheiros de sua época no Brasil, Mauricio Peixoto desen-
volveu a visao, penetracao, sofisticacao e o toque estético que ¢ uma marca do seu
trabalho matemaético.

O fato é que ele pertenceu a uma geracao de cientistas autodidatas - os lideres—
uma classe de espiritos talentosos especiais, vivendo a frente de seu tempo. Aque-
les que por si mesmos definiram sua formacao, abrindo seus proprios caminhos e
apontando para novas direcoes.

Na entrevista publicada no livro!* lancado por ocasido do cinquentenario do IMPA,
paginas 240-250, concedida em 2003, encontram-se interessantes dados biograficos
e da carreira matematica de M. Peixoto, incluindo a fase anterior a 1955, ano refe-
rencial para o presente artigo. Ver figura 1.

A memboria de Mauricio Peixoto e o legado de sua obra sao patrimoénios vivos que
palpitam em nossas mentes e coracoes. A descricao parcial aqui apresentada esta
longe de esgotar o vasto acervo que a respeito ji foi publicado e de abranger o amplo
panorama de suas contribuigoes.
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