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RESOLVENDO RECORRENCIAS
ANTONIO CAMINHA

REsuMoO. O problema de obtencao de féormulas posicionais para sequéncias recor-
rentes é de importancia central em Combinatoéria. Este artigo mostra como a teoria
elementar de séries de poténcias complexas pode ser utilizada para resolvé-lo. Pri-
meiro, no caso mais simples de recorréncias lineares de coeficientes constantes,
depois, em um caso nao linear combinatorialmente relevante.

1. INTRODUCAO

Em Combinatéria, é bastante comum que a modelagem analitica de problemas
recursivos traduza-se no problema de obter férmulas posicionais para sequéncias
que satisfacam relagoes de recorréncia. Nesse sentido, cursos introdutorios de Mate-
matica Discreta ou Combinatoéria gastam tempo consideravel apresentando técnicas
para a resolucao de tais recorréncias, o mais das vezes apoiando-se no uso de séries
de poténcias formais.

Em que pese o fato de a correcao do uso de séries formais poder ser justificada de
maneira relativamente simples (cf. [5], por exemplo), esse ponto nao é usualmente
apresentado, ou mesmo mencionado, aos estudantes. Por outro lado, mesmo quando
outras disciplinas de um curso de Licenciatura ou Bacharelado em Matemética ou
Computacao ocupam algum tempo com o tema, usualmente o fazem somente para
recorréncias lineares de coeficientes constantes e no contexto de topicos bem mais
avancados, por exemplo o teorema da decomposicdo primaria em Algebra Linear.

Uma vez que recorréncias de coeficientes analiticos podem ser vistas como anélo-
gos discretos da classe correspondente de equacgoes diferenciais, espera-se que a teoria
de séries de poténcias complexas possa ser aplicada com sucesso em seu estudo. Esta
nota pretende mostrar que esse é de fato o caso, de sorte que o tema passe a ser
acessivel a estudantes que tenham sido apresentados & teoria béasica de séries de
poténcias, conforme desenvolvida no Capitulo 11 de [1], por exemplo.

Por simplicidade, comegaremos analisando o caso de recorréncias lineares de co-
eficientes constantes, mostrando no Teorema 2.1 como resolvé-las rigorosamente;
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em seguida, aplicamos esse resultado a analise de progressoes aritméticas de ordem
superior.

No que concerne o caso nao linear, mostramos como argumentos de analise real
elementar, juntamente com a teoria de funcoes de uma variavel complexa fornecem
uma demonstracao simples (e, tanto quanto saibamos, nova) da classica férmula
de inversao lagrangiana. Para os menos familiarizados com o tema, ilustramos sua
importancia mostrando como ela resolve a famosa recorréncia de Catalan.

2. RECORRENCIAS LINEARES DE COEFICIENTES CONSTANTES

Uma sequéncia (a,),>1 € dita recorrente linear (de coeficientes constantes), se

existirem um inteiro positivo k e nimeros complexos ug, ..., ug_1, nem todos nulos,
tais que
(1) Opik = Ug—10p k-1 + -+ Ugly,

para todo inteiro n > 1.

O natural k é denominado a ordem da recorréncia linear e a equagao (1) é a relagao
de recorréncia ou, simplesmente, a recorréncia satisfeita pela sequéncia. Neste caso,
(an)n>1 € também denominada uma recorréncia linear de ordem k.

Dados aq,...,qa; € C, é imediato verificar que ha exatamente uma sequéncia
(ay)n>1 satisfazendo (1) e tal que a; = «;, para 1 < j < k. Portanto, uma recorrén-
cia linear de ordem k fica totalmente determinada quando conhecemos a relacao de
recorréncia linear por ela satisfeita e os valores de seus k primeiros termos.

Se (ay)n>1 satisfaz (1), definimos seu polindmio caracteristico como o polindémio

(2) fX)=XF — gy XM — o~ X —
Nosso proposito, aqui, é dar uma demonstracao elementar do seguinte resultado.

Teorema 2.1. Seja (a,),>1 uma sequéncia satisfazendo, para n > 1, a recorréncia

linear (1), onde uy, . ..,ux_1 sGo nimeros complexos dados, com uy # 0. Sejam z1,
., 21 as raizes duas a duas distintas do polindmio caracteristico de (an)n>1, com

multiplicidades respectivamente iguais a my, ..., my. Entao, paran > 1 temos

a, = pi(n — 1)2?_1 + -+ p(n— 1)2{‘_1,

onde py,...,p € C[X] sao polinémios de graus menores ou iguais a my — 1, ...,
my — 1, respectivamente, os quais sao totalmente determinados pelos valores de aq,
., Q.
2

Em linhas gerais, a dinamica da demonstragao é a seguinte: inicialmente, mos-
tramos que a série de poténcias
F(z) = 5 a,z"

n>1

converge em um disco do plano complexo centrado em 0. Em seguida, sendo f o

polinémio caracteristico da sequéncia e h(X) = —ugX* —u X* 1 — - —up 1 X +1
seu reciproco, mostramos que
(3) h(2)F(z) = zp(2),
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25 A. Caminha

para um certo polinomio p € C[X]\ {0}, de grau dp < k — 1. Por fim, expandimos

Z}f’((zz)) em um disco centrado em 0 e de raio possivelmente menor, e aplicamos a (3) a

unicidade da expansao em série de poténcias. Vejamos os detalhes.

Prova. Afirmamos inicialmente que existe uma constante Ry > 0 tal que |a,| < R™,
para todos n > 1 e R > Ry. De fato, se |a,| < R" para 1 < n < m, com m > k,
entao a desigualdade triangular fornece

|am| S |uk_1|Rm_1+"'+|U1|Rm_k+1+|U0|Rm_k
= R™" " (Jup_ |[R* 4 - 4 |wa|R + |uo)).

Portanto, se g(X) = X* — |up_1|XF1 — oo — Jug | X — Jug| e Ry > 0 for tal que
g(R) > 0 para R > Ry, entao, para cada um de tais Rs, temos pelos calculos acima
que |a,| < R™*. RF = R™. Basta, pois, escolhermos de inicio Ry > 0 tal que
lai|, ..., |ax] < Ry e g(R) > 0, para todo R > Ry.

Uma vez que |a,| < R" para todo inteiro n > 1 e todo R > Ry, o teste da
comparacao garante a convergéncia de F' no disco aberto D(0; %) do plano complexo.
Para mostrar que (3) vale em tal disco, temos primeiramente que

h(z)F(z) = — i Z Uil —jy; 2" + Z ap 2"

7=0 n>k—j+1 n>1
n n
= - E Uplp—k2 — E ULAp—k+17
n>k+1 n>k
k—1
_E g ujan_k+jz”+§ anz"
j=2 n>k n>k
k-1 k—1 k—1
— E g UjQp—pp 2" + g a,z".
7=2 n=k—j+1 n=1

Agora, segue de (1) que

k—1 k—1
n n n
— E E Ujlp—pyj2 + g Apz = E - E UjOp—ftj + Qp | 2

j=2 n>k n>k n>k j=2
k—1
==Y wuja;+a | 2"+ (uoan—k + ura ) 2"
- A k 0Un—k 18n—k+1 .
j=2 n>k+1
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Dai,
h(z)F(z) = — E UQCy— 2" — E Uy 12"
n>k+1 n>k
k—1
E uja; + ay 2F+ E (Wop—k + UGy _fy1) 2"
_ n>k+1
k-1 k—

k—1 —

=2 n=k—j+1

e basta escrever a tltima expressao acima como 2p(z).

Como h(0) = 1 # 0, aumentando R, se necesséario, podemos supor que h(z) # 0
para z € D(0; }2) Por outro lado, sendo 21, ..., 2; as raizes complexas de f, com
multiplicidades respectivamente iguais a myq, ..., m;, temos

h(X) = (1—2X)™ ... (1—zX)™,

de sorte que

zp(2)
4 F(z) =
(4) (2) (I —=z12)m .. (1 — z2)™
para todo z € D(0; ).
Agora, como p tem grau menor que o do denominador de (4), aplicando a formula
de decomposigao em fragoes parciais a (4), concluimos pela existéncia, para 1 < j <1
e 1 <n; < my, de constantes dj,,, unicamente determinadas pelos coeficientes de p

(e, portanto, por aq, as, ..., a € ug, Uy, ..., Ux_1), tais que

5 F(z) = 2

g SR 3p ppec
j=1 n;=1

para todo z € D(0; ).
Para continuar, precisamos do seguinte fato, o qual pode ser mostrado facilmente

a partir do caso m = 1, por inducao sobre m ou por derivacao termo a termo: se
a e C\ {0} e meN, entao

1 Z n+m—1
6 _— n.n
(6) (1 —az)m n>0( m— 1 )az,
para todo z € D(O7| )

Em particular, se r = min { 75 . ﬁ}, entao (6) permite escrever

\21|"'

1 n+n; —1\ , .
(1—%‘2)”]'_“220( n; —1 )zjz’
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27 A. Caminha

para 1 <j <[, 1 <n; <mje z € D(0;r). Portanto, voltando a (5) e para |z| < r,
temos

! . .

j=1n;=1n>0
l m;
_ d.: n+ n;g — 2 n—1 n
= jn; Zj z.
- : nj —1
n>1 j=1n;=1

Por fim, uma vez que a, é o coeficiente de z" na série que define F, segue da
ultima igualdade acima e da unicidade da expansao em série que

L my 9
an = Z Z djn, (n —;ni : )z;?—l

7=1 nj:1
L my d:
= ZZ ——(n4n;—2)(n+n;—3)...(n+ nz"""
: (n; = 1)! ’
j=1 n;=1
!
= pi(n=1z
j=1
onde
- djn' 1
pi(X) = Z m(x+nj — D)X +n;—2).. (X +1)2]~
nj=1 J ’
¢ um polinomio de grau menor ou igual a m; — 1. O

Concluimos esta secao apresentando uma aplicacao interessante do Teorema 2.1,
a qual também nao é conhecida como deveria.

Exemplo 2.2. Dadas uma sequéncia (a,),>1 e um inteiro m > 1, dizemos que
(Gp)n>1 € uma
i. PA de ordem 1 se (a,),>1 for uma PA (progressao aritmética).
ii. PA de ordem m se a sequéncia (by)n>1, tal que b, = api1 — a, paran > 1,
for uma PA de ordem m — 1.
Uma sequéncia (a,)n>1 € uma PA de ordem m se, e sd se,
(7) (m;— 1) Ap4+m4+1 — (m ;_ 1) e e e (_1)m+1 (:Z 1 1) ap = 07

para todo n > 1. FEsse fato pode ser facilmente demonstrado por inducdo sobre
m > 1, com o auxilio da relacao de Stifel entre numeros binomiais.

Se (ay)n>1 € uma PA de ordem m, entdo (7) vale para todo n > 1, de sorte que o
polindmio caracteristico de (ap)n>1 €

0 = (" et (M e ()

m+1

4
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Assim, o Teorema 2.1 garante a existéncia de constantes g, o, ..., Q,, tais que
an=ap+ai(n—1)+ 4 anp(n—1)",

para todo n > 1. Awaliando a relacdo acima para n = 1, obtemos ag = a1; avali-
ando-a paran =2, ..., m+1, obtemos aq, ..., a,, como solucoes do sistema linear
de equacoes

art+ g+ -+ oy = ay—
2001 + 2200 + - - + 2™y, = a3 —ap
mag + mfag + -+ MMy, = dpe — 4

3. A FORMULA DE INVERSAO LAGRANGIANA

Conforme veremos mais adiante, a modelagem de situacoes combinatorias in-
teressantes, como o classico problema de Catalan, traduz-se na busca de solugoes
analiticas y = y(z) para uma equagao da forma

(8) y = 26(y),

em que ¢ : D(0;7) C C — C é uma funcao analitica complexa satisfazendo ¢(0) # 0.

Uma tal solucao y(z) = > ,~, y»2" sempre existe num disco D(0;s), para algum
s > 0, e a formula de inversio lagrangiana explicita 7, em termos do coeficiente de
2" na expansio em série de poténcias da fungiao z — ¢(z)". Mais precisamente,

temos o seguinte

Teorema 3.1 (Lagrange). Seja ¢ : D(0;7) C C — C uma fungao analitica compleza
tal que ¢(0) £ 0, e () = D150 Pu2" sua expansio em série de poténcias em torno
de 0. Entdo, existe s > 0 tal que, para z € D(0;s) C C, a equagio y = z¢(y) admile
uma tnica solugio analitica y(z) =Y ,o, yrz". Ademais,

(9) o = ~ " ()"

n

para todo inteiro n > 1, onde [u"](4(u)"™) denota o coeficiente de u™™! na expansio
de u — ¢(u)"™ centrada em 0.

A ideia da prova é, primeiramente, utilizar o teorema da aplicacao implicita para
mostrar que (8) admite uma tnica solugio continuamente diferenciavel y = y(z)
numa vizinhanga de 0, com y(0) = 0. Em seguida, mostramos que, vista com
funcao complexa, y é analitica. Por fim, utilizamos a féormula integral de Cauchy
para obter (9). Vamos aos detalhes.

Prova. Consideremos a fungao F' : C x D(0;r) — C dada por F(y,z) =y — z¢(y).
Identificando (da maneira usual) C com R?, C x D(0;r) com um aberto de R?, e
calculando a derivada de Fréchet d,F’ de F' com respeito a y, obtemos

dyF(y,z) =1d — 2¢'(y),

onde ¢'(y) denota a derivada complexa de ¢ em y e identificamos z¢'(y) com um
operador linear em R?, da maneira usual.

4
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29 A. Caminha

Agora, tome s > 0 tal que ¢(y) # 0 para todo y € D(0;s), e note que F'~(0) =
{(y, 2); F(y,z) = 0} é ndo vazio, pois contém pelo menos o ponto (0,0). Entao, em
F=10) N (D(0;s) x D(0;7)), temos que

¢'(y)
o(y)
¢ (y)

(Aqui, novamente vemos 3y Y como um operador linear em R2.)
Mas como lim,_, %y = 0, podemos supor que s > 0 foi tomado tao pequeno

que ’%y‘ < 1 paray € D(0;s). Portanto, em F'~1(0,0)N(D(0;s) x D(0;7)) temos

d,F(y,z) =1d —

dyF(y,z) =1d —T,,

onde T, : R? — R? ¢ um operador linear de norma ||T,|| < 1.
Precisamos, agora, da afirmacao a seguir, a qual é uma decorréncia imediata do
teorema do nicleo e da imagem.

Afirmagao Se T : R? — RP é um operador linear com norma ||T|| < 1, entdo o
operador linear S = Id — T é invertivel.

Pela afirmagdo, a derivada d,F(y, z) : R? — R? é um operador invertivel, e o
teorema da aplicacao implicita ([4], capitulo 5) garante que, diminuindo r e s um
pouco mais, se necessario, F~(0) define o grafico de uma aplicagao diferencidvel
(real) y = y(z) : D(0;7) — D(0;s), tal que y(0) = 0; em particular, y = y(z) é
continua.

Afirmamos que a fungdo y é injetiva em D(0;r). De fato, para z1, 2z, € D(0;7), se
y(z1) = y(22) = w, entdo a relacdo y(z) = zé(y(z)) da-nos

2¢(w) = 210(y(21)) = y(21) = y(22) = 220(y(22)) = 220(w);

mas, como ¢(w) # 0 para w € D(0;s), segue que 21 = 2s.

Mostremos agora que y ¢ uma fun¢ao analitica (complexa) de z € D(0;r) (isso
¢ uma decorréncia imediata da teoria de funcoes de varias varidveis complexas,
mas daremos uma demonstraciao elementar, para tornar a exposicao acessivel a um
pablico mais amplo). Se z,zy € D(0;r), com z # 2, entdo a injetividade de y
garante que y(z) # y(zo), e dai

y(z) — y(20) B 20(y(2)) — 200(y(20))

_ 20(y(2)) — 29(y(2)) N 209(y(2)) — 200(y(20))
— bl o 2W(E) = dy(=0))  y(2) — y(=0)
=TT e ) amm
Logo,
y(2) — y(20) P(y(2)) — ¢(y(20))
(10) — O y(2) = y(z0) ) (=)
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Agora, a continuidade de y fornece lim, ., y(z) = y(z), de sorte que

i 2 S =0 _ o 6((e) ~ bl
z—20 y(2) — y(z0) y(2)—y(z0) y(2) —y(20)

= 200'(y(20)),

o qual tende a 0 quando zy; — 0. Podemos, entao, supor adicionalmente que r foi

escolhido tao pequeno que zp@'(y(z0)) # 1 em D(0;r). Portanto, fazendo z — 2o em

y(2)—y(20)
z2—20

yl(ZO) _ ¢<y(20)) )
1 — 200/ (y(20))
Em particular, ' (0) = ¢(0) = ag # 0 e y é uma funcao analitica complexa de z,
para z € D(0;r).
Sey(z) =yo+1m1z+...+ypz" + -+ éaexpansao de y em série de poténcias de
z em D(0;7), entdo y'(2) = y1 + 2y2z + - - + ny,_12" "' 4+ ---. A formula integral
da Cauchy (veja [6], por exemplo) dé-nos

10), concluimos que vy'(zg) = lim,_,., existe e
(10), que y 0

() o= 70 = 5 [ L
onde v : [0,27] — D(0;7) é uma qualquer curva C* por partes tal que Ind(v;0) = 1.
Mas y(z) = z¢(y(z)) fornece z = ¢(y(( de maneira que

nyn =[] 1 " 2mi / = - 271m o tjzdw

yoy
Por fim, como y é um difeomorfismo conforme sobre sua imagem, com y(0) = 0,
segue que
Ind(y 0 y;0) = Ind(~;0) = 1.
Assim, a igualdade acima nos d&, novamente por aplicacdo da férmula integral de
Cauchy,

nyn = [u" (G (w)").
UJ

Exemplo 3.2. Dado um inteiro n > 3, o problema de Catalan consiste em calcular o
numero a, de maneiras distintas de particionar um poligono convexo de n lados dado
em tridngulos, utilizando diagonais que nao se intersectem no interior do poligono.

Pondo a; = 0 e ay = 1, € possivel mostrar (cf. o capitulo 3 de |2|, por exemplo)
que a sequéncia (an)n>1 satisfaz, para n > 3, a recorréncia

n—1
(12) ay, = Z gyt 1-
k=1

Fazendo f(z) =), 50 nt22", um cdlculo formal garante que (12) € satisfeita se, e
S0 se, -

F(z)—1=2f(2)
% RMuU @~ sBm
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31 A. Caminha

Mas, com y(z) = f(2) = 1= 5, any22", a tltima relagdo acima é o mesmo que
(13) y=z2(y+1)>%

Entio, pondo ¢(z) = (z + 1)%, o Teorema 3.1 garante que (13) realmente admite
uma dnica solu¢iao y = y(z), analitica em um disco centrado em 0 e tal que

J 9 1/ 2n 1 2n
n = [ 1 n_ _ =
fint2 n[u J(u+1) n(n—l) n—l—l(n)

O exemplo anterior ¢ uma pequena ilustracao do uso da féormula de inversao
lagrangiana em Combinatéria. Para muitas outras, veja a referéncia |3|, onde os
autores também aplicam a féormula de inversao para obter estimativas assintoticas
para os nimeros de configuracoes possiveis em varias situagoes combinatorias.

para n > 1.
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