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Resumeo

Uma Conferéncia de Sistemas Dindmicos comemorando o 60°
aniversario de Jacob Palis teve lugar no IMPA {Instituto de Ma-
tematica Pura e Aplicada) no Rio de Janeiro, de 19 a 28 de julho
de 2000. Este artigo é uma versdo revisada e estendida de uma
palestra que cu dei na Conferéncia. Varios acréscimos, incluindo a
lista de referéncias e as segbes Bifurcagdes homoclinicas, Conjun-
tos de Cantor e iénvarientes fractais, Sistemas ndo hiperbilicos,
e Uma visdo unificada da Dindmica, foram feitos posteriormente
por Marcelo Viana. Decidiu-se preservar o sabor da palestra man-
tendo a narrativa na primeira pessoa. Ku agradeco a Marcelo
por suas contribuigdes para este artigo. Na minha opinido, elas
aprimoraram bastante a apresentacio da influéncia e abrangéncia
matematica de Jacob Palis.

1 Introducao

Bu devo comegar dizendo que Jacob tem contribuido imensamente para
o desenvolvimento da Matemadtica. Eu ndo vou falar sobre todas as suas
contribuigdes porque, de fato, em uma hora seria impossivel discuti-las.
Eu escolthi algumas gue considero principais, e vai haver relativamente
pouca novidade para os peritos, mas eu espero que possamos recordar
muitas experiéncias destes ultimos trinta e poucos anos de desenvolvi-
mento dos Sistemas Dindmicos.

Primeiro, para mim suas principais contribuictes matemdticas se
encaixam em trés categorias:




e estabilidade global relacionada a conceitos de estabilidade estru-
tural e Q-estabilidade; \

e teoria de bifurcacfes, que trata de como sistemas que dependem
de parimetros mudam, como sua estrutura rmuda.

o formulacio de idéias gerais e conjecturas que motivaram diversos
resultados recentes muito importantes nesta area.

Eu vou falar sobre estes aspectos do trabalho de Jacob um pouco mais
tarde. Além destes topicos hd muitos outros resultados adicionais, mui-

tag putras coigac intersceantes

Mas, juntamente com as contribuicfes matematicas que ele tem da-
do, deve-se apreciar e compreender a supervisio e o direcionamento da
pesquisa pelos quais Jacob é responsdvel. Atualmente ele estd na marca

de

e 35 alunos de doutorado, e uns 30 “alunos-netos”, origindrios de 10
paises diferentes, sobretudo da América Latina, como vocés podem
ver em sua drvore académica (anexada a este artigo).

Alguns destes alunos se tornaram personagens principais em toda a teo-
ria de Sistemas Dindmices, e de fato, no mundo da Matemaética. Vocés
sabem quem sfo eles tanto quanto eu, ndo preciso mencionar nomes.
Que ele tenha sido tal inspiragdo para tanta gente, é um testermunho
de sua visdo, de sua generosidade e da liberdade de pensamento que ele
tem encorajado.

Além disso, eu acho que é realmente justo dizer que em nosso tempo
Jacob Palis tem sido uma das principais figuras responsdveis pelo desen-
volvimento da Matemadtica e da Ciéncia, sobretudo na América Latinal
e, de fato, em muitos outros lugares, através de

¢ organizacao de encontros, simpdsios, workshops e apoio s Ciéncias
e & Matemdtica em paises em desenvolvimento, por exemplo, atra-
vés dos encontros que organiza em Trieste, com os quais eu estou
mais familiarizado.

'O impacto do trabalho de Jacob Palis na América Latina foi assunto de uma
outra palestra na Conferéncia, por Alberto Verjovsky.




Ele tem facilitado o contato entre cientistas com muita dificuldade
para viajar para o Oeste por razdes politicas, entre outras. Eles pude-
ram estabelecer contato com matematicos do Ocidente em encontros,
workshops e escolas onde podemos encontrar muita gente. Eu mesmo
encontrel diversas pessoas da China em Trieste, numa época em que era
extremamente dificil viajar para Europa Ocidental. Jacob estd entre as
principals pessoas que organizam e apdiam ocasides como estas.

Além disso, ele tem sido responsdvel, em grande parte, pelo

e cnorme crescimento do IMPA, este maravilhose instituto, como
pesquisador e, mais recentemente, também como diretor.

Eu acho que é justo dizer que o IMPA se tornou o principal centro de
Matemadtica na América Latina e, certamente, um dos principais centros
para Sistemas Dindmicos no mundo. E isso em boa parte se deve aos
seus esforgos e, novamente, sua visio.

Agora eu quero ir em diregéo a alguns desenvolvimentos matemdticos
desses varios anos de atividade de Jacob.

Estabilidade estrutural

Vamos voltar a 1960. Seja M uma variedade diferencidvel compacta
e conexa, sem bordo, e consideremos o espago D7 (M) dos difeomorfismos
C" em M, e o espago X" (M) dos campos de vetores C7 em M, assim
como certos subconjuntos bem conhecidos destes:

D (M) = conjunto dos difeomorfismos C! estruturalmente estaveis em
M

?

XT (M) = conjunto dos campos de vetores C! estruturalmente estéveis
em M,

Esta nogio de estabilidade estruturol significa que toda a estrutu-
ra. das érbitas persiste por perturbacdes C1, se fazemos uma mudanca
global de coordenadas continua.

Até onde eu sei, este conceito fol proposto primeiro por Andronov e
Pontrjagin em 1937. Eles introduziram estes sistemas, que eles chama-
ram de sistemas “grosseiros”, e a primeira parte do artigo [2]| os caracte-
rizava entre todos os campos de vetores do disco bidimensional que nao
sfo tangentes ao bordo em nenhum ponto. I ¢ que eles diziam naquele




artigo era que um campo de vetores X ¢é estruturalmente estavel se e
somente se )

(a) X tem apenas finitos elementos criticos (pontos singulares e drbitas
periddicas), todos hiperbdlicos,

(b} e ndo hd nenhuma ligacio de selas.

O préximo resultado importante relacionado com estabilidade estru-
tural que nds vamos mencionar ¢ de Mawricio Peixoto e esta em um
artigo [53] que foi publicado em 1959. Neste, ele estudava varias pro-
priedades gerais de sistemas estruturalmente estdveis e provava que os
sisternas de ANdronov-romrjagil [ormavatn Uil subcoljuuiu abelio o
denso no conjunto de todos os campos de vetores do disco bidimensional
que nio sio tangentes ao bordo em nenhum ponto. Depois, em {54], de
forma um tanto surpreendente, ele provou o seguinte teorema: em uma
superficie compacta orientada M 2,

e 0s campos de vetores estruturalmente estdveis X7,(M?) formam
um subconjunto aberto e denso no espago A7 (M?) e

o eles sio completamente caracterizados pelas condigbes (a) e (b} de
Andronov-Pontrjagin e pela condicdo adicional de que os conjuntos
a- e w-limite de qualquer ponto z sejam elementos criticos.

Até onde eu sei, originalmente se pensou que este artigo provaria que
o resultado é verdadeiro para todas as superficies (nfio necessariamente
orientdveis), mas isso ainda nfo estd feito, exceto no caso de género dois,
para o qual Carlos Gutierrez [18] provou o resultado geral, e na topologia
1, caso em que é uma conseqiiéncia do assim chamado “closing-lemma”
de Pugh [56].

Isto conduziu na época a duas perguntas principais:

o X7(M) é sempre ndo-vazio, isto ¢, existem sistemas estrutural-
mente estiveis em qualquer variedade?

e X7 (M) sempre é denso no espago X" (M) de todos os campos de
vetores?

Havia também perguntas andlogas para difeomorfismos C" em varieda-
des compactas.




Bem, para decep¢iao de algumas pessoas, a segunda questdo, a den-
sidade, tem uma resposta negativa. Smale descobriu isso por volta de
1964 ou 65. Ele mostrou que em variedades de dimensao maior ou igual
a 4 existem conjuntos abertos de campos de vetores que nido sdo es-
truturalmente estiveis. Depois esta dimensdo foi otimizada por Bob
Williams no fim dos anos 60 {68], ele conseguiu versoes mais detalhadas
do tecrema Smale e um contra-exemplo em dimensao 3.

Nesta mesma época, nos anos 60, na Uniao Soviética, Anosov estuda-
va outros tipos de sistemas estruturalmente estaveis. Os sistemas que ele
chamou de C-difeomorfismos {3], para os quais todo o espago tem uma
decomposicao em duas distribuiges continuas invariantes pela derivada,
uma. das quais era exponencialmente expandida e a ouira expouencial-
mente contraida pelos iterados. Estes sistemas, agora bem conhecidos,
receberam o nome de difeomorfismos de Anosov no artigo de Smale em
1967 na revista Boletim da AMS (Sociedade Americana de Matematica).
O que Anosov pode provar para estes sistemas foi que

o cles formavam um subconjunto aberto no conjunto de todos os
difeomorfismos C! em uma variedade;

¢ ¢ eles eram sistemas estruturalmente estaveis.

Os métodos eram relacionados {eu realmente nio sei em que ordem)
com seu célebre resultado de que fluxos geodésicos em variedades com
curvatura negativa eram estruturalmente estveis e verificavam a versao
para fluxos destas condigbes de Anosov.

Nessa época, meados dos anos 60, qual era a situagdo deste tipo

de Matematica? Nés tinhamos exemplos de sistemas estruturalmente
estdveis em dimensdo alta. Eles exibiam recorréncia muito complicada
e s6 eram conhecidos em variedades especiais. De fato, por algum tem-
po achava-se que as Unicas variedades que admitiam difeomorfismos de
Anosov eram os toros de qualquer dimenséo. Smale encontrou exemplos
usando outros tipos de grupos de Lie, grupos de Lie ndo abelianos, mas
assim mesmo estes sistemas ainda estavam restritos a variedades muito
particulares.

E quanto & recorréncia simples, isto é, sistemas que nédo tém Orbitas
com recorréncia complicada? Motivado pelos sistemas de tipo gradiente
que Smale usava para transitar entre sistemas dindmicos e topologia,




foi definida uma classe especial de sistemas dindmicos, que nés agora
chamamos de sistemas de Morse-Smale. No caso dos difeomorfismos,
esses 840 sistemas para os quais o conjunto ndo-errante consiste de um
numero finito de érbitas periddicas hiperbdlicas e tais que se vocé tiver
duas dessas Srbitas suas variedades estdveis e instdveis sdo transversais.
Foi dada uma definicao andloga para campos de vetores, onde o conjunto
ndo-errante consiste de finitos pontos criticos e érbitas periddicas, todos
hiperbdlicos e com as condigdes de transversalidade.

Smale conseguiu provar que, em qualquer variedade compacta, havia
um conjunto residual de sistemas gradientes (um conjunto residual de
funcgdes) que era Morse-Smale, e suas transformacgdes tempo-um eram
difeomorfismos Morse-Smale. A parte ficil é perceber que uma funcao
de Morse tem como conjunto nac-errante apenas pontos criticos hiper-
bélicos. Mas nao é tdo simples obter a condigio de transversalidade:
esta é consegiléncia de um teorema geral de aproximagio, o teorema de
Kupka-Smale, demonstrado naquela época. E Smale conjecturou que

e sistemas de Morse formam um conjunto aberto no espago de todos
os sistemas dindmicos, tanto em D"{M) quanto em A" (M)

e e todo sistema Morse-Smale é estruturalmente estivel.

E entdo, em um admirdvel resultado em 1967, em sua tese [38] Jacob
Palis provou que a primeira afirmacio, a abertura, vale em geral. Ele
provou a segunda afirmacdo, que sistemas Morse-Smale sio estrutural-
mente estdveis, para quaisquer sistemas, difeomorfismos e campos de
vetores em dimensdo menor ou igual a 3.

A abordagem geométrica

Para indicar algumas das dificuldades que Jacob teve que ultrapassar
para provar este teorema, vamos considerar um exemplo simples de um
difeomorfismo Morse-Smale na esfera bidimensional como indicado na
figura I, onde nds temos seis pontos fixos como conjunto nio-errante.
Os circulos representam fontes e pogos e nds temos dois pontos de sela,
denotados por p; e pe, tais que a variedade instdvel de p; tem intersecdes
transversais (ligacdo de sela heteroclinica) com a variedade estével de ps.

Bem, ji se sabia anteriormente que havia um fendmeno de estabi-
lidade local para pontos hiperbélicos fixos ou periddicos, o teorema de
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Figura 1: Familias tubulares

Grobman-Hartman. Localmente o sistema pode ser topologicamente 1i-
nearizado, isto é, em uma vizinhanga de cada ponto periddico a transfor-
macao é topologicamente conjugada & sua derivada no ponto periddico.
Mas vocé precisa fazer muito mais que isso para ter uma conjugacio glo-
bal, é claro, vocé tem que preservar globalmente as variedades estaveis
e instdveis. K drbitas proximas dos pontos de sela se aproximam das
fontes no passado, e no futuro se aproximam dos pogos. Assim, para ter
uma conjugagio entre umn sistema comao esse e uma perturbagio dele nao
basta olhar para figuras locais, é preciso que as colemos de uma maneira
especial. I¥ a maneira de fazé-lo ndo é de forma alguma ébvia, porque
as linearizagdes locais sao muito particulares, entdo saber como fazer a
colagemn de maneira compativel era um problema fundamental.

I justamente aqui se encontra o primeiro desenvolvimento funda-
mental do trabalho de Palis, que foram as chamadas familias tubulares,
ou folheac¢bes invariantes, que eu vou descrever com algum detalhe.
Blas se mostraram muito importantes para diversos desenvolvimentos
posteriores, como nds vamos ver. Tratava-se de folheacdes invariantes
definidas na vizinhan¢a de cada ponto periédico, uma familia para a
direcdo estdvel e outra para a direcdo instivel, e elas eram compativeis.
Se duas folhas de diferentes pontos peridédicos se intersectam entdo uma
contém a outra. Essa construcio ndo é Obvia, é bastante dificil tec-
nicamente — uma construcado geométrica muito intrincada. Em geral
as familias tubulares tém dimensodes diferentes. E a complexidade desta
construcio é o que motivou a restrigio 4 dimenséo trés na tese de Jacob,




resultados analogos para dimensio superior s6 surgiram mais tarde.

Em particular, pensava-se inicialmente gue questées\topolégicas sur-
giriam neste contexto, j4 que é necessério estender transformagoes defi-
nidas em certos subconjuntos para conjuntos maiores. Pensava-se que a
conjectura do anel, um importante problema em aberto na época, estava
relacionada ao andlogo para dimensdes mais altas do método de familias
tubulares. Bem, eu ndo tenho certeza sobre os detalhes exatos de como
estes problemas foram resolvidos, mas em um trabalho conjunto de Ja-
cob e Smale, em 1968 ou 69, a construgio geral das familias tubulares
foi feita e fol provada a estabilidade estrutural geral dos sistemas de
Morse-Smale em qualquer dimensao [42].

I importante observar que existe muila Hberdade na consirucio
dessas familias tubulares. As conjugagies nao sao Unicas. A existén-
cia de variedades invariantes cobrindo toda a variedade ambiente era
crucial no tratamento de Anosov da estabilidade estrutural. IEssas va-
riedades invariantes sdo tinicas, e portanto também as conjugagoes, se
préximas da identidade, s&o dnicas para os sistemas de Anosov. Aqui
elas estfio muito longe de serem tnicas, e de fato a flexibilidade da es-
colha estd fortemente relacionada a liberdade que se tem na construcao
das familias tubulares. Hsse fol um progresso fundamental na época e
ainda ¢, em minha opinifo, uma importante contribuigio, bem cedo em
sua carreira.

Isto teve dois coroldrios principais. O primeiro foi

¢ um subconjunto aberto e denso no conjunto dos sistemas gradiente
de qualquer variedade consiste de campos de vetores estruturai-
mente estaveis;

Malis ainda, as transformacdes tempo-um desses campos vetorials sao
difeomorfismos estruturalmente estaveis. Isto é muito mais forte. Com
efeito, como nds sabemos, a relagdo de equivaléncia usual para campos
de vetores é dada por homeomorfismos que levam dérbitas em érbitas.
Conjugacao, na verdade conjugacace de grupos a um pardmetro, é uma
relacdio de equivaléncia mais forte. E a estabilidade estrutural para
as transformacdes tempo-um resulta em estabilidade sob esta relagéo
de equivaléncia mais forte para fluxos gradiente. Como extensio dis-
50, 0 problema da existéncia de estabilidade estrutural fol resolvido de
maneira muito positiva:




e toda a variedade possui campos de vetores e difeomorfismos estru-
turalmente estiveis. :

As conjecturas sobre estabilidade

Naquela época, no fim dos anos 60, tendo provado que sistemas es-
truturalmente estdveis nao sio densos, Smale estava procurando um tipo
mais geral de sistemas, que possuisse alguma estrutura boa e tivesse a
possibilidade de formar um subconjunto densc no espago de todos os
sistemas dindmicos. Ele formulou aquilo que foi chamado de teorema da
O-estabilidade,

Nosso sistema é Q-estavel se quando vocé faz uma perturbacio ¢!
dele vocé tem uma conjugacdo do conjunto ndo-errante do primeiro sis-
tema com o conjunto nado-errante do segundo (rdo uma conjugagio glo-
bal em toda a variedade como na defini¢do de estabilidade estrutural).
Ele estudou sistemas muito especials, os chamados difeomorfismos Axi-
oma A, para o0s quais o conjunto nio-errante é hiperbdlico e os pontos
periddicos sao densos no conjunto née-errante. Ele também assumiu
uma propriedade adicional, a propriedade de nio ter ciclos, que permite
construir as chamadas filtragGes para o sistema, isto &, isolar as drbitas
recorrentes em pecgas indecomponiveis separadas. E ele provou o teore-
ma que diz que Axioma A e a propriedade de nfo ter ciclos implicavam
que o difeomorfismo era Q-estdvel.

Nesta mesma época Jacob provou que se vocé tem um sistema Axi-
oma A e ele tem um ciclo, entio ndo é Q-estdvel. E isto levou s Conjec-
turas de Estabilidade que também foram apresentadas por Palis e Smale
no artige de 1969 [42]:

1. um difeomorfismo f € D"(M) é estruturalmente estivel se e s6
se satisfaz o Axioma A e a chamada condicdo de transversalidade
forte: sempre que variedades estdvel e instdvel se encontram, isto
ocorre transversalmente;

2. e f e D'(M) é Q-estavel se e s6 se satisfaz o Axioma A e a pro-
priedade de n&o ter ciclos.

Eles fizeram conjecturas anilogas para fluxos.
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Vou contar um pequeno detalhe pessoal ligado a esse teorema e a
formulacio dessas conjecturas. Os que estavam por perto na época de-
vem lembrar que a primeira formulacio do teorema da {2-estabilidade
tinha uma outra condicio mais forte, chamada de Axioma B. O Axioma
B dizia que se vocé tem dois conjuntos basicos e a variedade instavel
de um deles se acumula na do outro, entdo existe um ponto periédico
no primeiro cuja variedade instdvel tem uma intersegdo transversal com
a variedade estdvel do outro. ¥ a primeira formulacio do teorema da
Q-estabilidade, de fato, a formulacdo que estd no artigo da revista Bo-
letim da AMS diz: Axioma A mais Axioma B implicam Q-estabilidade,
ou alguma coisa nesse sentido.

Eu lembro do Smale dando um curse no sen semindrio em Berkeley
em 1966 ou talvez 1967. Eu era um aluno novo de doutorado gue sé
ia de vez em quando a esse semindrio, mas era um semindrio muito
movimentado e animado, muitas questoes, comentdrios e discussées. Eu
lembro gue Charles Pugh estava 14, e Mike Shub, Morris Hirsch, Jacob
Palis,... Como um estudante jovem, eu via toda aquela gente famosa
na sala, e ficava sé olhando o que eles estavam fazendo. Bem, naquele
dia Terry Wall tinha acabado de chegar da Inglaterra e estava interes-
sado no assunto, entao ele foi ao semindrio. De fato, ele ainda sentia
a diferenca de fuso-horario entdo dormiu em boa parte da palestra. E
Smale estava fazendo a construgdo da conjugacio local da {2-estabilidade
para os conjuntos basicos. Com Axioma B, ele construiu essa ordem
parcial nos conjuntos bésicos, e dai, a filtracido para isolar cada pega, de
forma que pudéssemos ter a conjugagio global. E, subitamente, Terry
acordou, olhou e disse calmamente: “fj tudo que vocé precisa, a relagio
de ordem parcial, para obter a estabilidade?”. Era um seminério agitado
com muita gente. Steve voltou-se e disse: “Bem, talvez, ndo tenho
certeza disso, eu ndo tenho certeza.”

Neste instante, eu ndo sabia quem era Jacob Palis, mas ele ficou
muito animado e disse: “Estd certo, é isso, isso é tudo que vocé pre-
cisa!”. E no dia seguinte, eu lembro, ele provou que se vocé tem um
ciclo entdo vocé tem -explosdes, e entfo, de fato, esta condicdo de nao
ter ciclos era necessaria para a estabilidade. Mais tarde, no artigo que
realmente apareceu nas atas do simpésio [42], vocé encontra Axioma A e
propriedade de néo ter ciclos, e ndo Axioma A e Axioma B, o Axioma B
desapareceu. Participando dessa discussao, Jacob teve um papel impor-
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tante na formulagio do teorema da {}-estabilidade tal como se encontra
agora. ’

Da hiperbolicidade para a estabilidade

Come alguém faz para ir adiante em dire¢io a teoremas de esta-
bilidade mais gerais e as provas dessas conjecturas? O que as pessoas
sabiam naquela época? Eles sabiam que sistemas de Morse-Smale eram
estruturalmente estdveis. Eles sabiam que Axioma A e a propriedade
de ndo ter ciclos implicavam Q-estabilidade. Como alguém consegue
sistermmas estruturalmente estdvels mais gerais? Uma idéia na época era
pogar a construglo de familias tubulares do Jaceb ¢ estend-la para sis-
ternas Axioma A. Isto é, tomar uma folheacio invariante em vizinhancas
de conjuntos hiperbdlicos complicados. Isso acabou sendo uma coisa um
pouce complicada para ser feita e, de fato, ainda nao é conhecido em
geral, ndo se sabe como fazer essa construgdo para sistemas com di-
mensao alta. Mas esse método foi bem-sucedido para difeomorfismos
bidimensionais, com a tese de Welington de Melo em 1971.

O progresso seguinte veio de uma forma que pode parecer um pouco
curiosa. Jirgen Moser deu uma segunda prova para a estabilidade dos
sisternas de Anosov, usando os chamados métodos infinitesimais. Sua
idéia era a seguinte: vocé quer resolver a equagio ho f = go h para um
homeomorfismo h. Vocé reescreve isto como

Jhehof=fleogoh,

Vocé toma uma métrica riemanniana na sua variedade e tenta en-
contrar h como exponencial de algum campo vetorial continuo v, que
deve ser CV-pequeno de forma que o homeomorfismo esteja proximo da
identidade. Escrevendo h = exp(v), e também f ! o g = exp(w) para
um campo vetorial w Cl-pequeno, vocé obtém

J~ o exp(v) o f = exp(w) o exp(v).

Linearizando esta equacio (ou usando métodos infinitesimalis, que é
o termo gue uso), vocé encontra

exp(Df ' owvo f) = exp(w + v).




12

a menos de um pequeno erro. Assim, tomando exp ™!

{emos

na relacio anterior,

~

Df lovof+s(v,w)=w+u,

onde s{v,w) é pequeno. Denotando Fuv = Df towo f, isso pode ser
reescrito como

(I-Fw=v-—Df tovof=s(v,w)—w

Nés conhecemos w, gue é um campo vetorial C'l-pequeno, e nés estamos
procurando v, um campo vetorial pequeno continuo. Moser percebeu
que se vocé pudesse inverter esse operador (I — F') no espago dos campos
vetoriais continuocs, ent@o vocd poderia resolver essa relacgio funcional
para v, usando o teorema da contragdo. E, de fato, a condigio de Anosov
é precisamente a condigdo que vocé precisa para tornar (I— F) inversivel.

Ele conseguiu dar wma nova prova da estabilidade dos sistemas de
Anosov usando métodos de campos de vetores, métodos infinitesimais,
enquanto que a prova de Anosov usava fortemente a existéncia de varie-
dades integrais para as distribuicdes expansiva e contrativa, as varieda-
des estavel e instdvel. Bem, naquele tempo isso era interessante porque
tornava a prova de Anosov compreensivel para as pessoas no QOeste, nao
havia nenhuma versio dela publicada em inglés. E também, eu acho que
ela foi considerada um acréscimo 1til, uma nova prova interessante de
um resultado conhecido, Alge que surgiu daf é que vocé tem solugdes
unicas proximo da identidade, o que vocé também pode provar por ou-
tros métodos.

H4 um outro desenvolvimento que eu deve mencionar. Entre o grupo
de pessoas que estavam em Berkeley e no Oeste nesta época, a forma
como os métodos de Moser ficaram conhecidos foi através de um argu-
mento do tipo teorema da funcio implicita que John Mather produziu.
S6 que o argumento de Mather, nos seus detalhes, estava errade, porque
as hipdteses de diferenciabilidade nao eram satisfeitas. O que o método
dava era uma solugio continua para a equacdo funcional, ele ndo prova-
va que a solugdo era wm homeomorfismo. Mas os argumentos podiam
ser consertados. Eu acho que foi Mike Shub que observou, e era bem
sabido na Unido Soviética também, que 0s sistemas de Anosov eram ex-
pansivos, e vocé pode usar isso para mostrar que as solugdes que estao
CCpréximas da identidade sdo realmente bijetivas. Vocé tinha a pro-
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va de qualquer maneira, mesmo que o teorema da fung¢do implicita nao
funcionasse. :

Bem longe, no meio dos EUA, Joel Robbin estava aprendendo so-
bre essas coisas, e eu acho que ele chocou todo mundo anunciando que
podia provar, no caso C?, que difeomorfismos Axioma A satisfazendo a
condicio de transversalidade forte sdo estruturalmente estdveis. Bem,
como ele fez isso? Ele usou adaptacoes infinitesimais da construcio das
familias tubulares. E basicamente, as conjugagdes ndo eram dnicas, elas
envolviam escolhas, e ele usou o fato de que a transformacio de Moser
{T — F} tinha uma inversa i direita continua. Mesmo neste nivel vocé
pode ver novamente a influéncia de Jacob: no fim do artigo [60] havia
um quoclente que disla

(Moser) : {(Anosov) = {Robbin) : (Palis — Smale).

A 1déia era que Moser produziu uma prova infinitesimal para a esta-
bilidade estrutural removendo a necessidade de integrar os subfibrados
invariantes na construgdo, e Robbin produziu uma prova infinitesimal
para sistemas Axioma A, removendo a necessidade das familias tubu-
lares.

Por razdes técnicas Robbin precisou da hipétese C?, nfo para as per-
turbagbes, mas para os difeomorfismos originais. Isso foi definitivamente
melhorado por Clark Robinson, que provou o teorema de estabilidade
estrutural geral, isto €, que difeomorfismos C!, Axioma A, satisfazendo
a condicdo de transversalidade forte sdo estruturalmente estaveis [62], e
ele também provou isso para o caso de campos de vetores [61]. Sobre a
Q-estabilidade, no artigo de Smale [65] onde ele provou seu teorema de
Q-estabilidade, ele afirma que, em principio, métodos similares podem
ser usados para fluxcs. De fato, era uma extensio extremamente nio
trivial, e foi feita por Charles Pugh e Mike Shub [57]. Neste estigio,
em meados dos anos 70, eu suponho, nés tinhamos condig¢bes suficientes
gerais para a estabilidade estrutural e para a {l-estabilidade, ambos para
difecmorfismos e fluxos.

Da estabilidade de volta a hiperbolicidade

Lembremos que a conjectura da estabilidade tinha também uma
reciproca. Houve muita atividade focalizada nesse sentido. As primeiras
tentativas envolveram mudancas na definigao de estabilidade para inchuir
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condigdes sobre dependéncia da solugio com relagdo & perturbaciio (se
esta é continua, se é Lipschitz), e muitas pessoas contribuiram com tra-
balhos interessantes nessa dire¢do. John Franks [14] tinha uma nogao
de estabilidade com dependéncia do tempo, com a qual ele conseguia
caracterizar sistemas Axioma A e com transversalidade forte. John
Guckenheimer [16] tinha uma nogéo de estabilidade absoluta, e assim
por diante. E ainda o problema completo foi tratado em alguns casos
especiais em: dimensdes baixas por Liao {21], Mahé (23, 24|, Pliss [55] e
Sannami [64].

Mas o progresso fundamental veio em 1986, quando Ricardo Mané,
um dos primeiros alunos de doutorado do Jacob, resolveu completamente
o problemal Ele provou a priucipal parte que lallava, isto ¢, que sisteinas
estruturalmente estdveis tém que satisfazer o Axioma A [25].

Curiosamente apesar de este ser um resultado substancial que usa
muita informagéo sobre o conjunto néo-errante, Ricardo ndo conseguiu
provar a reciproca da {l-estabilidade, ele provou apenas a afirmacio
sobre a estabilidade estrutural. Foi necessirio conhecimento mais de-
talhado e mais um bocado de esfor¢o para Jacob provar a reciproca,
e entido completar a conjectura da {l-estabilidade para difeomorfismos,
alnda por volta de 1986. Para o caso dos fluxos, nenhuma das afir-
magoes era conhecida na época, elas s6 foram resolvidas recentemente,
por Shuhei Hayashi [19] em 1994,

No desenvolvimento desses conceitos e dessa teoria muito importante,
foi preciso um perfodo de quase 25 anos para formar o que hoje é uma
das “jéias da coroa” na drea dos Sistemas Dindmicos, a caracterizacio
completa dos sistemas estruturalmente estdveis. E como vocés viram,
Jacob Palis teve umn papel central nesta histdria.

Isso é o que eu queria dizer sobre a estabilidade, sobre o assunto
estabilidade global. Agora quero ir em dire¢fo 4 teoria da bifurcacao.

Teoria da bifurcacao

Mais ou menos em 1970, eu tive o privilégio de vir ao IMPA por
dois anos e iniciar com Jacob nosso programa em teoria da bifurcagio.
Nés comecamos a trabalhar sobre o problema de compreender como se
estrutura a perda de hiperbolicidade quando partimos de um sistema
Morse-Smale. A idéia ¢é a seguinte. Seja {£,}, um arco (uma curva)
de difeomorfismos comegando com um sistema Morse-Smale £&. Veja




15

figura 2. Vocé olha para o primeiro valor g = b do pardmetro onde o

%

Flgura 2Z: Bilurcagtes para lamiilas paralneirisadas

sistemna deixa de ser estruturalmente estdvel, o chamado primeiro ponto
de bifurcagio, e vocé quer descrever a estrutura destes sistemas &.

Alpumas idéias € problemas foram motivados por trabalhos feitos por
Jorge Sotomayor [66] para familias de campos vetoriais a um parametro
sobre superficies, e também pela descricio geral de pontos periddicos
para familias de difeomorfismos a um pardmetro, obtida por Pavel
Brunovsky [6}. Além disso, haviam matematicos na Unido Soviética
estudando problemas similares, Gavrilov e Shilnikov [15], mas nés nio
sabiamos disso na época, sé tomamos conhecimento do trabalho deles
um pouco mais tarde.

Durante esse periodo eu escrevi dois artigos com Jacob, [35] e [36],
nos quais nés basicamente provdvamos o seguinte: assumindo que no -
primeiro ponto de bifurcacéo o conjunto limite (o fecho dos conjuntos
a- e w-limite do sistema) consiste de um numero finito de 6rbitas, nés
descreviamos completamente a estrutura do sistema no momento da
bifurcacio para arcos genéricos de difeomorfismos. Mas também estu-
damos outros assuntos relacionados com estabilidade & medida que vari-
amos o parimetro, depois eu vou falar um pouco mais sobre isso. Mas o
contetdo principal do primeiro artigo [35] era a descrigdo da bifurcacao
no caso em que o conjunto limite tem finitas drbitas.

No segundo artigo [36] nds consideramos sistemas onde no ponto de
bifurcacdo o conjunto limite era realmente hiperbélico, ele se mantinha
hiperbdlico, mas a estabilidade estrutural e a (i-estabilidade ndo eram
obtidas, por causa da criacdo de um ciclo. Nés estudamos o caso em que
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o ciclo era equidimensional, isto é, as variedades estdveis de todos os
pontos periédicos no ciclo tinham a mesma dimensio. Nos conseguimos
provar que nesta situacao a sransformacio de bifurcago &, era ponto de
acumulacio de difeomorfismos que eram Axioma A e nfo eram Morse-
Smale. Isto &,

o existiam valores do pardmetyo p; > pg > -0 > fi 2> e convergin-
do para o primeiro ponto de bifurcacio b, tais que os difeomorfi-
smos £, satisfaziam o Axioma A e a condigdo de transversalidade
forte e os conjuntos nic-errantes 2(£,;) eram infinitos.

Além disen, ns conjimios nao-errantes eram todos topologicarnente
distintos, de maneira que &, ndo poderia ser Q-conjugado a nenhum
outro. De fato, nés provamos que &, satisfaz o Axioma A e a condigao
de transversalidade forte para a maioria dos parimetros ju > b proximos
de b, no sentido de que tais parametros formam um conjunto cuja medida
¢ uma fracio préxima de 1 de pequenos intervalos (u, 1t + €).

Mais tarde, em um artigo com Floris Takens e Jacob {371, nés carac-
terizamos completamente os chamados arcos estaveis de difeomorfismos,
sob a hipétese de que para cada valor do pardmetro o conjunto limite
possul finitas érbitas. Um arco {£,}, de difeomorfismos € dito estavel
se, dada qualquer perturbagao {nu}u, como representado na figura 2,
entao

1. todo difeomorfismo &, do arco é conjugade a um difeomorfismo 7,
no arco perturbado, com pardmetro v proximo

2. e a conjugagio varia continuamente com o pardmetro.

Esta é a condicio de estabilidade para arcos de difeomorfismos. Em [37]
nés caracterizamos esta condicio e, como parte deste trabalho, diversos
novos conceitos e idéias foram introduzidos. Em particular, foi intro-
duzida a nocio de intervalo de rotagdo para endomorfismos do circulo.
Neste trabalho também surgiu a rigidez forte para bifurcagoes sela-nd,
Uma conseqiiéncia deste fendmeno de rigidez forte para bifurcagoes sela-
né é que as variedades estdvel-forte e instavel-forte sao preservadas por
conjugacdes que variam continuamente com o pardmeiro (em geral, con-
jugacdes topoldgicas néo as preservam).

Fstes trabalhos foram estendidos de um modo muito significativo por
Palis e Takens [43], que provaram em 1983 que
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e havia um conjunto aberto e denso de familias de sistemas gradi-
entes a um pardmetro em qualquer variedade que eram estdveis
no sentido que eu acabei de descrever (variag&o continua da con-
jugagdo com o pardmetro).

E um pouco depois, em 1990, Marioc Jorge Dias Carneiro e Jacob [8]
provaram que isso pode ser estendido para familias a dois pardmetros:
ha um subconjunto aberto e denso de familias de sistemas gradientes
que dependem de dois pardmetros ¢ sao estiveis.

Poderia-se esperar, de fato, o que se esperava naguele tempo e tam-
bém um pouco antes, era que familias de sistemas gradientes a & para-
metrns seriam estdveis em nm eonjimto aberto e densn. Takens mostron
que isso era falso, provando que para 8 ou mais pardmetros as familias
de sistemas gradientes estéveis ndo sio densas. Eu ndo sei o quio fundo
ja se foi neste assunto, eu acho que a conjectura ainda é que para k
menor ou igual a 4 as familias estdvels devem formar um subconjunto
aberto e denso no espago dos sistemas gradientes.

Nestas construcdes, a liberdade geométrica das familias tubulares e
de como vocé as constrdi tem, novamente, importdncia fundamental.
E interessante lembrar que nessa época as pessoas discutiam se mapas
infinitesimais poderiam ser usados para estes teoremas, mas, até onde
eu sei, nunca se conseguiu que isto funcionasse. Até agora métodos
infinitesimalis, foram usados apenas para o teorema de estabilidade es-
trutural geral.

Bifurca¢des homoclinicas

A teoria de bifurcacdes continuou a ser um dos principais projetos de
Jacob durante os anos 80 e dai em diante. Inicialmente, o objetivo era
estender alguns desses resultados, especialmente de [36], para o caso em
que o conjunto limite pode ter infinitas érbitas. Em particular, agora
vocé quer considerar arcos de sistemas mais gerais comecando dentro
do conjunto dos Axioma A, ndo apenas os sistemas de Morse-Smale.
Mas isso também conduz a alguns novos problemas e idéias relacionados
muito interessantes, por exemplo, dimensao fractal.

Para explicar isso vou considerar a situagio descrita na figura 3,
um difeomorfismo numa superficie com intersecio nio transversal entre
as variedades estdvel e instavel de um ponto periddico de sela p. Nés
chamamos esta intersecdo de tangéncia homoclinica. E o ponto periddico
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p estd contido em um conjunto hiperbélico infinito H do difeomorfismo,
uma ferradura. Isso significa que a tangéncia homoclinica é acumulada
por um par de laminacoes, ou folheagdes parciais, formada pelas varie-
dades estdveis e instdveis de todos os pontos em H.

Figura 3: Tangéncia homoclinica associada a um conjunto hiperbdlico

Um difeomorfismo como este pode ser obtido como uma primeira
bifurcagéo & de um arco {{,} comegando em um sistema Axioma A.
A prépria transformacdo & nido ¢ Axioma A: a tangéncia homoclinica
implica que o conjunto nio-errante ndo é hiperbélico. A medida que voceé
aumenta o parametro, as laminacgbes estdvel e instivel movem-se uma
com relagdo a outra e, sempre que ha uma tangéncia entre uma folha de
uma e uma folha da outra, o difeomorfismo nio pode ser Axioma A.

Uma vez que sdo apenas laminagGes, ndo folheagBes completas de
conjuntos abertos, vocé poderia esperar que conseguissemos facilmente
evitar essas tangéncias, aproveitando as lacunas entre as folhas. Entre-
tanto, eu mostrei em minha tese [32] que isso nao é verdade em geral.
De fato,

e se as laminacdes sdo transversalmente espessas, isto &, se as lacunas
sao relativamente pequenas, é impossivel evitar tangéncias entre
folhas das duas laminacdes, elas existern para todo um conjunto
aberto de difeomorfismos.

Eu vou chamar esse fendémeno de persisténcia de tangéncias homo-
clinicas. Depois, em [34], eu provei que esse fenémeno ocorre préximo de
qualquer difeornorfismo com tangéncia homoclinica em uma superficie:
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e sempre existem conjuntos abertos no espacgo dos pardmetros, arbi-
trariamente proximos da bifurcacio, que correspondem a tangén-
cias persistentes.

Mais tarde Clark Robinson [63] deduziu uma versdo desse resuitado para
arcos de difeomorfismos.

Palis ¢ Takens gueriam entender este assunto em mais detalhes, e
eles vieram a estabelecer uma conexdo profunda entre bifurcacoes ho-
moclinicas e dimensoes fractais para conjuntos hiperbdlicos. Eu vou
explicar isso.

No artigo [36]. que eu mencionei antes. Jacob e eu tinhamos mos-
trado que tangéncias entre as laminacgdes estdvel e instivel eram, essen-
cialmente, a 1nica coisa com a qual alguém deveria se preocupar. Nds
mostramos que se ndo houvesse tangéncias e, de fato, a transformacio
ndo estivesse muito perto de possuir uma tangéncia, entzo o conjunto
nao-errante seria hiperbdlico. Este era um tipo de reciproca para o fato
de que as tangéncias sio uma obstrucéo para hiperbolicidade.

Na configuragdo com a qual nés estdvamos lidando o conjunto limite
era finito, e nés provamos que os parimetros para os quais a transfor-
magho estava muito perto de uma tangéncia tinham medida relativa-
mente pequena proximo da bifurcacio. Foi assim que provamos que a
hiperbolicidade (Axioma A e transversalidade forte) prevalece préximo
dessas tangéncias homoclinicas, em termos da medida no espage de
pardmetros. E o0s argumentos sugeriam que deveria ser possivel evi-
tar as tangéncias para a maioria dos valores do pardmetro em situagoes
mais gerals, bastando que as laminagdes n&o fossem muito espessas.

Ai, Palis e Takens perceberam que isso poderia ser formulado em
termos da dimensdo fractal transversal das laminacdes. A condicdo que
eles exigiam era que a soma das dimensdes de Hausdorfl transversais
das laminacdes estdvel e instdvel deveria ser menor que 1. Por definicao,
a dimensao de Hausdorff transversal é a dimensdo de Hausdorff da in-
tersecao da laminagdo com alguma secdo transversal. Pode ser prova-
do, neste contexto, que a definigfio ndo depende da escolha da secdo
transversal.

Acontece que a soma dessa dimensio de Hausdorff transversal é igual
3 dimensido de Hausdorff do conjunto hiperbdlico . O teorema que eles
provaram por volta de 1984 tinha um enunciado muito elegante [45]:
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e se a dimensio de Hausdorfft HD(H) do conjunto hiperbdlico en-
volvido na tangéncia é menor que 1, entdo £, € hiperbélico (Axioma
A e transversalidade forte) para a maioria dos parametros u > b
proximos:

lim lm ({1 € (b.b +€) : & ¢ hiperbélico }) = 1, (1)

e—0 ¢

onde m() é a medida de Lebesgue.

Mais ou menos a0 mesmo tempo eles provaram um resultado simi-
lar para o caso heteroclinico [44], no qual a tangéncia ocorre entre as
variedades estdvel e instavel de pontos periédicos diferentes. Na ver-
dade, nesses artigos eles usaram uma outra nogao de dimensio, chama-
da capacidade limite, no tugar da dimensao de Hausdorfl. Mas entao
tornou-se claro que as duas nogdes de dimensoes fractais coincidiam
para conjuntos hiperbélicos de difeomorfismos em superficies. Isto é dis-
cutido no livro [46, Capitulos 4-5], onde eles também explicam porque
(1) pode ser formulado como um verdadeiro limite (inicialmente no caso
heteroclinico eles tinham apenas um lim sup).

Em um artigo [51] que foi publicado em 1994, Jacob e Jean-Chris-
tophe Yoccoz provaram que a condigao no teorema anterior é realmente
Stima:

e se a dimensio de Hausdorff de H é maior que 1, entdo nao vale a
conclusdo (1}.

Essa afirmaciio e, até certo ponto, sua demonstragao foram inspira-
das em um resultado de John Marstrand [26] sobre diferencas aritméticas

Klé)\K2={a1——)\a2:aleK1eaQEKg}

de conjuntos de Cantor na reta: se a soma HD{Ky}+ HD(K3) é maior
que 1 entdo a diferenca tem medida de Lebesgue positiva, para quase
todo A. Nesse ponto j4 estava claro que havia uma importante relacdo
dessa parte da dindmica com outros tGpicos, como Teoria Geométrica
da Dimensio e Andlise Harménica.
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Conjuntos de Cantor e invariantes fractais

~

Motivado por isto, Jacob comegou a formular diversas questoes sobre
diferencas aritméticas de conjuntos de Cantor, ja visando suas aplicagoes
a Sistemas Dindmicos e outras dreas. Em particular, ele conjecturou que
para conjuntos de Cantor regulares genéricos K, e Ky, a diferenga arit-
mética tinha medida de Lebesgue zero ou continha algum intervalo. Um
conjunto de Cantor é dito regular se é gerado por uma transformacio ex-
pansora diferencidvel. Iistes conjuntos de Cantor trazem uma topologia
natural, herdada das transformacoes correspondentes.

Bem, essa conjectura foi provada por Carlos Gustavo Moreira e Yoe-
coz [30], mais ou menos no comeco de 1995. De fato, cles provaram uma
versdo forte da conjectura. Seu resultado se aplicava a um conjunto
aberto, denso e com “probabilidade total” (em algum sentido natural)
de conjuntos de Cantor regulares. Além disso, eles tinham intcrsecoes
estavels, o que é bem mais forte do que ter apenas um intervale contido
na diferenca aritmética. Eles provaram a seguinte extens@o substan-
cial do resultado anterior sobre tangéncias homoclinicas [31]: para arcos
genéricos de difeomorfismos {£,}, com uma tangéncia homoclinica em

p=b,

e para a maioria dos pardmetros p > b préximos de b, no sentido
de (1), ou &, é hiperbélico ou p estd em algum intervalo com
tangéncias homoclinicas persistentes.

Em outras palavras, se PT + AT é a unido de todos intervalos de
tangéncias persistentes com pardmetros para os quais a transformagao
satisfaz o Axioma A e a condigio de transversalidade forte, entio

lim 1'.'ﬂn(JED'I' + ATN{b,b+e)) =1

e—=0 g
O teorema de Palis e Takens diz que se a dimensio de Hausdorff da
ferradura H ¢ menor gue 1 entdo nds temos o mesmo resultado também
para o conjunto dos pardmetros correspondentes as transformagoes hi-
perbodlicas. A principal novidade desse resultado estd no caso de di-
mensio de Hausdorff maior que 1.

Ha wma questdo muito natural que surge: o que se pade dizer sobre a

dinédmica no caso nio hiperbdlico? Bem, Jacob tem alguns trabalhos re-
centes junto com Yoccoz [52] sobre isso, Yoccoz vai falar deles mais tarde
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nessa conferéncia, entdo nio vou discuti-los. 2 Mas a questao é que eles
definem os chamados conjuntos ndo uniformemente hiperbélicos, ou fer-
raduras nao uniformemente hiperbélicas, que sdo uma extensao de con-
juntos hiperbdlicos ainda com diversas propriedades boas. Eles provam
que se a dimensao de Hausdorfl do conjunto hiperbélico original H nao
é muito malor que 1 (eles tém uma condicdo técnica precisa), entéo os
difeomorfismos £, sio ndo uniformemente hiperbélicos para a maioria
dos pardmetros p > b préximos de b. Isto é, se NUH ¢é o conjunto
dos pardmetros tais que o conjunto ndc-errante é ndo uniformemente
hiperbdlico entao

lim 1'."n{l\f'l'ff-f ni,b+e)) =1,
=0 &
desde que a dimensdo de Hausdorff nfo seja muito maior que 1.

Agora vou dizer algumas palavras sobre o caso com dimensfic mais
alta. A mailoria destas coisas estd provada para difeomorfismos em su-
perficies, e no caso de dimensdes mais altas aparecem varias dificuldades
sérias. A principal raz@o é que as laminacfes estdvel e instdvel nfo pre-
cisam ser transversalmente diferencidveis. Em geral, néo se sabe, sequer,
quando é que a dimensio de Hausdorfl transversal est4 bem definida. De
fato, a geomeiria dos conjuntos hiperbdlicos em dimensio alta ¢ muito
menos compreendida que no caso de superficies. Em geral, a dimenséo
de Hausdorff ¢ a capacidade limite nfo sio iguals e nfo variam continu-
amente com o sistema dindmico,

Entretanto, e esse é um trabalho do qual eu gosto especialmente, Ja-
cob e Marcelo Viana conseguiram ultrapassar essas dificuldades e, por
volta de 1989, provar a extensio do resultado sobre tangéncias homo-
clinicas persistentes para dimensdes mais altas. O resultado foi publica-
do em [47].

Além disto eles tém resultados muito recentes junto com Moreira
(como ouvimos em sua palestra nesta conferéncia) que mostram que
a relacdo entre dimensio fractal e abundincia de hiperbolicidade no
espaco de parimetros permanece vilida para familias de difeomorfismos
em dimensao arbitraria.

?Resumos das palestras da Conferéncia podem ser encontrados em
www.impa.br /~dsconf/.
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Sistemas nao hiperbdlicos

O estudo de bifurcacdes e estes resultados que mencionei sio parte
de um esforgo para ulirapassar o contexto dos sistemas hiperbdlicos e
entender sistemas dindmicos muito gerais. Eu acho que desde o comego
Jacob estava convencido que a teoria de bifurcactes era o jeito certo de
fazer isto, ou pelo menos, um ponte essencial para a compreensio de
sistemas que n&o sdo hiperbdlicos, que ndo sic estruturalmente estdveis.
E a4 medida que a teoria de bifurcagbes homoclinicas se desenvolveu, ele
foi ficando mais e mais convencido de que elas deveriam ter um papel
chave neste contexto.

Em 1989 houve um artigo de Benedicks e Carleson [4] no qual eles
provaram que dinimicas ndo uniformemente hiperbdlicas eram freqiien-
tes na chamada familia de Hénon de transformacdes do plano

h(z,y) = (1 — az? + y, bz).

Isto €, para pardmetros ¢ e b com valores em um conjunto com medida
de Lebesgue positiva, as transformagfes tém um atrator “estranho” nao
uniformemente hiperbdlico. Essa era uma extenséo surpreendente de um
trabalho pioneiro muito importante de Jakobson [20], do fim dos anos
70, no qual ele obtivera um resultado similar para a familia quadrética
na reta ¢(z} = 1 — az?.

Mesmo antes que o artigo deles aparecesse, Palis sugeriu que esse
resultado deveria ser verdadeiro, mais geralmente, para arcos genéricos
{¢,} de difeomorfismos com tangéncias homoclinicas em superficies. Ve-
ja, sabia-se que as transformagdes de retorno de £, a certas regides
proximas da tangéncias pareciam com o modelo de Hénon, entdo es-
sa era a idéia. Dai, ele propds esse problema para dois de seus alunos
na época, Leonardo Mora e Marcelo Viana. E Mora e Viana [27] con-
seguiram mostrar que a abordagem de Benedicks e Carleson se estendia
para sistemas dissipativos mais gerais, que sdo chamados de transfor-
magdes do tipo Hénon, e a partir disso, em 1990, eles provaram a con-
jectura de Jacob.

Esse tipo de resultados (hd muitos outros) relacionando tangéncias
homoclinicas com outros tipos de dindmica complicada, convenceram
Jacob que tangéncias homoclinicas deveriam ser o tipo de noc¢fio que
unifica a compreensio de sistemas ndo-hiperbdlicos, pelo menos em di-
mensdes balxas. Ele fez a seguinte conjecturas
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¢ a uniao dos difeomorfismos Axioma A com aqueles que tém tan-
géncia homoclinica é densa em D7 (M), se M é uma superficie.

Em outras palavras, todo difeomorfismo C™ em uma superficie que néo
estd no fecho dos sistemas Axioma A é aproximado por outros difecmor-
fismos que tém tangéncias homoclinicas.

Como voeés provavelmente sabem, essa conjectura fol provada por
outros ex-alunos de Jacob, Enrique Pujals e Martin Sabarino, no caso
r = 1. O artigo deles acabou de sair [68]. De fato, o resultado tinha
sido anunciado por Aratijo e Mafié no inicio dos anos 90, mas eles nunca
deram uma prova. Como uma conseqiiéncia dos métodos que usaram,
Pujals ¢ Saiubarino tabéin conseguiraln uin oubio resullado inuito ii-
teressante [59]:

e qualquer arco de difeomorfismos em uma superficie no qual a en-
tropia topoldgica ndo seja constante deve confer uma fangéncia
homoclinica.

HA uma versdo da conjectura anterior para dimensdes altas, que
diz que a unido dos difeomorfismos Axioma A com agqueles que tém
tangéncia homoclinica ou ciclo heterodimensional deve ser densa em
D"(M). Um ciclo é chamado heterodimensional se as variedades estdveis
dos pontos periédicos envolvidos no ciclo nao possuem todas a mesma
dimensac. Parece que vdrios grupos tém feito progressos na direcao
dessa conjectura em dimensdo alta, de fato haverd algumas palestras
sobre o assunto nesta conferéncia, mas uma prova completa ainda nao
foi obtida.

De volta a fins dos anos 80, Jacob sugeriu o estudo dos ciclos heto-
rodimensicnais a Lorenzo Diaz, como seu problema de tese. A idéia era
complementar nossos préprios resultados em [36]. Como disse antes, nds
estudamos o caso eqilidimensional. 86 que Diaz descobriu que as con-
clusdes eram diferentes para os ciclos heterodimensionals: na maioria
das vezes o difeomorfismo de bifurcagio &, nao é acumulado por difeo-
morfismos hiperbélicos, de fato, hd um intervalo inteiro (b,b + ¢) tal
que £, nao é hiperbdlico, nfo é estruturalmente estavel, para qualquer
pardmetro p nesse intervalo. Estes resultados estavam em sua tese [11] e
foram muito desenvolvidos em uma série de artigos conjuntos com Jorge
Rocha, outro ex-aluno de Jacob. Veja por exemplo [13].
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E, algum tempo depois, tornou-se claro gue os ciclos heterodimen-
sionais também tinham uma ligagfio importante com o fenémeno dos
atratores naoc hiperbdlicos robustos, que eu vou mencionar em um ins-
tante.

Urma visao unificada da dinamica

Por volta de 1995, Jacob tinha formulado muitas idéias e conjecturas,
juntamente com um quadro coerente de quais poderiam ser os comporta-
mentos tipicos de sistemas néo hiperbdlicos. Isso saiu em um artigo que
seria depois publicado no volume da revista Astérisque dedicado a A.
Donady [41]. O ingrediente prinecipal das conjectura é que todo sistema
pode ser aproximado por outro tendo apenas finitos atratores, cujas ba-
cias de atracio contém quase todo ponto. De fato, esse sistemas devem
ter grande probabilidade no espago dos pardmetros, em algum sentido
natural. E o atrator deve ter propriedades boas, tais como existéncia da
chamada medida de Sinai-Ruelle-Bowen.

5 interessante observar que a idéia de que a maioria dos sistemas
dindmicos tém um numero finito de atratores remonta a René Thom, nos
anos 60, apesar de ele nao ter deixado claro o significado de “majoria”.
Certamente, ele foi motivado pelas idéias de Smale em teoria hiperbdlica
na época °, onde o ponto de vista era, fundamentalmente, topoldgico.
Talvez por causa disso, foi entendido que Thom tinha em mente um
subconjunto residual (segunda categoria de Baire) de sistemas dindmicos
e, nesse sentido, a afirmacdo sobre finitude é falsa [33]. A conjectura de
Jacob é uma reformulagio muito intercssante dessa idéia clissica, em
um contexto novo e mais probabilistico.

Assim, sabe-se que essa conjectura vale para transformages qua-
dréticas no intervalo, como uma conseqiiéncia de um trabalhe feito por
Lyubich, Martens e Nowicki. Veja [22]. E tanto Misha Lyubich quanto
Artur de Melo vao falar nesta conferéncia sobre os seus trabalhos re-
centes com Welington de Melo, onde eles estendem isto para familias
muito mais gerais de transformacCes unimodais analiticas.

Em dimexnsoes mais altas, tém surgido resultados muito interessantes
que, eu creio, sio pelo menos parcialmente motivados pelas questdes e

2 «“Toutefois, selon certaines idées récentes de S. Smale, si la varieté est compacte,
presque tout champ X présenterait un nombre fini d’attracteurs isolément struc-
turellement stables”[67, p. 56]
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conjecturas de Jacob.

Hi os trabalhos de Diaz, Pujals, Ures e Bonatti [12, 5] onde eles
caracterizam os conjuntos robustos de difeomorfismos em qualquer di-
mensdo. Um conjunto invariante é robusto se é {ransitivo e permanece
transitivo sob perturbacdes Cl-pequenas do sistema. Eles provaram
que conjuntos robustos deveriam ter a chamada decomposi¢do domina-
da, que é uma decomposi¢io do espago tangente em duas distribuigoes
continuas tais que uma ¢ mais expansora que a outra em todo ponto.
Provaram ainda que em dimensfo 3 ao menos uma das distribuigoes é
hiperbélica, ou expansiva ou contrativa. Isso é chamado de hiperbolici-
dade parcial.

Além disso, Alves, Bonatti e Viana provaraui a existéncia e a finitude
de atratores ergddicos, ou medidas de Sinai-Ruelle-Bowen, para certos
sistemas parcialmente hiperbélicos, em um artigo [1] que acabou de sair.

E ha também um trabalho muito importante de Carlos Morales,
Maria José Pacifico e Enrique Pujals [28, 29], caracterizando os con-
juntos robustos de fluxos arbitrarios em dimenséo 3. Conjuntos robus-
tos contendo apenas Orbitas regulares devem ser hiperbdlicos, entao o
caso mais interessante é quando o conjunto contém alguma singulari-
dade. Eles provaram que qualquer conjunto robusto que contém uma
singularidade é um atrator ou um repulsor, tipo Lorenz, isto €, tem
todas as principais caracteristicas do modelo de Lorenz geométrico de
Guckenheimer-Williams [17].
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Mauitos outros resultados

Existern muttas cutras contribuigtes importantes\de Palis. Por exem-
plo, seu trabalho em invariantes de médulos, isto é, caracterizacio de sis-
temas com a propriedade de que o nlimero de tipos topoldgicos de pertur-
bagdes depende de uma quantidade finita de pardmetros reais. Em [40],

}\,1 Gy

pj G] 7\-0 pf)

Figura 4: Médulos de conjugagao em ligagdes de selas

ele descobriu um invariante diferencidvel para conjugacio topolégica en-
tre fluxos com ligacao de sela como na figura 4. De fato, dois fluxos destes
sd0 conjugados se somente se eles tém a mesma razido entre autovalores

Ay
a2
E, junto com Welington de Melo e Sebastian van Strien {9, 10}, ele obteve

a caracterizacao destes sistemas com recorréncia moderada em um vasto
conjunto de situacdes.

Como parte do desenvolvimento da teoria de moédulos temos a des- - .

cricao de campos de vetores holomorfos tipicos, os tipos topoldgicos de
campos de vetores lineares holomorfos em CP™, que foi feita por César
Camacho, Nicolaas Kuiper ¢ Jacob em [7].

Eu devo mencionar também a série de artigos que ele tem com
Yoccoz, onde eles estudam a rigidez dos centralizadores de difeomor-
fismos, que s&o os conjuntos dos difeomorfismos que comutam com um
dado difeomorfismo. Em uma série de artigos [48, 49, 50], eles provaram
que, genericamente, o centralizador de um difeomorfismo hiperbélico é
trivial, contém apenas os iterados da transformacio.

De fato, ja na sua tese, Jacob estava interessado em um problema
relacionado: saber o quio fregilentemente difeomorfismos podem ser
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mergulhados em fluxos. Ele observou que havia conjuntos abertos de
difeomorfismos para os quais as condigdes topolégicas naturais que vocé
precisaria para mergulha-los em um fluxo nao eram suficientes: havia
conjuntos abertos nesses difeomorfismos que nfio mergulham em flu-
xo0s. E, um pouco depois, em [39], ele provou que, C' genericamente,
difeomorfismos nao mergulham em fluxos.

Se vocé olhar para a lista dos trabalhos cientificos do Jacob anexada
a este artigo, vocd vai ver que eu poderia continuar por um longo tempo.
Vou apenas concluir com algumas observagdes pessoais.

Conclusao

z

E interessante notar que Jacob teve 16 alunocs de doutorado com
teses terminadas até 1993. Desde 1993 ele é diretor do IMPA, e seus
alunos até 2000 somam 35. Pode-se concluir que a administracdo nao é
tao ruim para alguém com os talentos de Jacob Palis...

De gualquer maneira, ele tem exibido lideranca, como eu disse, di-
recionamento e abrangéncia na formulagio de conjecturas, e estimula-
do muitas pessoas pelo mundo afora. O Ambito de seus interesses de
pesquisa tem crescido muito através da sua colaboragio com Yoccoz,
com Viana, com muitas outras pessoas, e de muita atividade, muitos re-
sultados interessantes, que vao fundo no estudo dos sistemas dindmicos.

Por ocasifio do seu 60° aniversdrio, todos nés desejamos que continue
com suas contribuicdes 3 ciéncia por muitos, muitos anos.

Traducio: Anne Michelle Dysman Gomes
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