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O CONTEUDO GEOMETRICO DE FOURIER
PEDRO ANTONIO SOARES DE ALCANTARA

REsuMO. Como forma de introduzir topicos de Anélise Harmonica em espacos
homogéneos, este texto apresenta a série de Fourier de fungoes peridédicas na reta
e a decomposicao de fungoes na esfera em harménicos esféricos como consequéncia
das simetrias dos espagos em questao.

1. INTRODUCAO

O objetivo deste texto é, em primeira instancia, apresentar a série de Fourier
de funcgoes periddicas na reta e a decomposicao de funcgoes na esfera em esféricos
harménicos como uma manifestagao das simetrias desses espagos. Via de regra, esse
topico é ensinado em cursos de Fisica e Matematica a partir de solugoes de equagoes
diferenciais — por exemplo, a equacao do calor no caso de Fourier e a equacao de
Schrédinger para o atomo de hidrogénio no caso dos harménicos esféricos —, o que
é mais proximo do seu desenvolvimento histérico. Aqui vamos oferecer um olhar de
outro angulo que serve como um guia simplificado para um primeiro contato com
Analise Harmonica, focando especificamente em espagos homogéneos por grupos
compactos. Assim, em tultima instancia, este é um texto didatico em portugués,
com indicacoes de leituras em inglés, dedicado a discentes de graduacao e de pos-
graduacao que pretendem iniciar estudos em Anéalise Harmonica.

Veremos como uma variedade suave M com boas simetrias apresenta um espaco
L?*(M) com decomposicao amigavel e compativel com as tais simetrias. Lancaremos
mao de alguns poucos resultados para que possamos explorar melhor o contetdo de
outros mais reveladores das consequéncias de simetrias.

As segoes 2 e 3 sao dedicadas a tornar preciso e compreensivel o conceito de
boas simetrias que queremos. Na primeira, discutiremos algumas propriedades de
grupos de Lie compactos, especialmente suas representagoes. Na segunda, vamos
ver uma caracterizagao de espagos homogéneos a partir de suas simetrias, o que traz
implicagoes para a maneira como realizamos suas fungoes.

Data de aceitagao: 1 de outubro de 2019.
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Por fim, a secao 4 traz a aplicacao da teoria desenvolvida ao circulo S! e & esfera
S2. O caso do circulo nos da a série de Fourier candnica, enquanto que o caso da
esfera nos da os harmonicos esféricos.

2. GRUPOS DE LIE COMPACTOS E SUAS REPRESENTAGOES

2.1. Um pouco do caso geral. Falar de simetrias ¢ falar de grupos. Aqui que-
remos falar de simetrias em variedades suaves, entao é importante usar uma es-
trutura de diferenciabilidade além da estrutura de grupo. Um grupo de Lie é
um grupo G que é também uma variedade suave cujos mapeamentos de produto
GxG— G:(g,h) — gheinversio G — G : g — g~! sao suaves.

Para KK igual a R ou C, seja GL(n,IK) o grupo linear geral de ordem n sobre K.
Além de ser obviamente um grupo com o produto de matrizes, GL(n, K) também
herda a estrutura de variedade de IK"*". Sendo o produto e a inversao fungoes raci-
onais nas entradas das matrizes, esse ¢ um exemplo de grupo de Lie. Em particular,
temos que GL(1,K) = K* := K\{0} é um grupo de Lie. Outro exemplo talvez um
pouco mais 6bvio é K" com a soma.

Doravante, sejam G e H grupos de Lie. Para manter coeréncia com a estrutura
suave, todas as defini¢oes algébricas usuais recebem alguns acréscimos. Dizemos,
por exemplo, que H é um subgrupo de Lie de G se é um subgrupo e é também uma
subvariedade imersa de G, ou seja, a inclusao H — G é uma imersao.

Uma vez que abertos em variedades sao subvariedades mergulhadas, i.e., herdam
de forma direta a estrutura diferenciavel, todo subgrupo aberto de um grupo de Lie
¢ um subgrupo de Lie. Entdo R* é um subgrupo de Lie de R*. E possivel também
mostrar que todo subgrupo fechado de um grupo de Lie é um subgrupo de Lie
mergulhado!, resultado esse que recebe o nome de Teorema do Subgrupo Fechado,
cf. [4, Theorem 20.12]. Disso segue que SL(n,K)={A € GL(n,K) : det(A) =1} é
um subgrupo de Lie de GL(n, K).

Um homomorfismo de grupos de Lie ¢ : G — H é um homomorfismo de grupos
que é também um mapeamento suave; se ¢ é um difeomorfismo, dizemos que é
um isomorfismo de grupos de Lie. Vejamos, por exemplo, det : GL(n,R) — R*.
Sabemos que det(AB) = det(A) det(B) para quaisquer A, B € GL(n,R). Ou seja,
det ¢ um homomorfismo de grupos. Mas é também suave, pois é racional nas
entradas das matrizes. Entao det é um exemplo de homomorfismo de grupos de Lie.
Como exemplo de isomorfismo, temos exp : R — R* : ¢t — €’, que tem como inversa
a funcdo In: RT™ — R : ¢t — In(t).

Para dar mais concretude a um grupo de Lie, é pertinente realizéd-lo como um
grupo de operadores continuos em espacos vetoriais. Uma representa¢ao de G sobre
um espaco vetorial topolégico complexo? V' é um homomorfismo de grupos® p :
G — Aut(V) tal que G x V. — V : (g,v) — p(g)v é um mapeamento continuo; a
dimensao da representagao é a dimensao de V. Usaremos (p, V') para indicar uma

INa verdade, isso é uma equivaléncia: um subgrupo de um grupo de Lie é fechado se, e so se, é
um subgrupo de Lie mergulhado, cf. [4, Corollary 20.13]. Veja que R é também fechado em R*.

2A principio, ndo ha necessidade da restricao aos complexos, mas assim é mais simples e suficiente
para o que vamos fazer.

3Denotamos por Aut(V) o grupo dos homeomorfismos lineares de V.
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133 P. A. S. de Alcantara

representagao sobre V', onde p é o homomorfismo de grupos sobre Aut(V'), ou apenas
p caso o espaco vetorial esteja subentendido ou seja irrelevante.

Em particular, se V' é um espaco vetorial normado de dimensao finita, entao
uma representacao sobre V' é um homomorfismo de grupos continuo entre grupos
de Lie. Ocorre que todo homomorfismo de grupos continuo entre grupos de Lie €
suave. Afinal, se ¢ : G — H é um homomorfismo de grupos continuo, o grafico
F = graf(¢) = {(9,¢(9)) : g € G} C G x H é um subgrupo fechado de G x H, o
que implica que F' é um subgrupo de Lie de G x H. Por fim, basta usar a projecao
F — @ para verificar que G — F : g — (g,%(g)) ¢ um isomorfismo de grupos
de Lie, cuja composi¢cao com a projecao F' — H, que também é homomorfismo de
grupos de Lie, resulta em .

Por outro lado, se p : G — GL(n,C) é um homomorfismo de grupos de Lie,
entao é uma representacao sobre C" com a topologia candnica, pois G x C" —
GL(n,C) x C" : (g,v) — (p(g),v) e GL(n,C) x C* — C" : (T,v) — Tv sao
mapeamentos continuos.

A luz dessa discussdo, enunciamos o seguinte fato:

Teorema 2.1. Uma representacao de G sobre C™ com a topologia candénica € equi-
valente a um homomorfismo de grupos de Lie G — GL(n,C).

Temos ainda que duas representagdes (p1, V1) e (p2, Vo) de G s@o equivalentes se
existe um homeomorfismo linear 7" : V; — V5 tal que pa(g9)T = T'pi(g) para todo
g € G. Na pratica, podemos pensar que duas representagoes equivalentes diferem
apenas por uma mudanca de base.

Devido & estrutura linear, podemos somar representacoes de forma a obter uma
nova representacao ou, em contrapartida, podemos eventualmente encontrar sub-
representagoes. Dada uma representacao (p, V) de G, dizemos que um subespago
W C V & invariante se {p(g)w : g € G, w € W} C W. A representacao é dita
irredutivel se existem exatamente dois subespagos invariantes: os triviais V' e {0};
se ha mais que dois, p é dita redutivel. Se V pode ser escrito como soma direta
(topologica) de subespagos invariantes nao triviais, dizemos que p é completamente
redutivel.

Representacgoes irredutiveis sao, em alguma medida, blocos de construcoes para
representacoes maiores. Existe uma classe especial de representacoes para as quais
isso é particularmente importante: uma representacao (p, H) de G sobre um espago
de Hilbert é dita unitdria se p(g) é um operador unitario para todo g € G. Nao é
dificil verificar que, nesses casos, complementos ortogonais de subespagos invarian-
tes s@o também subespagos invariantes. Logo, se uma representagao unitaria (p, H)
possui um subespago invariante fechado nao trivial, entao ela é completamente redu-
tivel. Porque todo subespago de dimensao finita de um espago de Hilbert é fechado,
concluimos:

Lema 2.2. Toda representacdao unitdria de dimensao finita € irredutivel ou comple-
tamente redutivel.

A seguir, trazemos um importante resultado sobre possiveis relagoes entre repre-
sentagoes irredutiveis.
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Lema 2.3 (Lema de Schur). Se (p1, V1) e (p2, Vo) sao representacaes irredutiveis de
GeT : Vi — Vy é um operador que satisfaz ps(g)T = Tpi(g) para todo g € G,
entao T € inversivel ou identicamente nulo.

Esbog¢o de demonstracao. O resultado decorre do fato de que a imagem e o nicleo
de T sao subespacos invariantes. O

A primeira consequéncia do Lema de Schur é que todo operador limitado num
espago de Banach que comuta com uma dada representacao ¢ miltiplo da identidade.
Para ver isso, consideremos uma representacao (p, V') de G num espago de Banach
e um operador limitado T : V' — V satisfazendo p(¢g)T = Tp(g) para todo g € G.
E sabido que o espectro de T é ndo vazio, de onde segue que existe A € C tal que
T — M é nao invertivel. Pelo Lema de Schur, T'— A1 deve ser o operador nulo. Em
particular, temos o seguinte:

Lema 2.4. Se G € abeliano e p é uma representacao irredutivel de G num espaco
de Banach, entao p é unidimensional.

2.2. Particularidades dos grupos compactos. Suponhamos, de agora em di-
ante, que G é um grupo de Lie compacto. Existe uma tnica integral em G, chamada
de integral de Haar, que satisfaz’

i) Invariancia:

/f dg—/fhgdg—/fghdg—/f )

para todo h € G e toda fungao f € C(G);

i1) Normalizagao:
Gl = / ldg—1.
G

Mais detalhes sobre a integral de Haar podem ser encontrados em |1, 3].

Uma aplicagao dessa medida é a construcao de um produto interno invariante
em representagoes de G. Se (p,H) é uma representagao de G sobre um espago de
Hilbert com produto interno (|),, entao®

(1) o) = [ (plapelotayu, do
¢ um produto interno em H tal que

(2) {p(g)vlp(g)w) = (v|w)

para quaisquer g € G e v,w € H. Se H tem dimensao finita, podemos adotar (|) no
lugar de (| ), de modo que p se torna uma representagao unitaria sobre um espago
de Hilbert. Com isso, concluimos que toda representacao de dimensao finita de G é
unitdria.

“Mais precisamente, existe uma tnica medida de Radon bi-invariante p tal que wG) =1
50 integrando é composicio de fungdes continuas, portanto ¢ integravel.
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135 P. A. S. de Alcantara

Outra coisa que conseguimos fazendo uso da integral de Haar é a construcao de
operadores continuos que comutam com uma representa¢ao unitaria (p, H) de G:
fixado w € H, tomamos T : H — H dado por

(3) Tv = /G (plg)wlv) plg)wdg .

Em [5], operadores dessa forma sao usados para provar o seguinte:
Teorema 2.5. Toda representagao unitaria irredutivel de G tem dimensao finita.

Apesar do argumento para demonstragao do teorema acima ser simples, nao o
reproduziremos aqui para mantermos um texto conciso.

Vamos, agora, ver uma maneira simples de decompor L?(G). Comecemos de-
finindo um tipo especial de fungoes em G: um coeficiente de uma representacao
unitaria® (p, H) de G' ¢ uma fungao da forma

(4) w2 G = € g0 (p(g)w) = (vlp(g)w)

onde v, w € H e v* € H* é a dualizacao de v pelo produto interno. Os coeficientes de
duas representagoes equivalentes geram o mesmo espaco de fungoes e so precisaremos
lidar com representacoes irredutiveis, por isso escolhemos uma representante de cada
classe de equivaléncia de representagoes unitarias irredutiveis de GG, denotando por
Go conjunto das representantes escolhidas.

Para cada p € G, scja A, o espaco gerado pelos coeficientes de p. Seja também
A o espago gerado por combinagoes lineares finitas de | J e A,. Em virtude dos
Teoremas 2.1 e 2.5, coeficientes de representacoes unitéarias irredutiveis sao nao so
funcoes continuas, como sao também funcoes suaves de G em C, o que significa que
A C C>(G) C L*G).

Dada (p,H) € G, uma maneira simples de construir uma base para A, é tomar
uma base ortonormal {ej : k = 1,...,dim p} de H e fazer

(5) pri: G — C:gep(p(gle) = (exlp(g)er) -

Cada pi(g) é a entrada (k,l) da matriz de p(g) com respeito a base {e; : k =
1,..,dimp}. O lema a seguir nos garante que {py; : k,l = 1,...,dimp} & base
ortogonal de A, e nos diz como normaliza-la.

Lema 2.6 (Relaces de ortogonalidade de Schur). Dadas (p,H), (¢, ') € G, vale:
i) Se p e p’ nao sao equivalentes, entao A, L A, ;
ii) O congunto

(6) B, ={y/dimppg,: k,l=1,.. dimp},
com cada py; dada por (5), € uma base ortonormal de A,.

Esboco de demonstragdo. Podemos recorrer a um operador similar a (3): fixados
weHew €H, fazemos T : H — H' dado por

(7) Ty = /G (p(g)wlo) plg)udg

6Evidente que essa defini¢ao faz sentido para qualquer representacao de qualquer grupo sobre
qualquer espago com produto interno.
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que satisfaz as hipoteses do Lema de Schur e vale ainda ( Z,W,Wl’;w) = (V'|Tv). O
resultado segue da aplicacao do Lema de Schur nos casos de interesse. U

Mas isso nao é tudo, podemos dizer ainda mais sobre A em C*®(G) e em L*(G).

Teorema 2.7 (Teorema de Peter-Weyl). A ¢ uniformemente denso em C(G) e,
portanto, € também denso em L*(G). Em particular, \J . B,, com B, dado por

(6), € uma base ortonormal de L*(G).

peG

Esbogo de demonstragao. Basta usar o Teorema de Stone-Weierstrass, ou seja, é
suficiente verificar que A é uma algebra estrela unital que separa pontos.

Dadas (p,H), (¢/,H') € G, tomemos py; € B, e P € By. O produto prip),,, ¢
um coeficiente da representagao (p ® p/,H ® H'), que é uma representacdo unitéaria
de dimensao finita e, portanto, pelo Lema 2.2, é irredutivel ou completamente redu-
tivel. Em ambos os casos, pxp,,, pode ser escrito como combinagao linear finita de
coeficientes de representacoes unitarias irredutiveis, entao pertence a A. Isso prova
que A é uma algebra. A fungao constante igual a 1 é coeficiente da representagao
trivial de G sobre C, portanto também pertence a A, o que prova que A é uma
algebra unital. Além disso, a representacao (p*, H*) dada por’

(8) p*(g)v*(w) = v*(p(g)"'w) = (v]p(g)~'w) = (wlp(g)v) ,

¢ unitaria irredutivel e gera os complexos conjugados de A,. Isso prova que A ¢é
fechada por complexo conjugado, finalizando a demonstracao de que é uma algebra
estrela unital.

A prova de que A separa pontos pode ser executada por meio de convolugoes como
feito em [8, Theorem 7|. Esse resultado, no entanto, é valido mesmo que o grupo
em questao nao seja compacto e recebe o nome de Teorema de Gelfand-Raikov, cf.
[1, (3.34) The Gelfand-Raikov Theorem). O

Por fim, notemos que para cada (p, H) € G, o espaco A, realiza uma representagao
unitaria ¢, de G dada por

(9) eo(9)f =17, foh) = f(g~'h).

Ocorre que toda representacao dessa forma é completamente redutivel e se decompdoe
como representagoes equivalentes a p* com multiplicidade igual a dim p. Com efeito,
se {e1, ..., edim,} € uma base ortonormal de #, entao

(10) H = {Yr, cveH} v =Y

V,eL v,er ?

. A . :
onde ¥ . & dada por (4), fornece uma equivaléncia entre p* e @, restrita ao subes-
paco {¢f . v € H}. Para se convencer dessa equivaléncia, basta comparar

(11)  @u(g)vh. (h) = (v|p(g " h)ex) = (p(g)v]p(h)er) = (p(h)ex|p(g)v)

com (8).

A representacio p* é chamada de contragradiente ou dual de p.
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Uma vez que dim p = dim p*, obtemos
dim p*

(12) (0p, Ap) ~ @ (r", 1) .

1

Em suma:

Corolario 2.7.1.

dim p
(13) LG =PA~PPrH).
pEG pEG’ 1

3. ESPACOS HOMOGENEOS POR GRUPOS DE LIE COMPACTOS

3.1. Caracterizacao de espagos homogéneos genéricos. Sejam M uma varie-
dade compacta e G um grupo de Lie com identidade e. Uma ac¢do a esquerda de G
em M é um mapeamento suave ® : G X M — M : (g,p) — g - p que satisfaz:

i) e-p=p para todo p € M;

it) (gh) -p=g- (h-p) para todos g,h € Gep e M.
De maneira anéloga, podemos definir a¢ao a direita por meio de (g,p) — p- g, de
modo que p- (gh) = (p-g) - h. Se G age em M, dizemos que M é um G-espago.

Consideremos uma acao qualquer ® : G x M — M. Dizemos que ® ¢é transitiva

se para quaisquer dois pontos p,q € M existe g € G tal que ¢ = ®(g,p); se a agdo é
transitiva, dizemos que M é homogénea. Se para todo p € M vale a implicacao

(14) d(g,p)=p = g=ce,

entao a acao é dita livre. A nivel de exemplo, todo grupo de Lie age transitiva e
livremente sobre si mesmo. A agao de SO(2) em R? ¢ livre, mas nao transitiva.

Tais definicoes podem ser melhor compreendidas através dos conceitos de orbitas
e isotropias. A drbita de um ponto p € M qualquer é o conjunto

(15) G(p) ={®(g9,p) : g € G},
enquanto que seu grupo de isotropia &€ o subgrupo
(16) Gy ={9€G:2(g,p) =p} .

Assim, M é um G-espago homogéneo se for a érbita de qualquer um de seus pontos,
ao passo que a acao P ¢ livre se todo grupo de isotropia for trivial. Além disso,
é facil ver também que para espagos homogéneos todos os grupos de isotropia sao
isomorfos entre si: dados p,q € M, se existe g € G tal que ®(g,p) = ¢, entdo a
conjugagao por g gera um isomorfismo entre G, e G,.

E conveniente notar que todo grupo de isotropia é um subgrupo fechado, uma
vez que é pré-imagem de um ponto por uma fungao continua. Mais uma vez pelo
Teorema do Subgrupo Fechado, todo grupo de isotropia é um subgrupo de Lie
mergulhado. Outrossim, érbitas definem relagoes de equivaléncia em M:

(17) p~q <= qeG(p) .
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Denotamos por M/G o quociente de M por essa relagao de equivaléncia, que nada
mais é do que o espaco das orbitas de M. O teorema abaixo fornece condigoes
suficientes para que M /G seja uma variedade.

Teorema 3.1 (Teorema da Variedade Quociente). Se a a¢ao de G em M € livre e
propria®, entdo M /G possui uma tnica estrutura suave tal que a projecio M — M /G
€ uma submersao suave.

A demonstragao desse fato nao é essencialmente complicada — as condi¢oes sobre
a acao sao usadas para mostrar que toda orbita é uma subvariedade mergulhada,
cartas sao construidas artesanalmente tomando, localmente, subvariedades perpen-
diculares a orbitas e a unicidade da estrutura diferenciavel segue da suavidade da
identidade —, mas é longa e trabalhosa, por isso nos restringimos a referenciar [4,
Theorem 21.10].

O importante aqui é que toda ac¢ao a direita H x G — G : (h,g) — gh de um
subgrupo fechado H C G sobre G é propria e livre. Ademais, o espaco das orbitas
em (G pela acao de H coincide com o espago das coclasses a esquerda de H em G,
de modo que a notagao G/H faz sentido. Como corolario, temos o seguinte:

Corolario 3.1.1 (Construgao de espagos homogéneos”). Se H C G ¢ um subgrupo
fechado, entao G/H € um G-espago homogéneo pela acio G x G/H : (g,gH) —
(99)H e a projecao m: G — G/H € uma submersao suave.

Voltando a agao ® : G x M — M, consideremos que se trata de uma acao a
esquerda. Dado um ponto p € M qualquer, a funcao

F:G/G, — G(p)

18
( ) 9Gp—g-p

¢ bijetora. Temos que g-p = h - p equivale a g~'h € G, que por sua vez equivale
a gG, = hG), entao I estd bem definida e ¢ injetora. A sobrejecao ¢ ébvia. Em
particular, se M ¢é homogéneo, entao cada um de seus pontos corresponde a uma
coclasse de um mesmo subgrupo de isotropia em G. Na verdade, F' serve para
caracterizar espacos homogéneos:

Teorema 3.2 (Caracterizagao de espagos homogéneos). Se M é um G-espago ho-
mogéneo e p € M, entao F' dada como em (18) é um difeomorfismo equivariante.

Esbogo de demonstragio. Sejam m : G — G/G, a projegdo canénica e ¢, : G —
M :gw~ g-p. Entao ¢, = F'or. Uma vez que g, ¢ suave e m ¢ uma submersao
sobrejetora, temos que F' é suave. Também temos que

(19) F(ghG,) = (gh) -p=g-(h-p) =g - F(hG,) .

Uma vez que as agoes do elemento g em G/G, e em M sao difeomorfismos, a
diferencial de F' tem posto constante. Como F' é bijetora, ¢ um difeomorfismo. [J

8A acdo é propria se o mapeamento G x M — M x M : (g,p) — (®(g,p),p) é proprio.
9Mais detalhes em [4, Theorem 21.17].
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3.2. Fungoes em espagos homogéneos por grupos compactos. Muito do que
vird a seguir nesta se¢ao pode ser encontrado com mais detalhes em [2].

Sejam G um grupo de Lie compacto e H C GG um subgrupo fechado. Como é de
se esperar, existe uma tnica integral em G/H que satisfaz'’

(20) flotyd(H) = [ Forlo)ds
G/H G

para toda f € C(G/H), onde m : G — G/H ¢é a projegao canonica, cf. [1, (2.49)

Theorem|. O espago L?(G/H) pode, entao, ser entendido como um subespaco de

L?(G) composto por fungdes invariantes a direita por H, i.e., fungoes f € L*(G) tais

que g — f(gh) coincide com f quase sempre para todos h € H. De igual maneira,

C(G/H) pode ser encarado como um subespago de C'(G).

Pelo Teorema de Peter-Weyl e a discussao que teve lugar apods ele (cf. Teorema
2.7 e Corolario 2.7.1), f € C(G) ¢ invariante a direita por H se, e somente se, suas
componentes em cada um dos espacos A,, com p € G, ¢ invariante a direita por H.
Vamos, entao, descrever .Af , 0 subespago de A, composto por funcoes invariantes
a direita por H.

Se ¢f, € A, & um coeficiente nao nulo invariante a direita por H, vale

(21) (vlp(g)p(h)w) = ¢f ,(gh) = ¥7 ., (9) = (vlp(g)w)

para todos h € H e g € G. Disso segue que w se mantém fixo pelas transformagoes
de H. Em contrapartida, se w se mantém fixo por H, entao ¢! , é invariante a
direita. Logo, o espaco AH ¢ nao nulo se, e somente se, a representagao possui um
vetor nao nulo fixo por H

Seja Gy o subconjunto de G composto somente por representagoes com vetores
nao nulos fixos por H. De todo o exposto, concluimos o seguinte:!!

Teorema 3.3.

(22) L*(G/H) = € All.

peGy

4. REDESCOBRINDO FOURIER E 0S HARMONICOS ESFERICOS

4.1. A série de Fourier classica. Nesta secao, vamos determinar explicitamente
a decomposicao fornecida pelo Corolario 2.7.1 para o caso G = S', o circulo — um
tratamento similar ¢ executado em [3]. E facil ver que S' = U(1), o grupo das
transformacoes lineares unitarias em C, com elementos dados genericamente por
e’ onde # € R e vale ¢/9+?™) — ¢ pary todo n € Z. A integral de Haar neste caso
pode ser expressa por uma integral em [—,

/ (6

10Novamente, existe uma tnica medida de Radon invariante v em G/H tal que v(G/H) = 1.
1A decomposicao de Af — e, por conseguinte, de L?*(G/H) — em representagoes unitérias
irredutiveis de G fica de exercicio.
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considerando funcoes em S! como funcoes 2m-periddicas em R, da mesma forma que
toda funcao 2m-periédica em R pode ser vista como uma funcao em S*.

Proposigao 4.1. Para G = S*, temos que G=1Z, ondeneZ equivale a represen-
tacao de S em C dada pelo homomorfismo de grupos de Lie S* — S : e s e™?.

Demonstracao. Seja p uma representacao unitaria irredutivel de S'. Uma vez que
S1 & abeliano, pelo Lema 2.4, p ¢ unidimensional e, portanto, ¢ um homomorfismo
de grupos de Lie de S* em U(1) = S*. Ou seja, p(e?) = 9. Para 6,, = 2r/m,
com m € IN, temos que (€)™ = 1, o que implica que p(e?m)™ = (e’*m))ym = 1,
de onde segue que a(#,,) = nb,, para algum n € Z. A principio, n parece depender
de m, mas {¢?™ : ¢ € Q} é denso em S*, entdo p(e?) = ¢ para todo ¢ € S' e
um certo n fixo. E, claro, se ny # ns, as representagoes el e ¢ ¢ 1 29 njo

sao equivalentes. 0
Logo, o Teorema de Peter-Weyl nos diz que {¢™’ : n € Z} ¢ uma base ortonormal

de L*(SY),

(23) L*(S") = @B {cac™ e € CY .

Assim, dada qualquer funcao 2m-peridédica f : R — C que satisfaz

(24 U

temos que B

(25) f= i cne™

onde o

(26) e = (")) = % /_ : F(O)e=m dp |

4.2. Harmonicos esféricos. Vejamos, agora, a forma que o Teorema 3.3 assume
no caso da esfera S? como variedade homogénea pela agao de G = SU(2), o grupo
das transformacoes unitarias especiais em C? — um tratamento similar é executado
em [6]. Para isso, vamos seguir alguns passos.

Primeiro, vamos verificar que SU(2) ~ S3, a 3-esfera. Com efeito,

U= (Zl Z3> € SU(2)
R2 24
se, e somente se, UU* = I e det U = 1, o que significa que
[21” + Jzsf* = [22]? + |24 = 1
(27) 2129 + 2324 = 0
Z1R4 — Z9R3 — 1
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Disso, obtemos que zy = Z7 € z3 = —Z3, i.e., os elementos de SU(2) sao da forma

(28) U= (2 _Z_?)

com |z1|* + |22]? = 1. Entao SU(2) ~ S?, onde o produto em S? é expresso por
(29) (21, 22) (w1, w2) = (21w1 — WaZa, ZoWy + WaZy) ,
que equivale ao produto de quatérnios H = C2.

Agora, vamos descrever S® ~ SU(2) usando coordenadas especiais que facilitarao
a descricao da sua acdo sobre S%. E facil verificar que todo ponto de S® pode ser
escrito como ' .

(€7 cos(w), e sen(w)) , & (weER.

Fazendo a = £ — (, v = £+ ( e f = 2w, obtemos que todo U € SU(2) pode ser
escrito como

—ite g —ei'5 8 i i i
(30) Ul B,7) = ( cos(3) —e 7 se g )> R

= sen(5) el

onde o9 e 03 sao as matrizes de Pauli

0 —i 10
= (5) =l )

De posse disso, construimos um homomorfismo sobrejetor de grupos de Lie
(31) SU(2) = SO(3) : U(a, B,7) = R(a, 8,7)

onde R(a, 3,7) ¢ a rotacao em R3 descrita pela composi¢ao da rotagao de angulo
em torno do eixo z com a rotagao de angulo S em torno do eixo y com a rotagao de
angulo o em torno do eixo z novamente'?. Desse modo, temos uma acao & esquerda
transitiva de SU(2) ~ S em S? = {x € R?: ||x|| = 1} por meio de rotagoes.

Finalmente, notemos que o grupo de isotropia do polo norte ny = (0,0,1) € S? é o
U(1) = S* gerado por €278 em SU(2) e por (e~*/2,0) em S°. Logo, pelo Teorema
3.2, 8%~ 83/S' ~ SU(2)/U(1). A projecao canodnica m : S* — S ¢ dada por
T+1y = 22129

Z = |Zl|2 - 122|2 ’

(32) (21, 22) = (2,9, 2) , {

e recebe o nome de mapa de Hopf. Estendendo-o para SU(2) sem mudanca na
notacao, um calculo direto nos mostra que

(33) m(U(a, 8,7)) = (cos(a) sen(f3), sen(a) sen(3), cos(f)) ,

entdo os angulos (a, f) em SU(2) estdo em correspondéncia com as coordenadas
esféricas' (0, ¢) em S? através do mapa de Hopf. Dessa escolha de coordenadas, a
integral de Haar em S? é expressa como

(34) ROCS = / ’ / £(6,9) sen(0) dbds

12Tais angulos sao comumente chamados de dngulos de Euler.
I3 Aqui usamos 6 para azimute e ¢ para colatidude.
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Por fim, precisamos determinar as representagdes unitérias irredutiveis de SU(2)
— 0 que nao é tao elementar como no caso de U(1) — e descobrir quais delas possuem
vetores nao nulos fixos por U(1) = {7727 : v € R}. O jeito mais simples de executar
essa tarefa ¢ por meio do estudo da dlgebra de Lie de SU(2). Como isso foge do
escopo deste texto, vamos nos limitar a enunciar o resultado abaixo e apenas indicar
a leitura de [6], que constroi explicitamente essas representagdes usando polindémios
complexos em duas variaveis.

Teorema 4.2. Para G = SU(2), temos que G = {j : 2j € Zso}, onde cada j > 0
inteiro ou semi-inteiro equivale a uwma representagdao p; de SU(2) em C**1 tal que
p;i(e7378) = e~ sendo Js diagonal com autovalores {j,j—1,...,—j+1,—j}. Em
particular, C¥*1 possui vetores nao nulos fixos por U(1) = {6_’%”3 v € R} via p,
se, e somente se, j € inteiro.

Para cada j > 0 inteiro ou semi-inteiro podemos tomar a base candnica de spin**

{py :m = 3,5 —1,...,—j + 1,—5} de C¥*! que satisfaz Jsu,, = mu,, de modo
que, no caso em que j é inteiro, os coeficientes /25 + 1 (um|pj(g)uo) constituem
uma base ortonormal de .A,[)]j(l) pelas relagoes de ortogonalidade de Schur (cf. Lema
2.6). Resta, entao, escrever tais coeficientes de forma mais amigavel usando nossas
coordenadas angulares — por sorte, alguém ja fez isso antes. As fungoes

(35) D}, (0, 8,7) = (] 0 (U, B,7))ttr)

sao conhecidas como D-fungdes de Wigner. A expressao geral é feia e complicada:
(36) Dfn’m,(a,ﬁ,v) = e‘”’ladfmm,(ﬁ)e‘im,7 ,

onde

@ (B) = (=17 /(G m) (= m)!(j +m)!(j — )]
(COS(%))m+m/+2k(Sen(g))%'*mfm’f%

8 ;(_”kk!(j —m—k)G—m — k) (m+m +k)’

(37)

com k varrendo todos os valores que fazem sentido, sao as d-func¢oes de Wigner, cf.
[7]. Porém, quando m’' = 0, que é nosso caso de interesse, temos que

(39 Bl = | (b P cos(5))

onde Pj™ sao os polindmios associados de Legendre. Entao

(J — m):ij(cos(ﬁ)) e~ima

(39) D3 o(e, B,7y) = Gxm)

140 nome se da porque tais representagoes formalizam sistemas quénticos de spin.
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Em face disso, retomando as coordenadas esféricas em S?, definimos os harménicos
esféricos'®

(40)  Y[™(0,9) := /2j +1D},4(0,0,0) = \/2j + 1

para j > 0 inteiroem € {j,5 —1,....—j+1,—j}.

(cos(B)) ™

Finalmente, temos que {Y]m :J € Zsg, m = j,...,—j} ¢ uma base ortonormal de
L2(5?),
00 J
(41) L) =P ) ayj":areC
i=0 Lm=—j

Assim, se f : S — C ¢é tal que

@ v ).

(0, 9)[? sen(¢) dodd < oo

entao

0o J
(43) f=2 > @,

j=0 m=—j
onde

1 s s -
(44) = || H6.0776.0)sen(o) oo
0 —T
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