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Índice de Conley para Fluxos Gutierrez-Sotomayor . . . . . . . . . . . . . .114

Pedro A. S. de Alcântara
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ÍNDICE DE CONLEY PARA FLUXOS GUTIERREZ-SOTOMAYOR

NIVALDO G. GRULHA JR., DAHISY V. S. LIMA, DENILSON TENÓRIO

Resumo. Neste artigo introduzimos o leitor, por meio de exemplos, à teoria do
índice de Conley e à teoria dos fluxos Gutierrez-Sotomayor. Apresentamos também
importantes resultados de Montúfar e de Rezende, sobre o cálculo do índice de
Conley para fluxos GS e uma fórmula para a característica de Euler-Poincaré por
meio do índice de Conley.

1. Introdução

Figura 1. C. C. Conley 1933-1984
Fonte: www-users.cse.umn.edu

Charles Cameron Conley(1), foi um
matemático estadunidense que traba-
lhou na área de sistemas dinâmicos. De
forma inovadora, Conley introduziu um
índice para campos vetoriais que agrega,
além de informações numéricas, infor-
mações topológicas relacionadas a ho-
motopia. Este é o chamado índice de
Conley ([2]) um dos seus objetivos com
este índice era generalizar o índice de
Morse.

Jorge Manuel Sotomayor Tello(2a) foi
um matemático peruano e naturalizado
brasileiro que trabalhou com equações
diferenciais. Carlos Teobaldo Gutierrez
Vidalon(2b), também foi um matemático
peruano e foi orientando de doutorado
do próprio Sotomayor.

No ano de 1982, Gutierrez e Sotomayor ([4]) estenderam os resultados de Marí-
lia Peixoto e Maurício Peixoto sobre estabilidade estrutural de campos de vetores
tangentes a variedades 2-dimensionais ([9], [10]).

Data de aceitação: 24 de junho de 2023.
Palavras chave. Fluxo contínuo, Fluxos Gutierrez-Sotomayor, Índice de Conley, Singularidades.
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(a) J. M. Sotomayor 1942-2022
Fonte: impa.br

(b) C. T. Gutierrez 1944-2008
Fonte: www.icmc.usp.br

Figura 2. Sotomayor e Gutierrez

Em seu trabalho Gutierrez e Sotomayor consideraram uma classe especial de con-
juntos que foi chamado por eles de variedades 2-dimensionais com singularidades
simples, atualmente chamamos esses conjuntos de variedades Gutierrez-Sotomayor
ou apenas variedades GS. Além de definir as variedades GS, eles consideraram alguns
fluxos especiais sobre essas variedades, hoje chamados de fluxos Gutierrez-Sotomayor
ou fluxos GS. Na Seção 3, apresentamos alguns exemplos desses fluxos.

Apesar de definido para todo fluxo contínuo o índice de Conley ainda não havia
sido calculado para os fluxos GS, mas recentemente com os trabalhos de Montúfar,
de Rezende, Grulha, Lima, Raminere e Zigart essas duas teorias puderam ser rela-
cionadas e os índices devidamente calculados ([3], [5], [8]). Neste artigo, através de
alguns exemplos podemos ver um pouco dessa ligação entre as duas teorias.

2. Índice de Conley

Nesta seção apresentamos o índice de Conley por meio de exemplos, mas antes
precisamos ter em mente duas definições que são muito importantes para o enten-
dimento do índice de Conley.

Considere φt um fluxo contínuo definido sobre um espaço topológico M . Diremos
que um subconjunto compacto N ⊂M é uma vizinhança isolante se

Inv(N) := {x ∈ N | φt(x) ∈ N , ∀t} ⊂ int(N),

onde int(N) denota o interior de N . Isto é, N ⊂ M é uma vizinhança isolante
quando a parte invariante pelo fluxo de N está contida no interior de N . Dizemos
que S é um conjunto invariante isolado quando S = Inv(N), para alguma
vizinhança isolante N .

Agora, vamos exemplificar estas duas definições. Considere N um retângulo fe-
chado ao redor da sela S(3). Perceba que S = Inv(N) ⊂ int(N), pois o único ponto
que não deixa o conjunto N pelo fluxo é justamente o ponto de sela. Assim, o ponto
S é um conjunto invariante isolado e N é uma vizinhança isolante. Já se conside-
rarmos um centro S no plano(3), temos que este ponto não é um conjunto invariante
isolado, pois para qualquer compacto N tal que S ∈ int(N) temos que inv(N) ̸= S.



Índice de Conley para fluxos GS 116

Figura 3. À esquerda temos uma singularidade do tipo sela e à di-
reita uma singularidade do tipo centro.

A próxima definição é essencial para a definição e cálculo do Índice de Conley.
Considere S um conjunto invariante isolado qualquer. Um par (N,L) de conjuntos
compactos L ⊂ N é dito um par-índice para S se satisfaz:

(i) S = Inv(N \ L);
(ii) L é positivamente invariante em N , ou seja, dado x ∈ L com φt(x) ∈ N

para t ∈ [0, t0], então φt(x) ∈ L para t ∈ [0, t0].
(iii) L é um conjunto de saída para N , isto é, dado x ∈ N e t1 > 0 tal que

φt1(x) /∈ N , então existe t0 ∈ [0, t1] de modo que φt(x) ∈ N , para t ∈ [0, t0]
e φt0(x) ∈ L.

(a) Ponto de Sela no plano (b) Ponto de centro no plano

Figura 4. Exemplos

Agora, para fixarmos o que seria um par-índice, vamos exibir alguns exemplos.
Na Figura 4a, perceba que N \ L = N e já vimos que N é uma vizinhança isolante,
L é positivamente invariante e é um conjunto de saída para o fluxo, portanto o par
(N,L) é um par-índice para o conjunto invariante S. Na Figura 4b, já vimos que
inv(N \ L) = inv(N) ̸= S. Logo, não é um par-índice para o centro.

Um par (X, y) formado por um espaço topológico X e um ponto y ∈ X é chamado
de espaço pontuado e denotado por (X, ∗). Indicamos por [X, ∗] o tipo de homo-
topia do par (X, ∗). De maneira menos técnica e mais lúdica, [X, ∗] representa o
conjunto de todos os espaços que podem ser contraídos ou esticados continuamente
até ficarem iguais a (X, ∗). Dado um conjunto invariante isolado S e um par-índice
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(N,L) para S, vamos denotar por (N/L, ∗) o espaço pontuado obtido pelo espaço
quociente N/L, este espaço é obtido pela relação de equivalência x ∼ y ⇔ x = y ou
x, y ∈ L, e ∗ é a classe de equivalência do conjunto L, que pode ser visto como um
ponto.

O índice de Conley homotópico de um conjunto invariante isolado S é definido
como o tipo de homotopia:

h(S) := [N/L, ∗],
onde (N,L) é um par-índice de S. Já o índice de Conley homológico de S é
definido como:

CH∗(S) := H̃∗(h(S)),

onde H̃∗ denota a homologia singular reduzida sobre Z 1. Os índices de Conley
numéricos de S são definidos como o rank dos grupos de homologia H∗(h(S)), e
denotados por:

h∗(S) = rank CH∗(S).

Note que as definições acima dependem, a priore, do par-índice escolhido. Porém
Conley provou que, sempre existe um par-índice para um conjunto invariante isolado
e que o índice independe da escolha do par-índice, mais precisamente:

Teorema 2.1 (Conley [2]). Dado um conjunto invariante isolado S, sempre existe
um par-índice associado a este conjunto. Além disso, se (N1, L0) e (M1,M0) são
pares-índice para o conjunto invariante isolado S, então

[N1/L0, ∗] = [M1/M0, ∗].
A prova completa é um pouco técnica e foge do objetivo do artigo, mas o leitor

pode encontrar a demonstração no artigo do Conley ([2]). Aqui vamos apresentar
um roteiro para demonstração, ou seja, os passos principais da prova.

Roteiro da demonstração.
• Existência:

(1) Definia N t := {x ∈ N |x · [−t, 0] ⊂ N}, prove que N t é compacto e
positivamente invariante em N ;

(2) Encontre um T ≥ 0 adequado para N1 = NT ;
(3) Defina N0 := N1 ∩ ((N1 ∩ ∂N) · [0, T ]);
(4) Prove que (N1, N0) é um par-índice.

• Equivalência homotópica entre os espaços pontuados:
(1) Defina funções f(t,u,v) :M1/M0 −→ N1/N0;
(2) Com algumas hipóteses sobre (t, u, v), podemos provar que as funções

f(t,u,v) são duas a duas homotópicas;
(3) Conseguimos, a partir dessas f ′s, construir uma equivalência homotó-

pica entre [M1/M0, ∗] e [N1/N0, ∗].
1A teoria de homologia singular associa a cada espaço topológico uma sequência de grupos

abelianos. Neste artigo faremos uso apenas de cálculos elementares da homologia singular reduzida
da esfera.
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□
O próximo resultado mostra um pouco de como utilizar o índice de Conley para

investigar um conjunto invariante isolado de um fluxo.

Proposição 2.1. Seja S um conjunto invariante isolado. Se h(S) ̸= 0, então S ̸= ∅.
Demonstração. Suponha que S = ∅. Como (∅, ∅) é um par-índice para S, então
h(S) = 0. Assim, provamos a contrapositiva □

A proposição anterior nos diz que, se o índice de Conley de um conjunto invariante
isolado S não é a classe de um ponto, então estamos diante de um conjunto S não
vazio, ou seja, temos ao menos um ponto que é invariante pelo fluxo.

3. Fluxos Gutierrez-Sotomayor

O objetivo dessa seção é entender através de exemplos o que seria um fluxo
Gutierrez-Sotomayor. Estes fluxos foram apresentados pela primeira vez por Guti-
errez e Sotomayor em ([4]). Eles definiram campos vetoriais em uma classe especial
de conjuntos que chamaram de "variedades 2-dimensionais com singularidades sim-
ples". Posteriormente, Montúfar e de Rezende ([8]) denominaram tais conjuntos de
variedades GS. Como na Teoria de Singularidade o termo "singularidade simples"
tem outro significado, optamos por denominá-las singularidades controladas. Em
homenagem aos grandes matemáticos Gutierrez e Sotomayor, abreviamos ao longo
do texto por variedades, campos e fluxos GS.

Antes de definir os fluxos GS precisamos relembrar ou ver pela primeira vez alguns
conceitos básicos de Sistemas Dinâmicos. Considere U ⊂ Rn um aberto e X : U −→
Rn um campo vetorial de classe Ck, onde k ≥ 1. Além disso, considere p ∈ U e
φp(t) = φ(t, p) o fluxo que passa pelo ponto p e é definida no intervalo máximo
Ip = (ω−(p), ω+(p)). Se ω+(p) = +∞, podemos definir o seguinte conjunto:

ω(p) := {q ∈ U | ∃ {tn} ⊂ R| tn → ∞ e φp(tn) → q, quando n→ ∞}.
Do mesmo modo, se ω−(p) = −∞, podemos definir o seguinte conjunto:

α(p) := {q ∈ U | ∃ {tn} ⊂ R| tn → −∞ e φp(tn) → q, quando n→ ∞}.
Estes conjuntos são chamados, respectivamente, de ω-limite e α-limite de p.

Considere p uma singularidade do campo X, ou seja, X(p) = 0. Definimos a
variedade estável e instável de p, respectivamente por:

W s
p := {q ∈ U | lim

t→+∞
φ(t, q) = p},

W s
p := {q ∈ U | lim

t→−∞
φ(t, q) = p}.

Um ponto singular p de um campo vetorial X de classe Ck, onde k ≥ 1, é dito
hiperbólico se todos os autovalores de DX(p) têm parte real diferente de zero.
Com essas definições vamos conseguir entender os fluxos GS.

Uma variedade 2-dimensional com singularidades controladas ou varie-
dade Gutierrez-Sotomayor ou simplesmente variedade GS é um subconjuntoM ⊂ Rn

tal que, para todo p ∈M , existe uma vizinhança Vp de p em M e um difeomorfismo



119 Grulha Jr., Lima e Tenório

ψ : Ṽp −→ P de classe C∞, com ψ(p) = 0, onde Ṽp é uma extensão do aberto Vp
para o espaço euclidiano e P é um dos seguintes subconjuntos de R3:

(1) Plano R = {(x, y, z) ∈ R3|z = 0};

(2) Cone C = {(x, y, z) ∈ R3|z2 − y2 − x2 = 0};

(3) Cross-cap W = {(x, y, z) ∈ R3|zx2 − y2 = 0 e z ≥ 0};

(4) Ponto duplo D = {(x, y, z) ∈ R3|xy = 0};

(5) Ponto triplo T = {(x, y, z) ∈ R3|xyz = 0}.
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Um exemplo de variedade GS é o toro pinçado(5), que é "parecido" com um toro
a diferença é que um dos círculos meridianos foi contraído, de forma contínua, a
um ponto. Neste ponto, temos uma vizinhança que é difeomorfa ao cone, os demais
pontos ainda são localmente difeomorfos ao plano.

Figura 5. Toro pinçado

Agora, definimos o que é um campo vetorial de Gutierrez-Sotomayor que
abreviamos apenas por campo GS. Ao longo do texto, usamos X r(M) para denotar
o conjunto de todos os campos vetoriais de classe r em uma variedade M . Dada M
uma variedade GS, dizemos que X ∈ X r(M) é um campo Gutierrez-Sotomayor
se satisfaz:

(1) X tem um número finito de singularidades e de órbitas periódicas e todas
elas são hiperbólicas;

(2) Os ciclos limites singulares de X são simples e X não tem conexão de sela2;
(3) Os conjuntos α-limite e ω-limite de toda trajetória de X são formado por

pontos singulares, órbitas periódicas ou ciclos singulares.
O fluxo φt induzido por um campo GS é chamado de fluxo Gutierrez-Sotomayor
ou fluxo GS. No nosso trabalho consideramos um campo GS mais restrito, onde
o fluxo GS não admite órbitas periódicas nem ciclos limites. Isto é, consideramos
campos X ∈ X r(M) tais que:

(1) X tem um número finito de singularidades e todas elas são hiperbólicas;
(2) X não tem conexão de sela;
(3) Os conjuntos α-limite e ω-limite de toda trajetória de X são pontos singu-

lares.
Agora, para fixarmos as ideias das últimas definições apresentamos alguns exem-

plos de fluxos GS. Além disso, esses exemplos são aproveitados na Seção 4.
Começamos por uma singularidade do tipo plano de natureza sela como mostra

a Figura 6.

2Uma trajetória γ ⊂ M(R) é uma conexão de sela se existem duas singularidades hiperbólicas
p e q de X tais que Wu(p) ∩W s(q) ⊃ γ e Wu(p) ∪W s(q) é constituído de um número finito de
trajetórias, onde Wu(p) e W s(q) denotam os conjuntos instável de p e estável de q, respectivamente.
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Figura 6. Singularidade de tipo plano e natureza sela

Agora, a Figura 7 apresenta singularidades do tipo cone e de naturezas atra-
tora, sela e repulsora.

Figura 7. Singularidades do tipo cone

A Figura 8 a seguir representa uma singularidade do tipo cross-cap e de natu-
reza repulsora.

Figura 8. Singularidade do tipo cross-cap e natureza repulsora

4. Índice de Conley de alguns fluxos GS

Nesta seção, apresentamos os cálculos dos índices de Conley das singularidades
presentes nos fluxos GS que analisamos na Seção 3. Este e os demais casos foram
devidamente calculados por de Rezende e Montúfar [8].

Começamos analisando as singularidades do tipo plano e natureza sela. Aqui,
tomamos o par-índice (N,L) composto pelo retângulo N , em torno da singularidade
p, e por L que é formado pelos dois segmentos de reta em verde na fronteira de N .
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Neste caso o índice homotópico pode ser obtido da seguinte forma: primeiro
fazemos um processo de contração na horizontal, isto é, ao longo da variedade estável
de p, em seguida fazemos a identificação dos pontos assinalados e paramos por aí
porque essa já é uma figura conhecida, a 1-esfera S1. Agora, o índice de Conley
homológico desta singularidade é:

H̃n(S1) = H̃n(S1;Z) =

{
Z, n = 1;

0, n ̸= 1.

Donde, o índice de Conley numérico para esta singularidade é (0, 1, 0).
Agora, vamos analisar as singularidades do tipo cone. O primeiro caso que va-

mos apresentar são as singularidade de natureza sela. Aqui, tomamos o par-índice
(N,L) composto pelo cone N , em torno da singularidade p, e L formado pelos dois
segmentos em verde na fronteira de N .



123 Grulha Jr., Lima e Tenório

No primeiro passo, fizemos uma contração na horizontal, pois tanto N quanto L
"não registram buracos". No segundo passo, fizemos o processo de quociente N/L
e mais uma vez obtemos S1. Novamente, calculamos o índice de Conley homológico
desta singularidade:

H̃n(S1) = H̃n(S1;Z) =

{
Z, n = 1;

0, n ̸= 1.

Donde, o índice de Conley numérico para esta singularidade é (0, 1, 0).
O segundo caso desse tipo de singularidade são as de natureza repulsora. Neste

caso, tomamos um par-índice (N,L) formado pelo coneN , em torno da singularidade
p, e L composto de duas circunferências no bordo do cone N .

Perceba que neste caso o conjunto L é composto de duas partes conexas e cada uma
delas registra buracos. No primeiro passo fizemos a identificação de cada uma das
componentes conexas de L a um ponto, e teremos duas "sacolas unidas pelo ponto p".
No segundo passo fizemos o processo de quociente N/L. Como ainda não chegamos
em uma figura conhecida precisamos realizar algumas contrações no terceiro passo.
Perceba que a conexão entre as duas sacolas é um "laço", e que este laço não pode ser
solto porque ele registra buracos, mas podemos deslizar continuamente as sacolas
até o ponto L mantendo esse laço de ligação e foi justamente o que fizemos no
terceiro passo. Agora, chegamos em uma figura conhecida o buquê de duas S2 e
uma S1 coladas no mesmo ponto. Matematicamente isso corresponde a S2 ∨S2 ∨S1.
Também conseguimos calcular a homologia reduzida desse buquê,

H̃n(S2 ∨ S2 ∨ S1;Z) =





Z⊕ Z, n = 2;

Z, n = 1;

0, n ̸= 1, 2.

Assim, o índice de Conley numérico desta singularidade é dado por (0, 1, 2).
Agora, vamos analisar as singularidades do tipo cross-cap e natureza repulsora.

Neste caso, tomamos um par-índice (N,L) formado pelo cross cap N , em torno da
singularidade p, e L é composto pelo bordo de N .
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No primeiro passo fizemos apenas uma deformação contínua no conjunto L. No
segundo passo fizemos o processo de quociente N/L, mas perceba que o conjunto L
tem duas partes que registram buracos. Logo, ficamos com duas sacolas que estão
unidas por uma reta. No terceiro passo deformamos continuamente até formar
um buquê de duas esferas. Note que a reta que ligava as duas esferas não registrava
buracos. Como nos outros casos de buquê, calculamos o índice de Conley homológico
desta singularidade:

H̃n(S2 ∨ S2;Z) =

{
Z⊕ Z, n = 2;

0, n ̸= 2.

Assim, o índice de Conley numérico desta singularidade é dado por (0, 0, 2).

5. Característica de Euler-Poincaré

Figura 9. Cubo ou hexaedro
regular

Nesta seção, vamos apresentar outra aplica-
ção da teoria de Conley que é a sua ligação com
a Característica de Euler-Poincaré. Como hoje
sabemos a característica de Euler-Poincaré é um
invariante topológico muito conhecido e impor-
tante na matemática. Foi introduzido por Euler
em 1758, na famosa expressão χ(K) = V −A+F ,
onde K ⊂ R3 é um poliedro, V o número de vér-
tices, A é o número de arestas e F o número de
faces. Por exemplo, vamos calcular a caracterís-
tica de Euler-Poincaré de um cubo como a da
Figura 9. Pela Figura 10a temos que V = 8,
pela Figura 10b temos que F = 6 e pela Fi-
gura 10c temos que A = 12. Assim, a carac-
terística de Euler-Poincaré do cubo é dada por
χ(K) = 8− 12 + 6 = 2.
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(a) Temos 8 vértices no po-
liedro K

(b) Temos 6 faces no poli-
edro K

(c) Temos 12 arestas no
poliedro K

Figura 10. Característica de Euler-Poincaré do cubo

Já em 1893, Poincaré nos mostrou que se consideramos a homologia com coefici-
entes inteiros, então:

χ(K) =
n∑

r=0

(−1)rβr,

onde βr são os números de Betti de K. Logo, temos um invariante topológico. Para
os leitores que nunca viram, ou ainda não se aprofundaram no assunto, recomenda-
mos a leitura do Capítulo 2 do livro do Brasselet [1] ou o artigo do Elon [7].

Para que tenhamos uma noção de como o índice de Conley é interessante, trou-
xemos o seguinte resultado:

Proposição 5.1 (Montúfar e de Rezende [8]). Considere M uma variedade GS mu-
nida de um fluxo GS Xt, com um conjunto de singularidades L = {p1, p2, · · · , pm}.
Se (hi0, h

i
1, h

i
2) é o índice de Conley numérico para pi, então:

χ(M) =
m∑

i=1

(hi0 − hi1 + hi2).

Demonstração. Sejam Gk ⊂M uma sequência de conjuntos tais que:

G0 ⊂ G1 ⊂ · · · ⊂ Gm =M

e (Gi, Gi−1) é um par-índice para Li = {pi}, para todo 1 ≤ i ≤ m. Podemos
conseguir uma tal sequência de conjuntos graças aos resultados encontradas em [8].
Considere a sequência exata longa do par (Gi, Gi−1):

· · · Hj(Gi, Gi−1) Hj−1(Gi−1) Hj−1(Gi) · · ·pj ∂j i∗ pj−1

Pela exatidão da sequência, obtemos:

dim(Im pj) = dim(Ker ∂j)

= dim(Hj(Gi, Gi−1))− dim(Im∂j)

= dim(Hj(Gi, Gi−1))− dim(ker i∗).(1)
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Novamente pela exatidão da sequência temos que:

dim(Im pj−1) = −dim(Ker pj−1) + dim(Hj−1(Gi))

= −dim(Im i∗) + dim(Hj−1(Gi)).(2)

Somando as equações (1) e (2):

dim(Im pj−1) + dim(Im pj) = dim(Hj(Gi, Gi−1))− dim(ker i∗)

+ dim(Hj−1(Gi))− dim(Im i∗)

= dim(Hj(Gi, Gi−1)) + dim(Hj−1(Gi))

− (dim(Im i∗)− dim(Ker i∗)).

Portanto, temos que:

dim(Im pj−1) + dim(Im pj) = dim(Hj(Gi, Gi−1)) + dim(Hj−1(Gi))

− dim(Hj−1(Gi−1)).

Uma vez que CH∗(Li) ∼= H∗(Gi, Gi−1), teremos que hj(Li) = dim(Hj(Gi, Gi−1)).
Assim,

dim(Im pj−1) + dim(Im pj) = hj(Li)− βj−1(Gi−1) + βj−1(Gi).

Para i fixado, considere a soma alternada em j:
2∑

j=0

(−1)jhj(Li) +
3∑

j=1

(−1)j[βj−1(Gi)− βj−1(Gi−1)] = 0.

Agora, somando a expressão acima para i = 1, · · · ,m, temos:

∑

i,j

(−1)jhj(Li) +
3∑

j=1

(−1)jβj−1(Gm) = 0.

Como Gm =M , temos:

∑

i,j

(−1)jhj(Li) +
2∑

j=0

(−1)jβj(M) = 0.

Assim,

χ(M) =
∑

i,j

(−1)jhj(Li),

para i = 1, · · · ,m e j = 0, 1, 2. Portanto,

χ(M) =
m∑

i=1

(hi0 − hi1 + hi2).

□
Agora, vamos dar um exemplo de como utilizar a proposição anterior em conjunto

com o cálculo do índice de Conley que fizemos anteriormente. Considere M como
a variedade GS composta por exatamente duas singularidades do tipo cone, uma
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singularidade p1 de natureza repulsora e uma singularidade p2 de natureza atratora,
como na Figura 11.

Figura 11. Fluxo GS na variedade M

Pelos exemplos de índice de Conley para fluxos GS, temos que o índice de Conley
numérico de p1 é dado por (0, 1, 2) e da singularidade p2 é dado por (1, 0, 0). Pela
Proposição 5.1, temos que a característica de Euler é igual a:

χ(M) =
2∑

i=1

(hi0 − hi1 + hi2)

= (0− 1 + 2) + (1− 0 + 0)

= 2.

Definimos um bloco isolante como uma vizinhança isolante N tal que o seguinte
conjunto:

N− := {x ∈ N | x · [0, T ) ̸⊂ N, ∀T > 0}
é um conjunto fechado. Além disso, (N,N−) é um par-índice para Inv(N) = {p}.
Montúfar e de Rezende [8] tratam mais detalhadamente de como construir os blo-
cos isolantes, para cada tipo de singularidade, via teoria das alças generalizadas e
analisando diferentes tipos de colagem.

Para finalizar nosso artigo, vamos apresentar um ótimo resultado que dá uma
relação entre os números de Betti das subvariedades que são fronteiras do bloco
isolante contendo p, com o número de componentes conexas da fronteira e o índice
de Conley numérico (h0, h1, h2).

Teorema 5.1 (Montúfar e de Rezende [8]). (Igualdade de Poincaré-Hopf) Con-
sidere (N1, N0) um par-índice para uma singularidade p ∈ M de X ∈ X r(M), cujo
índice de Conley numérico é (h0, h1, h2). Então

(h2 − h1 + h0)− (h2 − h1 + h0)
∗ = e+ − β+ − e− + β−,(3)

onde:
• ∗ indica o índice de Conley para o fluxo reverso;
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• e+(e−) é o número de componentes conexas da fronteira de entrada (respec-
tivamente saída) de N1;

• β+ =
∑e+

k=1 b
+
k (β

− =
∑e−

k=1 b
−
k ), onde b+k (b

−
k ) é o primeiro número de Betti

da k-ésima componente conexa do bordo de entrada (respectivamente saída)
de N1.

Demonstração. Temos pela Proposição 5.1 que,

χ((N1, N0)) = h2 − h1 + h0.

Pela sequência longa exata do par (N1, N0), temos que χ((N1, N0)) = χ(N1)−χ(N0).
Donde,

χ(N1) = χ(N0) + h2 − h1 + h0.

Como N0 = ∂N−
1 , ficamos com a seguinte igualdade:

χ(N1) = χ(∂N−
1 ) + h2 − h1 + h0.(4)

Poderíamos provar também uma igualdade análoga para o fluxo reverso, isto é:

χ(N1) = χ(∂N+
1 ) + (h2 − h1 + h0)

∗.(5)

Subtraindo a igualdade (5) da igualdade (4), obtemos:

(h2 − h2 + h0)− (h2 − h2 + h0)
∗ + χ(∂N−

1 )− χ(∂N+
1 ) = 0.

Donde,

(h2 − h2 + h0)− (h2 − h2 + h0)
∗ = χ(∂N+

1 )− χ(∂N−
1 ).

Como podemos escrever

∂N+ =
e+⋃

k=1

∂N+
k ,

∂N− =
e−⋃

k=1

∂N−
k ,

temos que:

χ(∂N+) =
e+∑

k=1

χ(∂N+
k ) =

e+∑

k=1

((−1)0 · 1− b+k );

χ(∂N−) =
e−∑

k=1

χ(∂N−
k ) =

e−∑

k=1

((−1)0 · 1− b−k ).

Logo,

χ(∂N+) = e+ −
e+∑

k=1

b+k = e+ − β+;

χ(∂N−) = e− −
e−∑

k=1

b−k = e− − β−.
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Portanto,

(h2 − h2 + h0)− (h2 − h2 + h0)
∗ = e+ − β+ − e− + β−.

□

6. Conclusões

Este trabalho destaca a importância e a beleza do índice de Conley e suas conexões
com diferentes linhas da matemática como: topologia algébrica, sistemas dinâmicos
e singularidades. Embora o índice de Conley esteja bem definido para uma gama
muito grande de fluxos, o caso GS constitui um conjunto importante e ilustrativo
para a teoria de Conley.

O índice de Morse pode ser usado no cálculo de homologia de uma variedade. O
índice de Conley, como sua generalização, pode ser utilizado no cálculo da homologia
de interseção no caso de variedade singular, gerando novas perspectivas na área.
Além disso, muitos casos do cálculo do índice Conley ainda não foram propriamente
calculados.
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O CONTEÚDO GEOMÉTRICO DE FOURIER

PEDRO ANTONIO SOARES DE ALCÂNTARA

Resumo. Como forma de introduzir tópicos de Análise Harmônica em espaços
homogêneos, este texto apresenta a série de Fourier de funções periódicas na reta
e a decomposição de funções na esfera em harmônicos esféricos como consequência
das simetrias dos espaços em questão.

1. Introdução

O objetivo deste texto é, em primeira instância, apresentar a série de Fourier
de funções periódicas na reta e a decomposição de funções na esfera em esféricos
harmônicos como uma manifestação das simetrias desses espaços. Via de regra, esse
tópico é ensinado em cursos de Física e Matemática a partir de soluções de equações
diferenciais – por exemplo, a equação do calor no caso de Fourier e a equação de
Schrödinger para o átomo de hidrogênio no caso dos harmônicos esféricos –, o que
é mais próximo do seu desenvolvimento histórico. Aqui vamos oferecer um olhar de
outro ângulo que serve como um guia simplificado para um primeiro contato com
Análise Harmônica, focando especificamente em espaços homogêneos por grupos
compactos. Assim, em última instância, este é um texto didático em português,
com indicações de leituras em inglês, dedicado a discentes de graduação e de pós-
graduação que pretendem iniciar estudos em Análise Harmônica.

Veremos como uma variedade suave M com boas simetrias apresenta um espaço
L2(M) com decomposição amigável e compatível com as tais simetrias. Lançaremos
mão de alguns poucos resultados para que possamos explorar melhor o conteúdo de
outros mais reveladores das consequências de simetrias.

As seções 2 e 3 são dedicadas a tornar preciso e compreensível o conceito de
boas simetrias que queremos. Na primeira, discutiremos algumas propriedades de
grupos de Lie compactos, especialmente suas representações. Na segunda, vamos
ver uma caracterização de espaços homogêneos a partir de suas simetrias, o que traz
implicações para a maneira como realizamos suas funções.

Data de aceitação: 1 de outubro de 2019.
Palavras chave. Análise Harmônica; grupo compacto; série de Fourier; harmônicos esféricos.
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Por fim, a seção 4 traz a aplicação da teoria desenvolvida ao círculo S1 e à esfera
S2. O caso do círculo nos dá a série de Fourier canônica, enquanto que o caso da
esfera nos dá os harmônicos esféricos.

2. Grupos de Lie compactos e suas representações

2.1. Um pouco do caso geral. Falar de simetrias é falar de grupos. Aqui que-
remos falar de simetrias em variedades suaves, então é importante usar uma es-
trutura de diferenciabilidade além da estrutura de grupo. Um grupo de Lie é
um grupo G que é também uma variedade suave cujos mapeamentos de produto
G×G→ G : (g, h) 7→ gh e inversão G→ G : g 7→ g−1 são suaves.

Para K igual a R ou C, seja GL(n,K) o grupo linear geral de ordem n sobre K.
Além de ser obviamente um grupo com o produto de matrizes, GL(n,K) também
herda a estrutura de variedade de Kn×n. Sendo o produto e a inversão funções raci-
onais nas entradas das matrizes, esse é um exemplo de grupo de Lie. Em particular,
temos que GL(1,K) = K∗ := K\{0} é um grupo de Lie. Outro exemplo talvez um
pouco mais óbvio é Kn com a soma.

Doravante, sejam G e H grupos de Lie. Para manter coerência com a estrutura
suave, todas as definições algébricas usuais recebem alguns acréscimos. Dizemos,
por exemplo, que H é um subgrupo de Lie de G se é um subgrupo e é também uma
subvariedade imersa de G, ou seja, a inclusão H ↪→ G é uma imersão.

Uma vez que abertos em variedades são subvariedades mergulhadas, i.e., herdam
de forma direta a estrutura diferenciável, todo subgrupo aberto de um grupo de Lie
é um subgrupo de Lie. Então R+ é um subgrupo de Lie de R∗. É possível também
mostrar que todo subgrupo fechado de um grupo de Lie é um subgrupo de Lie
mergulhado1, resultado esse que recebe o nome de Teorema do Subgrupo Fechado,
cf. [4, Theorem 20.12]. Disso segue que SL(n,K) = {A ∈ GL(n,K) : det(A) = 1} é
um subgrupo de Lie de GL(n,K).

Um homomorfismo de grupos de Lie φ : G → H é um homomorfismo de grupos
que é também um mapeamento suave; se φ é um difeomorfismo, dizemos que é
um isomorfismo de grupos de Lie. Vejamos, por exemplo, det : GL(n,R) → R∗.
Sabemos que det(AB) = det(A) det(B) para quaisquer A,B ∈ GL(n,R). Ou seja,
det é um homomorfismo de grupos. Mas é também suave, pois é racional nas
entradas das matrizes. Então det é um exemplo de homomorfismo de grupos de Lie.
Como exemplo de isomorfismo, temos exp : R→ R+ : t 7→ et, que tem como inversa
a função ln : R+ → R : t 7→ ln(t).

Para dar mais concretude a um grupo de Lie, é pertinente realizá-lo como um
grupo de operadores contínuos em espaços vetoriais. Uma representação de G sobre
um espaço vetorial topológico complexo2 V é um homomorfismo de grupos3 ρ :
G → Aut(V ) tal que G × V → V : (g, v) 7→ ρ(g)v é um mapeamento contínuo; a
dimensão da representação é a dimensão de V . Usaremos (ρ, V ) para indicar uma

1Na verdade, isso é uma equivalência: um subgrupo de um grupo de Lie é fechado se, e só se, é
um subgrupo de Lie mergulhado, cf. [4, Corollary 20.13]. Veja que R+ é também fechado em R∗.

2A princípio, não há necessidade da restrição aos complexos, mas assim é mais simples e suficiente
para o que vamos fazer.

3Denotamos por Aut(V ) o grupo dos homeomorfismos lineares de V .
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representação sobre V , onde ρ é o homomorfismo de grupos sobre Aut(V ), ou apenas
ρ caso o espaço vetorial esteja subentendido ou seja irrelevante.

Em particular, se V é um espaço vetorial normado de dimensão finita, então
uma representação sobre V é um homomorfismo de grupos contínuo entre grupos
de Lie. Ocorre que todo homomorfismo de grupos contínuo entre grupos de Lie é
suave. Afinal, se φ : G → H é um homomorfismo de grupos contínuo, o gráfico
F = graf(φ) = {(g, φ(g)) : g ∈ G} ⊂ G × H é um subgrupo fechado de G × H, o
que implica que F é um subgrupo de Lie de G×H. Por fim, basta usar a projeção
F → G para verificar que G → F : g 7→ (g, φ(g)) é um isomorfismo de grupos
de Lie, cuja composição com a projeção F → H, que também é homomorfismo de
grupos de Lie, resulta em φ.

Por outro lado, se ρ : G → GL(n,C) é um homomorfismo de grupos de Lie,
então é uma representação sobre Cn com a topologia canônica, pois G × Cn →
GL(n,C) × Cn : (g, v) 7→ (ρ(g), v) e GL(n,C) × Cn → Cn : (T, v) 7→ Tv são
mapeamentos contínuos.

À luz dessa discussão, enunciamos o seguinte fato:

Teorema 2.1. Uma representação de G sobre Cn com a topologia canônica é equi-
valente a um homomorfismo de grupos de Lie G→ GL(n,C).

Temos ainda que duas representações (ρ1, V1) e (ρ2, V2) de G são equivalentes se
existe um homeomorfismo linear T : V1 → V2 tal que ρ2(g)T = Tρ1(g) para todo
g ∈ G. Na prática, podemos pensar que duas representações equivalentes diferem
apenas por uma mudança de base.

Devido à estrutura linear, podemos somar representações de forma a obter uma
nova representação ou, em contrapartida, podemos eventualmente encontrar sub-
representações. Dada uma representação (ρ, V ) de G, dizemos que um subespaço
W ⊂ V é invariante se {ρ(g)w : g ∈ G, w ∈ W} ⊂ W . A representação é dita
irredutível se existem exatamente dois subespaços invariantes: os triviais V e {0};
se há mais que dois, ρ é dita redutível. Se V pode ser escrito como soma direta
(topológica) de subespaços invariantes não triviais, dizemos que ρ é completamente
redutível.

Representações irredutíveis são, em alguma medida, blocos de construções para
representações maiores. Existe uma classe especial de representações para as quais
isso é particularmente importante: uma representação (ρ,H) de G sobre um espaço
de Hilbert é dita unitária se ρ(g) é um operador unitário para todo g ∈ G. Não é
difícil verificar que, nesses casos, complementos ortogonais de subespaços invarian-
tes são também subespaços invariantes. Logo, se uma representação unitária (ρ,H)
possui um subespaço invariante fechado não trivial, então ela é completamente redu-
tível. Porque todo subespaço de dimensão finita de um espaço de Hilbert é fechado,
concluímos:

Lema 2.2. Toda representação unitária de dimensão finita é irredutível ou comple-
tamente redutível.

A seguir, trazemos um importante resultado sobre possíveis relações entre repre-
sentações irredutíveis.
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Lema 2.3 (Lema de Schur). Se (ρ1, V1) e (ρ2, V2) são representações irredutíveis de
G e T : V1 → V2 é um operador que satisfaz ρ2(g)T = Tρ1(g) para todo g ∈ G,
então T é inversível ou identicamente nulo.

Esboço de demonstração. O resultado decorre do fato de que a imagem e o núcleo
de T são subespaços invariantes. □

A primeira consequência do Lema de Schur é que todo operador limitado num
espaço de Banach que comuta com uma dada representação é múltiplo da identidade.
Para ver isso, consideremos uma representação (ρ, V ) de G num espaço de Banach
e um operador limitado T : V → V satisfazendo ρ(g)T = Tρ(g) para todo g ∈ G.
É sabido que o espectro de T é não vazio, de onde segue que existe λ ∈ C tal que
T − λ1 é não invertível. Pelo Lema de Schur, T − λ1 deve ser o operador nulo. Em
particular, temos o seguinte:

Lema 2.4. Se G é abeliano e ρ é uma representação irredutível de G num espaço
de Banach, então ρ é unidimensional.

2.2. Particularidades dos grupos compactos. Suponhamos, de agora em di-
ante, que G é um grupo de Lie compacto. Existe uma única integral em G, chamada
de integral de Haar, que satisfaz4

i) Invariância:
∫

G

f(g) dg =

∫

G

f(hg) dg =

∫

G

f(gh) dg =

∫

G

f(g−1) dg

para todo h ∈ G e toda função f ∈ C(G);
ii) Normalização:

|G| =
∫

G

1 dg = 1 .

Mais detalhes sobre a integral de Haar podem ser encontrados em [1, 3].
Uma aplicação dessa medida é a construção de um produto interno invariante

em representações de G. Se (ρ,H) é uma representação de G sobre um espaço de
Hilbert com produto interno ⟨ | ⟩0, então5

(1) ⟨v|w⟩ =
∫

G

⟨ρ(g)v|ρ(g)w⟩0 dg

é um produto interno em H tal que

(2) ⟨ρ(g)v|ρ(g)w⟩ = ⟨v|w⟩
para quaisquer g ∈ G e v, w ∈ H. Se H tem dimensão finita, podemos adotar ⟨ | ⟩ no
lugar de ⟨ | ⟩0 de modo que ρ se torna uma representação unitária sobre um espaço
de Hilbert. Com isso, concluímos que toda representação de dimensão finita de G é
unitária.

4Mais precisamente, existe uma única medida de Radon bi-invariante µ tal que µ(G) = 1.
5O integrando é composição de funções contínuas, portanto é integrável.
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Outra coisa que conseguimos fazendo uso da integral de Haar é a construção de
operadores contínuos que comutam com uma representação unitária (ρ,H) de G:
fixado w ∈ H, tomamos T : H → H dado por

(3) Tv =

∫

G

⟨ρ(g)w|v⟩ ρ(g)w dg .

Em [5], operadores dessa forma são usados para provar o seguinte:
Teorema 2.5. Toda representação unitária irredutível de G tem dimensão finita.

Apesar do argumento para demonstração do teorema acima ser simples, não o
reproduziremos aqui para mantermos um texto conciso.

Vamos, agora, ver uma maneira simples de decompor L2(G). Comecemos de-
finindo um tipo especial de funções em G: um coeficiente de uma representação
unitária6 (ρ,H) de G é uma função da forma
(4) ψρ

v,w : G→ C : g 7→ v∗(ρ(g)w) = ⟨v|ρ(g)w⟩ ,
onde v, w ∈ H e v∗ ∈ H∗ é a dualização de v pelo produto interno. Os coeficientes de
duas representações equivalentes geram o mesmo espaço de funções e só precisaremos
lidar com representações irredutíveis, por isso escolhemos uma representante de cada
classe de equivalência de representações unitárias irredutíveis de G, denotando por
Ĝ o conjunto das representantes escolhidas.

Para cada ρ ∈ Ĝ, seja Aρ o espaço gerado pelos coeficientes de ρ. Seja também
A o espaço gerado por combinações lineares finitas de

⋃
ρ∈ĜAρ. Em virtude dos

Teoremas 2.1 e 2.5, coeficientes de representações unitárias irredutíveis são não só
funções contínuas, como são também funções suaves de G em C, o que significa que
A ⊂ C∞(G) ⊂ L2(G).

Dada (ρ,H) ∈ Ĝ, uma maneira simples de construir uma base para Aρ é tomar
uma base ortonormal {ek : k = 1, ..., dim ρ} de H e fazer
(5) ρk,l : G→ C : g 7→ e∗k(ρ(g)el) = ⟨ek|ρ(g)el⟩ .
Cada ρk,l(g) é a entrada (k, l) da matriz de ρ(g) com respeito à base {ek : k =
1, ..., dim ρ}. O lema a seguir nos garante que {ρk,l : k, l = 1, ..., dim ρ} é base
ortogonal de Aρ e nos diz como normalizá-la.

Lema 2.6 (Relações de ortogonalidade de Schur). Dadas (ρ,H), (ρ′,H′) ∈ Ĝ, vale:
i) Se ρ e ρ′ não são equivalentes, então Aρ ⊥ Aρ′;
ii) O conjunto

(6) Bρ = {
√

dim ρ ρk,l : k, l = 1, ..., dim ρ} ,
com cada ρk,l dada por (5), é uma base ortonormal de Aρ.

Esboço de demonstração. Podemos recorrer a um operador similar a (3): fixados
w ∈ H e w′ ∈ H′, fazemos T : H → H′ dado por

(7) Tv =

∫

G

⟨ρ(g)w|v⟩ ρ(g)w′dg ,

6Evidente que essa definição faz sentido para qualquer representação de qualquer grupo sobre
qualquer espaço com produto interno.
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que satisfaz as hipóteses do Lema de Schur e vale ainda ⟨ψρ′

w′,v′ |ψρ
w,v⟩ = ⟨v′|Tv⟩. O

resultado segue da aplicação do Lema de Schur nos casos de interesse. □

Mas isso não é tudo, podemos dizer ainda mais sobre A em C∞(G) e em L2(G).

Teorema 2.7 (Teorema de Peter-Weyl). A é uniformemente denso em C(G) e,
portanto, é também denso em L2(G). Em particular,

⋃
ρ∈Ĝ Bρ, com Bρ dado por

(6), é uma base ortonormal de L2(G).

Esboço de demonstração. Basta usar o Teorema de Stone-Weierstrass, ou seja, é
suficiente verificar que A é uma álgebra estrela unital que separa pontos.

Dadas (ρ,H), (ρ′,H′) ∈ Ĝ, tomemos ρk,l ∈ Bρ e ρ′m,n ∈ Bρ′ . O produto ρk,lρ′m,n é
um coeficiente da representação (ρ⊗ ρ′,H⊗H′), que é uma representação unitária
de dimensão finita e, portanto, pelo Lema 2.2, é irredutível ou completamente redu-
tível. Em ambos os casos, ρk,lρ′m,n pode ser escrito como combinação linear finita de
coeficientes de representações unitárias irredutíveis, então pertence a A. Isso prova
que A é uma álgebra. A função constante igual a 1 é coeficiente da representação
trivial de G sobre C, portanto também pertence a A, o que prova que A é uma
álgebra unital. Além disso, a representação (ρ∗,H∗) dada por7

(8) ρ∗(g)v∗(w) = v∗(ρ(g)−1w) =
〈
v
∣∣ρ(g)−1w

〉
= ⟨w|ρ(g)v⟩ ,

é unitária irredutível e gera os complexos conjugados de Aρ. Isso prova que A é
fechada por complexo conjugado, finalizando a demonstração de que é uma álgebra
estrela unital.

A prova de que A separa pontos pode ser executada por meio de convoluções como
feito em [8, Theorem 7]. Esse resultado, no entanto, é válido mesmo que o grupo
em questão não seja compacto e recebe o nome de Teorema de Gelfand-Raikov, cf.
[1, (3.34) The Gelfand-Raikov Theorem]. □

Por fim, notemos que para cada (ρ,H) ∈ Ĝ, o espaço Aρ realiza uma representação
unitária φρ de G dada por

(9) φρ(g)f = f g , f g(h) = f(g−1h) .

Ocorre que toda representação dessa forma é completamente redutível e se decompõe
como representações equivalentes à ρ∗ com multiplicidade igual a dim ρ. Com efeito,
se {e1, ..., edim ρ} é uma base ortonormal de H, então

(10) H∗ → {ψρ
v,ek

: v ∈ H} : v∗ 7→ ψρ
v,ek

,

onde ψρ
v,ek

é dada por (4), fornece uma equivalência entre ρ∗ e φρ restrita ao subes-
paço {ψρ

v,ek
: v ∈ H}. Para se convencer dessa equivalência, basta comparar

(11) φρ(g)ψ
ρ
v,ek

(h) =
〈
v
∣∣ρ(g−1h)ek

〉
= ⟨ρ(g)v|ρ(h)ek⟩ = ⟨ρ(h)ek|ρ(g)v⟩

com (8).

7A representação ρ∗ é chamada de contragradiente ou dual de ρ.
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Uma vez que dim ρ = dim ρ∗, obtemos

(12) (φρ,Aρ) ≃
dim ρ∗⊕

1

(ρ∗,H∗) .

Em suma:

Corolário 2.7.1.

(13) L2(G) =
⊕

ρ∈Ĝ

Aρ ≃
⊕

ρ∈Ĝ

dim ρ⊕

1

(ρ,H) .

3. Espaços homogêneos por grupos de Lie compactos

3.1. Caracterização de espaços homogêneos genéricos. Sejam M uma varie-
dade compacta e G um grupo de Lie com identidade e. Uma ação à esquerda de G
em M é um mapeamento suave Φ : G×M →M : (g, p) 7→ g · p que satisfaz:

i) e · p = p para todo p ∈M ;
ii) (gh) · p = g · (h · p) para todos g, h ∈ G e p ∈M .

De maneira análoga, podemos definir ação à direita por meio de (g, p) 7→ p · g, de
modo que p · (gh) = (p · g) · h. Se G age em M , dizemos que M é um G-espaço.

Consideremos uma ação qualquer Φ : G ×M → M . Dizemos que Φ é transitiva
se para quaisquer dois pontos p, q ∈M existe g ∈ G tal que q = Φ(g, p); se a ação é
transitiva, dizemos que M é homogênea. Se para todo p ∈M vale a implicação

(14) Φ(g, p) = p =⇒ g = e ,

então a ação é dita livre. A nível de exemplo, todo grupo de Lie age transitiva e
livremente sobre si mesmo. A ação de SO(2) em R2 é livre, mas não transitiva.

Tais definições podem ser melhor compreendidas através dos conceitos de órbitas
e isotropias. A órbita de um ponto p ∈M qualquer é o conjunto

(15) G(p) = {Φ(g, p) : g ∈ G} ,
enquanto que seu grupo de isotropia é o subgrupo

(16) Gp = {g ∈ G : Φ(g, p) = p} .
Assim, M é um G-espaço homogêneo se for a órbita de qualquer um de seus pontos,
ao passo que a ação Φ é livre se todo grupo de isotropia for trivial. Além disso,
é fácil ver também que para espaços homogêneos todos os grupos de isotropia são
isomorfos entre si: dados p, q ∈ M , se existe g ∈ G tal que Φ(g, p) = q, então a
conjugação por g gera um isomorfismo entre Gp e Gq.

É conveniente notar que todo grupo de isotropia é um subgrupo fechado, uma
vez que é pré-imagem de um ponto por uma função contínua. Mais uma vez pelo
Teorema do Subgrupo Fechado, todo grupo de isotropia é um subgrupo de Lie
mergulhado. Outrossim, órbitas definem relações de equivalência em M :

(17) p ∼ q ⇐⇒ q ∈ G(p) .
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Denotamos por M/G o quociente de M por essa relação de equivalência, que nada
mais é do que o espaço das órbitas de M . O teorema abaixo fornece condições
suficientes para que M/G seja uma variedade.

Teorema 3.1 (Teorema da Variedade Quociente). Se a ação de G em M é livre e
própria8, então M/G possui uma única estrutura suave tal que a projeção M →M/G
é uma submersão suave.

A demonstração desse fato não é essencialmente complicada – as condições sobre
a ação são usadas para mostrar que toda órbita é uma subvariedade mergulhada,
cartas são construídas artesanalmente tomando, localmente, subvariedades perpen-
diculares a órbitas e a unicidade da estrutura diferenciável segue da suavidade da
identidade –, mas é longa e trabalhosa, por isso nos restringimos a referenciar [4,
Theorem 21.10].

O importante aqui é que toda ação à direita H × G → G : (h, g) 7→ gh de um
subgrupo fechado H ⊂ G sobre G é própria e livre. Ademais, o espaço das órbitas
em G pela ação de H coincide com o espaço das coclasses à esquerda de H em G,
de modo que a notação G/H faz sentido. Como corolário, temos o seguinte:

Corolário 3.1.1 (Construção de espaços homogêneos9). Se H ⊂ G é um subgrupo
fechado, então G/H é um G-espaço homogêneo pela ação G × G/H : (g, g̃H) →
(gg̃)H e a projeção π : G→ G/H é uma submersão suave.

Voltando a ação Φ : G × M → M , consideremos que se trata de uma ação à
esquerda. Dado um ponto p ∈M qualquer, a função

(18)
F : G/Gp → G(p)

gGp 7→ g · p

é bijetora. Temos que g · p = h · p equivale a g−1h ∈ Gp, que por sua vez equivale
a gGp = hGp, então F está bem definida e é injetora. A sobrejeção é óbvia. Em
particular, se M é homogêneo, então cada um de seus pontos corresponde a uma
coclasse de um mesmo subgrupo de isotropia em G. Na verdade, F serve para
caracterizar espaços homogêneos:

Teorema 3.2 (Caracterização de espaços homogêneos). Se M é um G-espaço ho-
mogêneo e p ∈M , então F dada como em (18) é um difeomorfismo equivariante.

Esboço de demonstração. Sejam π : G → G/Gp a projeção canônica e φp : G →
M : g 7→ g · p. Então φp = F ◦ π. Uma vez que φp é suave e π é uma submersão
sobrejetora, temos que F é suave. Também temos que

(19) F (ghGp) = (gh) · p = g · (h · p) = g · F (hGp) .

Uma vez que as ações do elemento g em G/Gp e em M são difeomorfismos, a
diferencial de F tem posto constante. Como F é bijetora, é um difeomorfismo. □

8A ação é própria se o mapeamento G×M → M ×M : (g, p) 7→ (Φ(g, p), p) é próprio.
9Mais detalhes em [4, Theorem 21.17].
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3.2. Funções em espaços homogêneos por grupos compactos. Muito do que
virá a seguir nesta seção pode ser encontrado com mais detalhes em [2].

Sejam G um grupo de Lie compacto e H ⊂ G um subgrupo fechado. Como é de
se esperar, existe uma única integral em G/H que satisfaz10

(20)
∫

G/H

f(gH)d(gH) =

∫

G

f̃ ◦ π(g)dg .

para toda f ∈ C(G/H), onde π : G → G/H é a projeção canônica, cf. [1, (2.49)
Theorem]. O espaço L2(G/H) pode, então, ser entendido como um subespaço de
L2(G) composto por funções invariantes à direita por H, i.e., funções f ∈ L2(G) tais
que g 7→ f(gh) coincide com f quase sempre para todos h ∈ H. De igual maneira,
C(G/H) pode ser encarado como um subespaço de C(G).

Pelo Teorema de Peter-Weyl e a discussão que teve lugar após ele (cf. Teorema
2.7 e Corolário 2.7.1), f ∈ C(G) é invariante à direita por H se, e somente se, suas
componentes em cada um dos espaços Aρ, com ρ ∈ Ĝ, é invariante à direita por H.
Vamos, então, descrever AH

ρ , o subespaço de Aρ composto por funções invariantes
à direita por H.

Se ψρ
v,w ∈ Aρ é um coeficiente não nulo invariante à direita por H, vale

(21) ⟨v|ρ(g)ρ(h)w⟩ = ψρ
v,w(gh) = ψρ

v,w(g) = ⟨v|ρ(g)w⟩
para todos h ∈ H e g ∈ G. Disso segue que w se mantém fixo pelas transformações
de H. Em contrapartida, se w se mantém fixo por H, então ψρ

v,w é invariante à
direita. Logo, o espaço AH

ρ é não nulo se, e somente se, a representação possui um
vetor não nulo fixo por H.

Seja ĜH o subconjunto de Ĝ composto somente por representações com vetores
não nulos fixos por H. De todo o exposto, concluímos o seguinte:11

Teorema 3.3.

(22) L2(G/H) =
⊕

ρ∈ĜH

AH
ρ .

4. Redescobrindo Fourier e os harmônicos esféricos

4.1. A série de Fourier clássica. Nesta seção, vamos determinar explicitamente
a decomposição fornecida pelo Corolário 2.7.1 para o caso G = S1, o círculo – um
tratamento similar é executado em [3]. É fácil ver que S1 = U(1), o grupo das
transformações lineares unitárias em C, com elementos dados genericamente por
eiθ, onde θ ∈ R e vale ei(θ+2πn) = eiθ para todo n ∈ Z. A integral de Haar neste caso
pode ser expressa por uma integral em [−π, π),

∫

S1

f(g) dg =
1

2π

∫ π

−π

f(θ)dθ ,

10Novamente, existe uma única medida de Radon invariante ν em G/H tal que ν(G/H) = 1.
11A decomposição de AH

ρ – e, por conseguinte, de L2(G/H) – em representações unitárias
irredutíveis de G fica de exercício.
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considerando funções em S1 como funções 2π-periódicas em R, da mesma forma que
toda função 2π-periódica em R pode ser vista como uma função em S1.

Proposição 4.1. Para G = S1, temos que Ĝ ≡ Z, onde n ∈ Z equivale a represen-
tação de S1 em C dada pelo homomorfismo de grupos de Lie S1 → S1 : eiθ 7→ einθ.

Demonstração. Seja ρ uma representação unitária irredutível de S1. Uma vez que
S1 é abeliano, pelo Lema 2.4, ρ é unidimensional e, portanto, é um homomorfismo
de grupos de Lie de S1 em U(1) = S1. Ou seja, ρ(eiθ) = eiα(θ). Para θm = 2π/m,
com m ∈ N, temos que (eiθm)m = 1, o que implica que ρ(eiθm)m = (eiα(θm))m = 1,
de onde segue que α(θm) = nθm para algum n ∈ Z. A princípio, n parece depender
de m, mas {ei2πq : q ∈ Q} é denso em S1, então ρ(eiθ) = einθ para todo eiθ ∈ S1 e
um certo n fixo. E, claro, se n1 ̸= n2, as representações eiθ 7→ ein1θ e eiθ 7→ ein2θ não
são equivalentes. □

Logo, o Teorema de Peter-Weyl nos diz que {einθ : n ∈ Z} é uma base ortonormal
de L2(S1),

(23) L2(S1) =
∞⊕

n=−∞
{cneinθ : cn ∈ C} .

Assim, dada qualquer função 2π-periódica f : R→ C que satisfaz

(24)
∫ π

−π

|f(θ)|2 dθ <∞ ,

temos que

(25) f =
∞∑

n=−∞
cn e

inθ ,

onde

(26) cn =
〈
einθ
∣∣f
〉
=

1

2π

∫ π

−π

f(θ)e−inθ dθ .

4.2. Harmônicos esféricos. Vejamos, agora, a forma que o Teorema 3.3 assume
no caso da esfera S2 como variedade homogênea pela ação de G = SU(2), o grupo
das transformações unitárias especiais em C2 – um tratamento similar é executado
em [6]. Para isso, vamos seguir alguns passos.

Primeiro, vamos verificar que SU(2) ≃ S3, a 3-esfera. Com efeito,

U =

(
z1 z3
z2 z4

)
∈ SU(2)

se, e somente se, UU∗ = I e detU = 1, o que significa que

(27)





|z1|2 + |z3|2 = |z2|2 + |z4|2 = 1

z1z2 + z3z4 = 0

z1z4 − z2z3 = 1

.
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Disso, obtemos que z4 = z1 e z3 = −z2, i.e., os elementos de SU(2) são da forma

(28) U =

(
z1 −z2
z2 z1

)

com |z1|2 + |z2|2 = 1. Então SU(2) ≃ S3, onde o produto em S3 é expresso por

(29) (z1, z2)(w1, w2) = (z1w1 − w2z2, z2w1 + w2z1) ,

que equivale ao produto de quatérnios H = C2.
Agora, vamos descrever S3 ≃ SU(2) usando coordenadas especiais que facilitarão

a descrição da sua ação sobre S2. É fácil verificar que todo ponto de S3 pode ser
escrito como

(e−iξ cos(ω), e−iζ sen(ω)) , ξ, ζ, ω ∈ R .
Fazendo α = ξ − ζ, γ = ξ + ζ e β = 2ω, obtemos que todo U ∈ SU(2) pode ser
escrito como

(30) U(α, β, γ) =

(
e−i γ+α

2 cos
(
β
2

)
−ei γ−α

2 sen(β
2
)

e−i γ−α
2 sen(β

2
) ei

γ+α
2 cos

(
β
2

)
)

= e−
iα
2
σ3e−

iβ
2
σ2e−

iγ
2
σ3 ,

onde σ2 e σ3 são as matrizes de Pauli

σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
.

De posse disso, construímos um homomorfismo sobrejetor de grupos de Lie

(31) SU(2) → SO(3) : U(α, β, γ) 7→ R(α, β, γ) ,

onde R(α, β, γ) é a rotação em R3 descrita pela composição da rotação de ângulo γ
em torno do eixo z com a rotação de ângulo β em torno do eixo y com a rotação de
ângulo α em torno do eixo z novamente12. Desse modo, temos uma ação à esquerda
transitiva de SU(2) ≃ S3 em S2 = {x ∈ R3 : ∥x∥ = 1} por meio de rotações.

Finalmente, notemos que o grupo de isotropia do polo norte n0 = (0, 0, 1) ∈ S2 é o
U(1) = S1 gerado por e−i γ

2
σ3 em SU(2) e por (e−iγ/2, 0) em S3. Logo, pelo Teorema

3.2, S2 ≃ S3/S1 ≃ SU(2)/U(1). A projeção canônica π : S3 → S1 é dada por

(32) π(z1, z2) = (x, y, z) ,

{
x+ iy = 2z1z2
z = |z1|2 − |z2|2

,

e recebe o nome de mapa de Hopf. Estendendo-o para SU(2) sem mudança na
notação, um cálculo direto nos mostra que

(33) π(U(α, β, γ)) = (cos(α) sen(β), sen(α) sen(β), cos(β)) ,

então os ângulos (α, β) em SU(2) estão em correspondência com as coordenadas
esféricas13 (θ, ϕ) em S2 através do mapa de Hopf. Dessa escolha de coordenadas, a
integral de Haar em S2 é expressa como

(34)
∫

S2

f(n) dn =
1

4π

∫ π

0

∫ π

−π

f(θ, ϕ) sen(ϕ) dθdϕ .

12Tais ângulos são comumente chamados de ângulos de Euler.
13Aqui usamos θ para azimute e ϕ para colatidude.
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Por fim, precisamos determinar as representações unitárias irredutíveis de SU(2)
– o que não é tão elementar como no caso de U(1) – e descobrir quais delas possuem
vetores não nulos fixos por U(1) = {e−i γ

2
σ3 : γ ∈ R}. O jeito mais simples de executar

essa tarefa é por meio do estudo da álgebra de Lie de SU(2). Como isso foge do
escopo deste texto, vamos nos limitar a enunciar o resultado abaixo e apenas indicar
a leitura de [6], que constrói explicitamente essas representações usando polinômios
complexos em duas variáveis.

Teorema 4.2. Para G = SU(2), temos que Ĝ ≡ {j : 2j ∈ Z≥0}, onde cada j ≥ 0
inteiro ou semi-inteiro equivale a uma representação ρj de SU(2) em C2j+1 tal que
ρj(e

−i γ
2
σ3) = e−iγJ3, sendo J3 diagonal com autovalores {j, j−1, ...,−j+1,−j}. Em

particular, C2j+1 possui vetores não nulos fixos por U(1) = {e−i γ
2
σ3 : γ ∈ R} via ρj

se, e somente se, j é inteiro.

Para cada j ≥ 0 inteiro ou semi-inteiro podemos tomar a base canônica de spin14

{um : m = j, j − 1, ...,−j + 1,−j} de C2j+1 que satisfaz J3um = mum de modo
que, no caso em que j é inteiro, os coeficientes

√
2j + 1 ⟨um|ρj(g)u0⟩ constituem

uma base ortonormal de AU(1)
ρj pelas relações de ortogonalidade de Schur (cf. Lema

2.6). Resta, então, escrever tais coeficientes de forma mais amigável usando nossas
coordenadas angulares – por sorte, alguém já fez isso antes. As funções

(35) Dj
m,m′(α, β, γ) = ⟨um|ρj(U(α, β, γ))um′⟩

são conhecidas como D-funções de Wigner. A expressão geral é feia e complicada:

(36) Dj
m,m′(α, β, γ) = e−imαdjm,m′(β)e

−im′γ ,

onde

(37)

djm,m′(β) = (−1)j−m′√
(j +m)!(j −m)!(j +m′)!(j −m′)!

×
∑

k

(−1)k
(cos

(
β
2

)
)m+m′+2k(sen(β

2
))2j−m−m′−2k

k!(j −m− k)!(j −m′ − k)!(m+m′ + k)!
,

com k varrendo todos os valores que fazem sentido, são as d-funções de Wigner, cf.
[7]. Porém, quando m′ = 0, que é nosso caso de interesse, temos que

(38) djm,0(β) =

√
(j −m)!

(j +m)!
Pm
j (cos(β)) ,

onde Pm
j são os polinômios associados de Legendre. Então

(39) Dj
m,0(α, β, γ) =

√
(j −m)!

(j +m)!
Pm
j (cos(β)) e−imα .

14O nome se dá porque tais representações formalizam sistemas quânticos de spin.
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Em face disso, retomando as coordenadas esféricas em S2, definimos os harmônicos
esféricos15

(40) Y m
j (θ, ϕ) :=

√
2j + 1Dj

m,0(θ, ϕ, 0) =
√
2j + 1

√
(j −m)!

(j +m)!
Pm
j (cos(β)) eimα

para j ≥ 0 inteiro e m ∈ {j, j − 1, ...,−j + 1,−j}.
Finalmente, temos que {Y m

j : j ∈ Z≥0, m = j, ...,−j} é uma base ortonormal de
L2(S2),

(41) L2(S2) =
∞⊕

j=0

{
j∑

m=−j

amj Y
m
j : amj ∈ C

}
.

Assim, se f : S2 → C é tal que

(42)
1

4π

∫ π

0

∫ π

−π

|f(θ, ϕ)|2 sen(ϕ) dθdϕ <∞ ,

então

(43) f =
∞∑

j=0

j∑

m=−j

amj Y
m
j ,

onde

(44) amj =
1

4π

∫ π

0

∫ π

−π

f(θ, ϕ)Y m
j (θ, ϕ) sen(ϕ) dθdϕ .
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Resumo. No presente trabalho, abordamos uma interessante relação entre funções
complexas holomorfas e campos de vetores conformes (ou simplesmente, campos
conformes) definidos em subconjuntos abertos do plano Euclidiano munido de uma
métrica Riemanniana conforme à métrica canônica. Nesse sentido, provaremos que
as únicas métricas Riemannianas no plano Euclidiano que admitem tal relação são
conformes à métrica canônica.

1. Introdução

Dizemos que campos de vetores conformes (ou simplesmente, campos conformes)
sobre um aberto Riemanniano (aberto de Rn munido de uma métrica Riemanniana)
são campos de vetores, cuja derivada de Lie na sua direção nos fornece uma aplicação,
expressa através do produto de uma função real suave (chamada de fator conforme)
pela métrica Riemanniana. Estes campos de vetores representam generalizações dos
campos de Killing e dos campos homotéticos, pois verifica-se que campos de Killing
e homotéticos são campos conformes com fator conforme nulo e fator conforme
constante, respectivamente. Convém ainda salientar que os campos conformes são
assim designados em alusão às transformações conformes.

Diante do exposto, usamos a identificação dos planos complexo e Euclidiano para
estudar relações entre as funções complexas holomorfas e os campos conformes,
estabelecendo uma interessante identificação entre o espaço das funções complexas
holomorfas definidas sobre um mesmo subconjunto aberto do plano complexo e
o espaço dos campos conformes sobre abertos Riemannianos do plano Euclidiano
munidos com uma métrica Riemanniana conforme à métrica canônica. Finalmente,
provaremos que esta identificação é possível apenas para métricas Riemannianas
conformes à métrica canônica do plano Euclidiano.

Data de aceitação: .
Palavras chave. Funções complexas holomorfas, Campos conformes, Métricas Riemannianas

conformes.
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Esta identificação ajuda a evidenciar a relação existente entre o caráter conforme
das funções complexas holomorfas e o caráter conforme dos campos conformes em
abertos Riemannianos do plano Euclidiano munidos com uma métrica Riemanniana
conforme à métrica canônica. Devemos ressaltar que a referida identificação permite
apresentar uma maneira bem simples de construir exemplos de campos conformes a
partir de funções complexas holomorfas, bem como caracterizar os campos conformes
definidos sobre abertos Riemannianos do plano Euclidiano munidos com métricas
Riemannianas conformes à métrica canônica.

2. Preliminares

Nesta seção, apresentamos algumas preliminares do trabalho que encontram-se di-
vididas em três subseções, onde abordamos as funções complexas holomorfas, abertos
Riemannianos e os campos conformes, incluindo definições e resultados importantes
na compreensão e demonstração dos resultados principais.

2.1. Funções Complexas. Recordamos aqui as funções complexas e alguns dos
conceitos relacionados a estas, tais como limite, continuidade, derivada complexa e
culminando com funções holomorfas. Estaremos admitindo noções elementares sobre
topologia no plano complexo e análise complexa, bem como omitindo demonstrações,
que podem ser encontradas em Ávila [1] ou Soares [16].

Primeiramente, devemos lembrar que dado um subconjunto U ⊂ C não vazio,
dizemos que uma função complexa na variável complexa z é uma correspondência,
denotada por f : U ⊂ C → C, que associa a cada elemento z0 ∈ U um único
elemento f(z0) ∈ C.

Na sequência, introduzimos a noção de limite para funções complexas definidas
em subconjuntos abertos.

Definição 1. Sejam f : U ⊂ C→ C uma função definida num subconjunto aberto,
z0 ∈ C um ponto de acumulação do subconjunto U e w0 ∈ C um número complexo.
Se dado qualquer ϵ > 0, existe δ > 0 satisfazendo

0 < |z − z0| < δ ⇒ |f(z)− w0| < ϵ,

dizemos que w0 é limite de f com z ∈ U tendendo a z0 e denota-se lim
z→z0

f(z) = w0.

De modo similar ao conceito de limite sobre funções reais em uma variável real,
verifica-se que se o limite existe, então deve ser único (cf. Ávila [1] ou Soares [16]).
Para além disso, dadas funções f, g :U ⊂ C → C definidas num subconjunto aberto,
z0 ∈ U um ponto de acumulação de U e uma constante c ∈ C, tais que

lim
z→z0

f(z) = w1 e lim
z→z0

g(z) = w2.

confirmam-se as seguintes propriedades:
(a) lim

z→z0
(cf)(z) = cw1,

(b) lim
z→z0

(f + g)(z) = w1 + w2 e

(c) lim
z→z0

(f · g)(z) = w1w2.
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A partir do conceito de limite, apresentamos a definição de continuidade de uma
função complexa em um ponto do seu domínio.

Definição 2. Seja f : U ⊂ C → C uma função definida num subconjunto aberto,
então dizemos que f é contínua no ponto z0 ∈ U se satisfaz

lim
z→z0

f(z) = f(z0).

Quando f é contínua em todos os pontos de U , dizemos apenas que f é contínua.

No que diz respeito à noção de continuidade de funções em uma variável complexa,
verificam-se propriedades similares às presentes em funções reais de uma variável real
(cf. Guidorizzi [7]). De fato, dadas funções f, g : U1 ⊂ C → C e h : U2 ⊂ C → C

definidas em subconjuntos abertos com f(U1) ⊂ U2, f e g contínuas em z0 ∈ U1 e h
contínua em f(z0), valem as afirmações:

(a) As funções complexas, dadas por

cf : U1 ⊂ C→ C, f + g : U1 ⊂ C→ C e f · g : U1 ⊂ C→ C

são contínuas em z0;
(b) A função composta h ◦ f : U1 ⊂ C→ C é contínua em z0.

Nesse momento, definimos a derivada complexa em um ponto do domínio de uma
função complexa de uma variável complexa.

Definição 3. Seja f : U ⊂ C → C uma função definida num subconjunto aberto,
então f é derivável em um ponto z0 ∈ U se existe o limite

f ′(z0) = lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0
,

que será chamado de derivada de f em z0.

Na sequência, apresentamos algumas das propriedades da derivada de funções
complexas que se assemelham com as propriedades da derivada real.

Proposição 1. Sejam f, g : U ⊂ C→ C funções definidas num subconjunto aberto
e deriváveis em z0 ∈ U e c ∈ C uma constante arbitrária, então as seguintes funções
cf, f + g, f · g : U ⊂ C→ C são deriváveis em z0 e valem as igualdades:

(a) (cf)′(z0) = c · f ′(z0);
(b) (f + g)′(z0) = f ′(z0) + g′(z0);
(c) (f · g)′(z0) = f(z0)g

′(z0) + g(z0)f
′(z0).

O próximo resultado estende mais uma conclusão que é válida para funções reais
de uma variável real.

Proposição 2. Sejam f : U ⊂ C→ C uma função definida num subconjunto aberto
e derivável em z0 ∈ U , então f é contínua em z0.

Dando prosseguimento, apresentamos a seguir uma versão da Regra da Cadeia
para funções complexas em uma variável complexa.
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Proposição 3 (Regra da Cadeia). Sejam f : U1 ⊂ C → C e g : U2 ⊂ C → C

definidas em subconjuntos abertos com f(U1) ⊂ U2. Se f é derivável em z0 ∈ U1 e
g é derivável em f(z0) ∈ U2, então g ◦ f : U1 ⊂ C → C é derivável em z0 e vale a
igualdade

(g ◦ f)′(z0) = g′(f(z0))f
′(z0).

Agora vamos definir função holomorfa que será de grande importância para a
compreensão dos resultados principais desse trabalho.

Definição 4. Dizemos que uma função complexa f : U ⊂ C → C definida num
subconjunto aberto é holomorfa, quando existe a derivada f ′(z) para todo z ∈ U .

Devemos lembrar que comumente identifica-se o conjunto dos números complexos
com o plano Euclidiano, através da bijeção π : R2 → C, definida por π(x, y) = x+yi.
Usando essa identificação, podemos escrever uma função complexa f : U ⊂ C→ C

definida em um subconjunto aberto na forma

f(z) = u(z) + iv(z),

ou alternativamente,

f(x, y) = u(x, y) + iv(x, y),

onde as funções u e v correspondem às partes real e imaginária de f, respectivamente
(cf. Ávila [1] ou Soares [16]).

Diante do exposto, apresentamos dois resultados que apresentam as condições de
Cauchy-Riemann como uma condição necessária e suficiente para que uma função
complexa seja derivável.

Proposição 4. Seja f : U ⊂ C → C uma função complexa definida sobre um
subconjunto aberto e escrita na forma f(z) = u(x, y) + iv(x, y). Suponha que f
é derivável num ponto z0 = x0 + iy0 ∈ U , então são satisfeitas as condições de
Cauchy-Riemann, dadas por

∂u

∂x
(x0, y0) =

∂v

∂y
(x0, y0) e

∂v

∂x
(x0, y0) = −∂u

∂y
(x0, y0).

Encerrando a subseção, apresentamos um resultado que corresponde à recíproca
da Proposição 4, possibilitando a caracterização das funções complexas holomorfas
através das condições de Cauchy-Riemann.

Proposição 5. Seja f : U ⊂ C → C uma função complexa definida sobre um aberto
e escrita na forma f(z) = u(x, y) + iv(x, y), tal que as derivadas parciais de u e v
existem em U e são contínuas em z0 = x0 + iy0 ∈ U . Suponha que as condições de
Cauchy-Riemann são satisfeitas em z0, então f é derivável nesse ponto.

2.2. Abertos Riemannianos. Nesta segunda subseção, introduzimos importantes
conceitos de Geometria Riemanniana restritos a subconjuntos abertos do espaço
Euclidiano Rn. No decorrer do trabalho, usaremos as notações C∞(U) e X(U)
para denotar os conjuntos das funções reais suaves e dos campos de vetores suaves,
respectivamente, definidos sobre um subconjunto aberto não vazio U de Rn.
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No intuito de estabelecer notações, vamos fixar um aberto não vazio U ⊂ Rn e
definir os campos de vetores suaves ∂xi

: U → Rn (i = 1, 2, . . . , n) da seguinte forma

∂xi
(p) = ei,

onde ei ∈ Rn é o vetor que possui i-ésima coordenada igual a 1 e as demais nulas.
Dados X ∈ X(U) arbitrário, uma função f ∈ C∞(U) e um ponto p ∈ U , definimos

X(f)(p) =
n∑

i=1

Xi(p)
∂f

∂xi
(p)(1)

onde X1, X2, . . . , Xn : U → R denotam as funções coordenadas de X.
Esta relação nos permite identificar qualquer X ∈ X(U) como uma aplicação

X : C∞(U) → C∞(U) que associa cada f ∈ C∞(U) à função suave X(f) : U → R,
definida conforme (1). Inspirado nessa ideia, enunciamos a próxima definição.

Definição 5. Sejam X, Y ∈ X(U) definidos sobre um aberto não vazio U ⊂ Rn,
dizemos que ⟨X, Y ⟩ : U → R é a função suave, dada por

⟨X, Y ⟩(p) = ⟨X(p), Y (p)⟩,
onde ⟨·, ·⟩ no 2o membro denota o produto interno canônico de Rn.

Observação 1. Diante da Definição 5, observa-se que:
(a) As funções coordenadas de X ∈ X(U) podem ser expressas por Xi = ⟨X, ∂xi

⟩,
onde 1 ≤ i ≤ n.
(b) Podemos adotar as aplicações dxidxj, dx2i : X(U)× X(U) → C∞(U), dadas por

dxidxj(Y, Z) = ⟨∂xi
, Y ⟩⟨∂xj

, Z⟩ e dx2i (Y, Z) = ⟨∂xi
, Y ⟩⟨∂xi

, Z⟩,
onde 1 ≤ i, j ≤ n.

Nesse momento, revisitamos um resultado que permite introduzir uma operação
entre campos vetores.

Proposição 6. Dados X, Y ∈ X(U) definidos sobre um aberto não vazio U ⊂ Rn,
existe um único campo de vetores Z ∈ X(U) que satisfaz

Z(f) = XY (f)− Y X(f),

para toda função f ∈ C∞(U).

Demonstração. Inicialmente, vamos escrever

X =
n∑

i=1

Xi∂xi
e

n∑

j=1

Yj∂xj
,

onde Xi, Yj ∈ C∞(U) denotam funções coordenadas. Dessa forma, podemos definir

Z =
n∑

k=1

Zk∂xk
,(2)

onde Zk =
∑n

l=1

(
Xl

∂Yk

∂xl
− Yl

∂Xk

∂xl

)
.
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Nessas condições, observa-se que

XY (f) =
n∑

i,j=1

Xi
∂Yj
∂xi

∂f

∂xj
+

n∑

i,j=1

XiYj
∂2f

∂xi∂xj
,(3)

bem como,

Y X(f) =
n∑

i,j=1

Yj
∂Xi

∂xj

∂f

∂xi
+

n∑

i,j=1

XiYj
∂2f

∂xi∂xj
,(4)

portanto decorre de (2), (3) e (4) que Z(f) = XY (f)− Y X(f). □
Diante da Proposição 6, podemos agora introduzir mais um importante conceito,

chamado colchete de Lie (ou simplesmente, colchete).

Definição 6. Dados X, Y ∈ X(U) definidos sobre um aberto não vazio U ⊂ Rn,
dizemos que o colchete de X e Y é o campo de vetores suave denotado por [X, Y ] e
que satisfaz

[X, Y ](f) = XY (f)− Y X(f),

para toda função f ∈ C∞(U).

Agora apresentamos o conceito de métrica Riemanniana em subconjuntos abertos
não vazios do espaço Euclidiano.

Definição 7. Uma métrica Riemanniana definida num aberto não vazio U ⊂ Rn é
uma aplicação g = ⟨·, ·⟩g que associa a cada p ∈ U, um produto interno ⟨·, ·⟩p em Rn,
de modo que a função

p ∈ U 7−→ ⟨X(p), Y (p)⟩p
é suave para todo par de campos de vetores X, Y ∈ X(U).

Na sequência, trazemos um exemplo bem elementar de métrica Riemanniana no
espaço Euclidiano.

Exemplo 1. A aplicação g0 =
∑n

i=1 dx
2
i que associa todo ponto do espaço Euclidiano

Rn ao produto interno canônico é uma métrica Riemanniana, chamada de métrica
Euclidiana canônica (ou simplesmente, métrica canônica).

O próximo exemplo nos mostra uma maneira de construir métricas Riemannianas
sobre um aberto deRn, partindo de uma função suave positiva e da métrica canônica.

Exemplo 2. Sejam U ⊂ Rn um aberto não vazio e ρ ∈ C∞(U) uma função positiva,
então a aplicação g = ρ2g0 é uma métrica Riemanniana sobre U .

Diante da definição de métrica Riemanniana, introduzimos a seguir o conceito de
aberto Riemanniano.

Definição 8. Um aberto Riemanniano é um subconjunto aberto não vazio U ⊂ Rn,
munido com uma métrica Riemanniana g, denotado simplesmente por (U, g).

Descrevemos a seguir, dois exemplos de abertos Riemanianos.
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Exemplo 3. Seja U ⊂ Rn um subconjunto aberto não vazio, então (U, g0) é um
aberto Riemanniano.

Exemplo 4. O subconjunto aberto U = {(x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn;xn > 0} munido
com a métrica Riemanniana g = x−2

n g0 é um aberto Riemanniano, conhecido por
espaço hiperbólico e comumente denotado por Hn.

Em analogia ao conceito de base ortonormal, apresentamos a noção de referencial
ortonormal.

Definição 9. Um referencial ortonormal sobre um aberto Riemanniano (U, g) é um
conjunto de campos de vetores {E1, E2, . . . , En} ⊂ X(U) satisfazendo a condição

⟨Ei, Ej⟩g = δij (delta de Kronecker),
para todos 1 ≤ i, j ≤ n.

Para ilustrar a definição anterior, trazemos um exemplo bastante conhecido de
referencial ortonormal.

Exemplo 5. Dado um aberto não vazio U ⊂ Rn, verifica-se que o subconjunto

{∂x1 , ∂x2 , . . . , ∂xn} ⊂ X(U)

é um referencial ortonormal em (U, g0).

Na sequência, apresentamos a definição de campo gradiente definido sobre abertos
Riemannianos.

Definição 10. Sejam (U, g) um aberto Riemanniano e f ∈ C∞(U) uma função,
então o gradiente de f é o campo de vetores ∇f que satisfaz a condição

⟨∇f,X⟩g = X(f),

para todo X ∈ X(U).

O próximo exemplo mostra que a definição de gradiente anteriormente apresentada
coincide com a definição usual, quando consideramos um subconjunto aberto não
vazio munido com a métrica canônica.

Exemplo 6. Sejam (U, g0) um aberto Riemanniano e f ∈ C∞(U) uma função,
então o gradiente de f é dado por

∇f =
n∑

i=1

∂f

∂xi
∂xi
.

De fato, primeiro escrevemos o gradiente de f na forma

∇f =
n∑

i=1

Yi∂xi
,

onde Yi ∈ C∞(U) com 1 ≤ i ≤ n. Usando a Definição 10, obtemos

⟨∇f,X⟩g0 = X(f) =
n∑

j=1

⟨X, ∂xj
⟩ ∂f
∂xj

,

para todo X ∈ X(U).
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Combinando as relações obtidas, verifica-se que Yi = ∂f
∂xi

para cada i ∈ {1, 2, . . . , n},
donde concluímos que

∇f =
n∑

i=1

∂f

∂xi
∂xi
,

conforme enunciado.
Deve-se ressaltar que a escolha de uma métrica Riemanniana acaba determinando

uma importante aplicação, chamada conexão Riemanniana (ou alternativamente,
conexão de Levi-Civita). Nesse sentido, introduzimos o conceito de conexão afim.

Definição 11. Uma conexão afim num aberto Riemanniano (U, g) é uma aplicação
∇ : X(U) × X(U) → X(U), que associa cada par X, Y ∈ X(U) a um campo de
vetores ∇XY e satisfaz as propriedades

(a) ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ,
(b) ∇fX+hYZ = f∇XY + h∇YZ e
(c) ∇X(fY ) = f∇XY +X(f)Y ,

para quaisquer X, Y, Z ∈ X(U) e f, h ∈ C∞(U).

Dando prosseguimento, mostraremos que a escolha de uma métrica Riemanniana
em um aberto U ⊂ Rn determina uma única conexão afim simétrica e compatível
com a métrica.

Proposição 7. Seja (U, g) um aberto Riemanniano, então existe uma única conexão
afim ∇ (conexão de Levi-Civita) definida em U , tal que

(a) ∇XY −∇YX = [X, Y ] (simetria) e
(b) X⟨Y, Z⟩g = ⟨∇XY, Z⟩g + ⟨Y,∇XZ⟩g (compatibilidade com a métrica),

para quaisquer X, Y, Z ∈ X(U).

Demonstração. Primeiro, admitimos a existência de uma conexão como enunciado,
obtendo

X⟨Y, Z⟩g = ⟨∇XY, Z⟩g + ⟨Y,∇XZ⟩g,
bem como,

Y ⟨Z,X⟩g = ⟨∇YZ,X⟩g + ⟨Z,∇YX⟩g e Z⟨X, Y ⟩g = ⟨∇ZX, Y ⟩g + ⟨X,∇ZY ⟩g.
Na sequência, somamos as duas primeiras igualdades e subtraímos a terceira,

resultando em

X⟨Y, Z⟩g + Y ⟨Z,X⟩g − Z⟨X, Y ⟩g
= ⟨∇XY, Z⟩g + ⟨Y,∇XZ⟩g + ⟨∇YZ,X⟩g + ⟨Z,∇YX⟩g − ⟨∇ZX, Y ⟩g − ⟨X,∇ZY ⟩g,

daí usamos o item (a) para chegar à relação

X⟨Y, Z⟩g + Y ⟨Z,X⟩g − Z⟨X, Y ⟩g
= ⟨[X, Y ], Z⟩g + ⟨Y, [X,Z]⟩g + ⟨[Y, Z], X⟩g + 2⟨Z,∇YX⟩g.
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Reorganizando os termos da última igualdade, deduzimos a fórmula

⟨∇YX,Z⟩g =
1

2
(X⟨Y, Z⟩g + Y ⟨Z,X⟩g − Z⟨X, Y ⟩g

− ⟨[X, Y ], Z⟩g − ⟨Y, [X,Z]⟩g − ⟨[Y, Z], X⟩g) (Fórmula de Koszul),

que define ∇YX de maneira única, visto que Z é arbitrário e a métrica g é uma
aplicação não degenerada.

Para garantir a existência, basta definir ∇ por meio da fórmula de Koszul acima
e verificar diretamente, que assim definida, esta satisfaz as propriedades (a) e (b),
concluindo a demonstração. □

Apresentamos a seguir a conexão Riemanniana sobre abertos não vazios de Rn

munidos com a métrica canônica.

Exemplo 7. Dado um aberto não vazio U ⊂ Rn munido da métrica canônica g0,
temos que a conexão Riemanniana de (U, g0) é expressa por

∇XY =
n∑

i=1

X(Yi)∂xi
,

onde X, Y ∈ X(U) e Y1, Y2, . . . Yn : U → R são as funções coordenadas de Y .

Fazendo um cálculo direto e usando as propriedades da conexão Riemanniana,
obtemos

∇XY =
n∑

i,j=1

Xj∇∂xj
(Yi∂xi

) =
n∑

i,j=1

XjYi∇∂xj
∂xi

+
n∑

i,j=1

Xj∂xj
(Yi)∂xi

,

onde X =
∑n

j=1Xj∂xj
. Deduz-se da fórmula de Koszul que ∇∂xj

∂xi
= 0 e assim

∇XY =
n∑

i,j=1

Xj∂xj
(Yi)∂xi

=
n∑

i=1

X(Yi)∂xi
,

concluindo o exemplo.
A partir da noção de conexão Riemanniana, podemos introduzir a definição de

divergente de um campo de vetores sobre um aberto Riemanniano.

Definição 12. Sejam (U, g) um aberto Riemanniano e X ∈ X(U) campo de vetores,
então o divergente de X é a função div X : U → R dada por

div X =
n∑

i=1

⟨∇Ei
X,Ei⟩g,

onde {E1, E2, . . . , En} denota um referencial ortonormal em U .

Observação 2. Devemos ressaltar que a definição de divergente não depende do
referencial ortonormal escolhido (cf. Carmo [5]).

O próximo exemplo mostra que a definição de divergente apresentada coincide com
a definição usual, quando consideramos subconjuntos abertos não vazios munidos
com a métrica canônica.
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Exemplo 8. Seja (U, g0) um aberto Riemanniano e X ∈ X(U) um campo de vetores,
então o divergente de X é dado por

divX =
n∑

i=1

∂Xi

∂xi
,

onde X1, X2, . . . Xn : U → R são as funções coordenadas de X.

Usamos diretamente a Definição 12 e os Exemplos 5 e 7 para deduzir que

div X =
n∑

i=1

⟨∇∂xi
X, ∂xi

⟩g0 =
n∑

i,j=1

⟨∂xi
(Xj)∂xj

, ∂xi
⟩g0 =

n∑

i=1

∂Xi

∂xi
,

coincidindo com a definição usual de divergente (cf. Guidorizzi [8]).
De modo análogo, apresentamos a definição de laplaciano de funções reais suaves

definidas sobre abertos Riemannianos.

Definição 13. Sejam (U, g) um aberto Riemanniano e f ∈ C∞(U) uma função real,
então o laplaciano de f é a função real ∆f : U → R dada por

∆f = div (∇f).
Observação 3. Sabendo que as definições de gradiente e divergente sobre abertos
Riemannianos munidos da métrica canônica coincidem com suas definições usuais
(cf. Exemplos 6 e 8), consequentemente o mesmo ocorre com o laplaciano.

O conceito de conexão Riemanniana também nos permite definir o hessiano de
uma função real suave definida sobre abertos Riemannianos.

Definição 14. Sejam (U, g) um aberto Riemanniano e f ∈ C∞(U) uma função real,
então o hessiano de f é a aplicação Hess f : X(U)× X(U) → C∞(U) dada por

Hess f(X, Y ) = ⟨∇X∇f, Y ⟩g.
No exemplo a seguir, explicitamos a expressão do hessiano de uma função real

suave definida em um aberto Riemanniano munido com a métrica canônica.

Exemplo 9. Seja (U, g0) um aberto Riemanniano e f ∈ C∞(U) uma função real,
então o seu hessiano é dado por

Hess f =
n∑

i,j=1

∂2f

∂xixj
dxidxj.

Dados X, Y ∈ X(U) arbitrários, vamos escrever

X =
n∑

i=1

Xi∂xi

então segue-se da Definição 14 e dos Exemplos 6 e 7 que

Hess f(X, Y ) = ⟨∇X∇f, Y ⟩g0

=
n∑

i,j=1

Xi∂xi

(
∂f

∂xj

)
⟨∂xj

, Y ⟩g0 +
n∑

i,j=1

Xi
∂f

∂xj
⟨∇∂xi

∂xj
, Y ⟩g0 .
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Decorre da fórmula de Koszul que ∇∂xi
∂xj

= 0, portanto

Hess f(X, Y ) =
n∑

i,j=1

∂2f

∂xixj
⟨∂xi

, X⟩⟨∂xj
, Y ⟩,

implicando pela Observação 1(b) que

Hess f =
n∑

i,j=1

∂2f

∂xixj
dxidxj,

conforme enunciado.
Na sequência, introduzimos a noção de derivada de Lie da métrica de um aberto

Riemanniano na direção de um campo de vetores.

Definição 15. Sejam (U, g) um aberto Riemanniano e X ∈ X(U) campo de vetores,
então a aplicação LXg : X(U)× X(U) → C∞(U), dada por

LXg(Y, Z) = ⟨∇YX,Z⟩g + ⟨Y,∇ZX⟩g
é a derivada de Lie de g na direção de X.

Para finalizar a subseção, deduzimos a expressão da direivada de Lie de um aberto
Riemanniano munido da métrica canônica.

Exemplo 10. Seja (U, g0) um aberto Riemanniano e X ∈ X(U) um campo de
vetores, então a derivada de Lie de g0 na direção de X é dada por

LXg0 =
n∑

i,j=1

(
∂Xj

∂xi
+
∂Xi

∂xj

)
dxidxj,

onde X1, X2, . . . Xn : U → R são as funções coordenadas de X.

Dados Y, Z ∈ X(U) arbitrários, tem-se que

LXg0(Y, Z) = ⟨∇YX,Z⟩g0 + ⟨Y,∇ZX⟩g0
então segue do Exemplo 7 que

LXg0(Y, Z) =
n∑

j=1

Y (Xj)⟨∂xj
, Z⟩+

n∑

i=1

Z(Xi)⟨Y, ∂xi
⟩,

onde Xk = ⟨X, ∂xk
⟩ para todo índice k ∈ {1, 2, . . . , n}.

Escrevendo Y =
∑n

i=1⟨Y, ∂xi
⟩∂xi

e Z =
∑n

j=1⟨Z, ∂xj
⟩∂xj

, podemos escrever a
última igualdade na forma

LXg0(Y, Z) =
n∑

i,j=1

∂Xj

∂xi
⟨∂xi

, Y ⟩⟨∂xj
, Z⟩+

n∑

i,j=1

∂Xi

∂xj
⟨∂xj

, Z⟩⟨∂xi
, Y ⟩,

implicando pela Observação 1(b) que

LXg0 =
n∑

i,j=1

(
∂Xj

∂xi
+
∂Xi

∂xj

)
dxidxj,

conforme enunciado.
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2.3. Campos Conformes. Nesta subseção, recordamos os campos conformes sobre
abertos Riemannianos junto com diversos conceitos relacionados a estes, exemplos
encontrados na literatura e alguns casos particulares bem interessantes dessa classe
de campos de vetores, tais como: campos de Killing, campos homotéticos, campos
conformes gradientes, campos conformes fechados e campos paralelos.

Definição 16. Um campo de vetores X ∈ X(U) sobre um aberto Riemanniano (U, g)
é conforme, quando ocorre a igualdade

LXg = 2ψg,

onde ψ é uma função real suave definida sobre U, chamada fator conforme.

Decorre diretamente da definição de derivada de Lie que a condição LXg = 2ψg
equilvale a afirmar que X satisfaz a equação de Killing

⟨∇YX,Z⟩g + ⟨Y,∇ZX⟩g = 2ψ⟨Y, Z⟩g,
para todos Y, Z ∈ X(U). Nesse mesmo contexto, deduz-se da Definição 12 que

ψ =
1

n
div X,

onde div denota o divergente.

Observação 4. A derivada de Lie de um campo de vetores gradiente sobre um
aberto Riemanniano (U, g) é o dobro do hessiano. Mais precisamente, tem-se que

L∇φg = 2Hessφ,

onde φ : U → R é uma função suave.

Na sequência, apresentamos três exemplos de campos conformes gradientes sobre
abertos Riemannianos, bem conhecidos na literatura (cf. [2] e [11]).

Exemplo 11. Considere Rn munido da métrica canônica g0 e a função πi :Rn → R,
dada por πi(x) = xi com i ∈ {1, 2, . . . , n}. Sendo assim, verifica-se que o gradiente

∇πi = ∂xi

é um campo conforme sobre (Rn, g0) com fator conforme ψ ≡ 0.

Exemplo 12. Considere o espaço Euclidiano Rn munido da métrica canônica g0 e
a função φ : Rn → R, dada por

φ(x) =
1

2
|x|2,

então ∇φ é um campo conforme sobre (Rn, g0) com fator conforme ψ ≡ 1.

Exemplo 13. Considere o subconjunto aberto U = {(x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn;xn > 0}
munido da métrica g = x−2

n g0 e a função φ : U → R, dada por

φ(x) =
1

2xn
|x|2,

então ∇φ é um campo conforme sobre (U, g) com fator conforme ψ ≡ φ.
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Apresentamos mais dois exemplos de campos conformes no espaço Euclidiano,
sendo estes não gradientes.

Exemplo 14. O campo de vetores X ∈ X(R2), definido por

X = (x2 − y2)∂x + 2xy∂y

é conforme sobre (R2, g0) com fator conforme dado por ψ(x, y) = 2x.

Exemplo 15. O campo de vetores X ∈ X(R2), definido por

X = x(x2 − 3y2)∂x + y(3x2 − y2)∂y

é conforme sobre (R2, g0) com fator conforme dado por ψ(x, y) = 3(x2 − y2).

Convém ressaltar que um campo conforme X sobre um aberto Riemanniano (U, g)
é dito homotético (respectivamente, Killing), quando seu fator conforme é constante
(respectivamente, identicamente nulo). Um caso particular bem interessante ocorre
quando um campo de vetores suave X satisfaz

∇YX = ψY,

para todo Y ∈ X(U) e nesse caso, dizemos que X é um campo conforme fechado.
Recordamos ainda que um campo conforme fechado é dito ser paralelo, quando seu
fator conforme é identicamente nulo.

Observação 5. Todo campo conforme gradiente X = ∇φ num aberto Riemanniano
(U, g) é conforme fechado. De fato, observe que

⟨∇YX,Z⟩ = ⟨∇Y∇φ,Z⟩ = Hessφ(Y, Z) = ⟨ψY, Z⟩,
portanto ∇YX = ψY para todo Y ∈ X(U).

Para concluir, apresentamos a definição de métrica Riemanniana conforme.

Definição 17. Sejam (U, g) um aberto Riemanniano e ρ : U → R uma função
suave positiva, então dizemos que a métrica Riemanniana g = ρ2g é conforme a g
(ou vice-versa).

Observação 6. Nos Exemplos 2 e 4 podem ser encontradas métricas Riemannianas
conformes à métrica canônica.

No contexto da Definição 17, pode-se deduzir da definição da derivada de Lie
(cf. Definição 15) e das propriedades da conexão Riemanniana (cf. Definição 11 e
Proposição 7) que

LXg = LX(ρ
2g) = X(ρ2)g + φ2LXg,(5)

ou ainda,

LXg − φ2LXg = 2φX(ρ)g =
2

ρ
X(ρ)g,(6)

então X é conforme com respeito a g se, e somente se, é conforme com respeito a g,
ou seja, o caráter conforme de X é invariante por mudança conforme de métrica.
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3. Relacionando Funções Holomorfas e Campos Conformes

Nesta última seção, vamos apresentar os resultados principais do nosso trabalho,
que relacionam funções complexas holomorfas e campos conformes definidos sobre
uma interessante classe de abertos Riemannianos, bem como diversas aplicações dos
referidos resultados.

3.1. Resultados Principais. Inicialmente, enunciamos um teorema que revisita
uma conhecida relação entre funções complexas holomorfas e campos conformes
sobre abertos do plano Euclidiano munidos com métrica conforme à métrica canônica
(cf. [3] e [10]) e apresenta uma prova elementar.

Teorema 1. Seja U ⊂ R2 um subconjunto aberto munido com uma métrica g
conforme à métrica canônica. Nessas condições, temos que as afirmações a seguir
são equivalentes:

(a) A função complexa f = u+ iv : π(U) → R é holomorfa;
(b) O campo de vetores X = u∂x + v∂y ∈ X(U) é conforme com respeito a g.

Demonstração. Primeiramente, escrevemos g = ρ2g0 e usamos as relações (5) e (6)
para deduzir que

LXg = 2ρX(ρ)g0 + ρ2LXg0,

onde ρ : U ⊂ R2 → R denota uma função suave positiva.
Decorre da expressão da derivada de Lie da métrica canônica que

LXg = 2ρX(ρ)g0 + ρ2
[
2

(
∂u

∂x
dx2 +

∂v

∂y
dy2
)
+

(
∂v

∂x
+
∂u

∂y

)
(dxdy + dydx)

]
.

podendo ser reescrita na forma

LXg = 2

[
∂u

∂x
+

1

ρ
X(ρ)

]
g −

(
∂u

∂x
− ∂v

∂y

)
dy2 +

(
∂v

∂x
+
∂u

∂y

)
(dxdy + dydx).

Por outro lado, segue das Proposições 4 e 5 que f é holomorfa se, e somente se,
verificam-se as condições de Cauchy-Riemann

∂u

∂x
=
∂v

∂y
e

∂v

∂x
+
∂u

∂y
= 0,

equivalente a afirmar que a expressão da derivada de Lie resume-se a

LXg = 2

[
∂u

∂x
+

1

ρ
X(ρ)

]
g,

isto é, X é um campo conforme com respeito à métrica g. □
Como consequência da demonstração do Teorema 1, obtemos o seguinte resultado.

Corolário 1. Sejam U ⊂ R2 um subconjunto aberto e X = u∂x + v∂y ∈ X(U)
um campo conforme com respeito a uma métrica conforme g = ρ2g0, então o fator
conforme de X é dado por

ψ =
∂u

∂x
+

1

ρ

(
u
∂ρ

∂x
+ v

∂ρ

∂y

)
.
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Usando diretamente o Teorema 1, obtemos uma caracterização para os campos
conformes no plano Euclidiano munido com a métrica canônica.

Corolário 2.Uma função complexa f =u+ iv :C→C é holomorfa, se e somente se,
o campo de vetores X ∈ X(R2), definido por

X = u∂x + v∂y

é conforme sobre o plano R2 munido com a métrica canônica. Nesse contexto, tem-
se que o fator conforme é dado por ψ = ∂u

∂x
.

Demonstração. Fazendo ρ ≡ 1 no Teorema 1, obtemos g = g0 e o resultado segue
diretamente do referido teorema e do Corolário 1. □

Diante do Corolário 2 anteriormente enunciado, apresentamos um exemplo de
campo conforme, obtido a partir da função holomorfa f : C→ C dada por f(z) = ez.

Exemplo 16. O campo de vetores X ∈ X(R2), definido por

X = (ex cos y)∂x + (exsen y)∂y
é conforme sobre (R2, g0) com fator conforme dado por ψ(x, y) = ex cos y.

Novamente aplicando o Teorema 1, obtemos uma caracterização para campos
conformes no plano hiperbólico, onde adotamos a notação C+ = {z ∈ C; Im(z) > 0}.
Corolário 3. Uma função complexa f = u + iv : C+ → C será holomorfa, se e
somente se, o campo de vetores X ∈ X(H2), definido por

X = u∂x + v∂y

for conforme sobre H2. Nesse contexto, tem-se que o fator conforme é dado por

ψ =
∂u

∂x
− 1

y
v =

∂v

∂y
− 1

y
v.

Demonstração. Supondo ρ(x, y) = y−1 no Teorema 1, obtemos g = y−2g0 e o resul-
tado segue diretamente do referido teorema e do Corolário 1. □

Aplicando o Corolário 3, apresentamos um exemplo de campo conforme a partir
da função holomorfa f : C+ → C dada por f(z) = 1

z
.

Exemplo 17. O campo de vetores X ∈ X(H2) definido por

X =
x

x2 + y2
∂x −

y

x2 + y2
∂y

é conforme com fator conforme ψ : H2 → R, dado por ψ(x, y) = 2y2

(x2+y2)2
.

No intuito de apresentar uma recíproca do primeiro teorema, provamos a seguir
que métricas conformes à métrica canônica são as únicas métricas Riemanniana
no plano Euclidiano que permitem estabelecer a mesma equivalência descrita no
Teorema 1.

Teorema 2. Seja U ⊂ R2 um subconjunto aberto do plano Euclidiano munido de
uma métrica g. Suponha que toda função complexa holomorfa f = u+iv : π(U) → C

implica que o campo de vetores X = u∂x + v∂y ∈ X(U) é conforme com relação a g,
então g é conforme à métrica canônica.
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Demonstração. Devemos lembrar que uma métrica g definida em um subconjunto
aberto de R2 pode ser escrita na forma

g = Adx2 +B(dxdy + dydx) + Cdy2,

onde A,B,C : U → R são funções suaves, tais que
A,C > 0 e AC −B2 > 0,

que correspondem aos coeficientes da primeira forma fundamental.
Sabendo que A é suave e positiva, então a função ρ =

√
A

−1
é suave e positiva,

permitindo-nos definir a métrica conforme
g = ρ2g = dx2 +BA−1(dxdy + dydx) + CA−1dy2,

que pode ser reescrita na forma
g = dx2 + F (dxdy + dydx) +Gdy2,

onde F = BA−1 e G = CA−1.
Por um cálculo direto, verifica-se que os campos de vetores

E1 = ∂x e E2 =
1√

G− F 2
(∂y − F∂x)(7)

constituem um referencial ortonormal, cujos colchetes de Lie satisfazem

[E1, E1] = [E2, E2] = 0 e [E1, E2] = −[E2, E1] = − Fx√
G− F 2

E1 −
Gx − 2FFx

2(G− F 2)
E2,

onde Fx = ∂F
∂x

e Gx = ∂G
∂x

.
Usando a fórmula de Koszul (cf. Carmo [5]), obtemos as conexões Riemannianas

∇E1E1 =
Fx√
G− F 2

E2, ∇E2E2 = −Gx − 2FFx

2(G− F 2)
E1,

∇E1E2 = − Fx√
G− F 2

E1 e ∇E2E1 =
Gx − 2FFx

2(G− F 2)
E2,

expressas em termos dos campos de vetores que constituem o referencial ortonormal
{E1, E2}, conforme descrito por (7).

Diante das equivalências enunciadas, tem-se para toda função complexa holomorfa
f = u+ iv : π(U) → C que

V = u∂x + v∂y,

é um campo conforme (com relação a g e g), podendo ser reescrito na forma

V = (u+ vF )E1 + v
√
G− F 2E2,

onde π(U) ⊂ C é o subconjunto aberto obtido da imagem de U ⊂ R2 por π : R2 → C.
Sendo V um campo conforme, tem-se em particular que

LV g(E1, E1) = LV g(E2, E2) = 2ψ,

bem como,
LV g(E1, E2) = LV g(E2, E1) = 0,

onde ψ denota o fator conforme de V .
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Nessas condições, temos que

LV g(E1, E1) = 2⟨∇E1V,E1⟩g = 2[E1⟨V,E1⟩g − ⟨V,∇E1E1⟩g],
ou ainda,

LV g(E1, E1) = 2 [E1(u+ vF )− vFx] = 2 (ux + vxF ) ,

onde ux = ∂u
∂x

e vx = ∂v
∂x

.
De modo análogo, obtemos

LV g(E2, E2) =
1

G− F 2

[
2(G− F 2)(vy − vxF ) + (Gx − 2FFx)u+ (Gy − 2FFy)v

]
,

bem como,

LV g(E1, E2) = LV g(E2, E1) =
1√

G2 − F
[uy + vx(G− 2F 2) + uFx + vFy] = 0,

onde uy = ∂u
∂y

, Fy =
∂F
∂y

e Gy =
∂G
∂y

.
Em outras palavras, podemos afirmar que os coeficientes F e G da métrica g

satisfazem as equações

4vxF (G− F 2) = (Gx − 2FFx)u+ (Gy − 2FFy)v,

e

uy + vx(G− 2F 2) + uFx + vFy = 0,

sempre que a função complexa f = u+ iv : π(U) → C for holomorfa.
Em particular, estas equações valem para a função f1 : U → C, dada por

f1(z) = 1,

cujas partes real e imaginária são u1 ≡ 1 e v1 ≡ 0, respectivamente, implicando que

Gx − 2FFx = 0 e Fx = 0,

portanto F e G não dependem de x.
De modo análogo, verifica-se o mesmo para a função f2 : U → C, definida por

f2(z) = iz,

que nos permite inferir

4F (G− F 2) = (Gy − 2FFy)x e − 1 + (G− 2F 2) + xFy = 0,

pois as partes real e imaginária são u2(x, y) = −y e v2(x, y) = x, respectivamente.
Sabendo que F e G não dependem de x, então

4F (G− F 2) = (Gy − 2FFy) = 0 e Fy = G− 2F 2 − 1 = 0,

ou ainda,

F = 0 e G = 1,

donde concluímos que g = dx2 + dy2 e g é conforme à métrica canônica. □
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Observação 7. Os Teoremas 1 e 2 evidenciam a relação entre o caráter conforme
das funções complexas holomorfas e o caráter conforme dos campos conformes em
abertos Riemannianos munidos com uma métrica conforme à métrica canônica.
Mais detalhes sobre o caráter conforme de funções holomorfas encontram-se em
Ávila [1], Lins Neto [9] e Soares [16].

3.2. Algumas Aplicações. Nesta última subseção, apresentamos mais algumas
aplicações dos resultados principais em forma de corolários, os quais descrevem
explicitamente os campos homotéticos e os campos conformes gradientes definidos
sobre os planos Euclidiano e hiperbólico.

Nesse momento, aplicamos o Corolário 2 para descrever explicitamente os campos
homotéticos definidos sobre o plano Euclidiano munido com a métrica canônica.

Corolário 4. Seja X ∈ X(R2) um campo homotético sobre (R2, g0), então

X = (ψx+ ay + b)∂x + (−ax+ ψy + c)∂y,

onde a, b, c ∈ R e ψ denota o fator conforme de X.

Demonstração. Inicialmente, definimos a função f : C→ C por

f(z) = u(x, y) + iv(x, y),

onde u = ⟨X, ∂x⟩ e v = ⟨X, ∂y⟩. Decorre do Teorema 1 que f é holomorfa, portanto

ψ =
∂u

∂x
=
∂v

∂y
e

∂u

∂y
+
∂v

∂x
= 0,(8)

onde usamos a Proposição 4 e o Corolário 1.
Sabendo que X é homotético, então seu fator conforme ψ é constante e assim

u(x, y) = ψx+ σ(y) e v(x, y) = ψy + ϕ(x),

onde σ, ϕ : R → R dependem apenas de y e x, respectivamente. Da segunda
igualdade de (8), obtemos

ϕ′(x) + σ′(y) = 0,

portanto ϕ(x) = −ax+ c e σ(y) = ay + b com a, b, c ∈ R.
Diante do exposto, tem-se que

u(x, y) = ψx+ ay + b e v(x, y) = −ax+ ψy + c,

donde concluímos que

X = (ψx+ ay + b)∂x + (−ax+ ψy + c)∂y,

para a, b, c ∈ R. □

Na sequência, obtemos a descrição explícita dos campos conformes gradiente sobre
o plano Euclidiano que corresponde a um caso particular da descrição dos campos
conformes gradiente no espaço Euclidiano (cf. Pigola et al. [17]).
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Corolário 5. Seja X ∈ X(R2) um campo conforme gradiente sobre (R2, g0), então
X é homotético e sua função potencial é dada por

φ(x, y) =
1

2
[ψ(x2 + y2) + 2ax+ 2by + 2c],

onde a, b, c ∈ R e ψ denota o fator conforme.

Demonstração. Sabendo que X = ∇φ é conforme, então

LXg = 2Hessφ = 2ψ(dx2 + dy2),

no entanto, a definição de derivada de Lie nos fornece

LXg = 2Hessφ = 2

(
∂2φ

∂x2
dx2 +

∂2φ

∂x∂y
dxdy +

∂2φ

∂y∂x
dydx+

∂2φ

∂y2
dy2
)
,

consequentemente,

∂2φ

∂x∂y
=

∂2φ

∂y∂x
= 0 e

∂2φ

∂x2
=
∂2φ

∂y2
= ψ.

Decorre da segunda igualdade acima que

∂ψ

∂x
=

∂3φ

∂2y∂x
= 0 e

∂ψ

∂y
=

∂3φ

∂2x∂y
= 0,

portanto ψ é constante e X é homotético. Nessas condições, podemos concluir que

φ(x, y) =
1

2
[ψ(x2 + y2) + 2ax+ 2by + 2c],

onde a, b, c ∈ R e ψ denota o fator conforme. □

Agora vamos utilizar o Corolário 3 para descrever explicitamente os campos ho-
motéticos definidos sobre o plano hiperbólico.

Corolário 6. Seja X ∈ X(H2) um campo homotético, então X é um campo de
Killing dado por

X = [a(x2 − y2) + bx+ c]∂x + (2ax+ b)y∂y,

onde a, b, c ∈ R.

Demonstração. Inicialmente, definimos a função f : C+ → C por

f(z) = u(x, y) + iv(x, y),

onde u = ⟨X, ∂x⟩ e v = ⟨X, ∂y⟩. Decorre do Teorema 1 que f é holomorfa, portanto

ψ =
∂u

∂x
=
∂v

∂y
e

∂u

∂y
+
∂v

∂x
= 0,(9)

onde usamos a Proposição 4 e o Corolário 1.
Sabendo que X é homotético, então ψ é constante e satisfaz

ψ =
∂u

∂x
− 1

y
v =

∂v

∂y
− 1

y
v,
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implicando que
∂2u

∂x∂y
=

1

y

(
∂v

∂y
− 1

y
v

)
=

1

y
ψ.(10)

Por outro lado, temos que
∂(y−1v)

∂y
=

1

y

(
∂v

∂y
− 1

y
v

)
=

1

y
ψ,

que nos fornece
v(x, y) = ψy ln y + yσ(x),

onde σ : R→ R depende apenas de x.
Diante do exposto, tem-se que

∂v

∂x
= −∂u

∂y
= σ′(x),

que juntamente com (10) nos permite obter

σ′′(x) = − ∂2u

∂x∂y
= −1

y
ψ,

donde deduzimos que ψ = 0 e σ′′ ≡ 0.
Nessas condições, podemos escrever

σ(x) = 2ax+ b,

implicando que

v(x, y) = (2ax+ b)y,(11)

onde a, b ∈ R.
Para além disso, vamos ter

∂u

∂x
= 2ax+ b e

∂u

∂y
= −2ay,

portanto u(x, y) = a(x2 − y2) + bx+ c e junto com a expressão (11), obtemos

X = [a(x2 − y2) + bx+ c]∂x + (2ax+ b)y∂y,

onde a, b, c ∈ R. □
Finalmente, obtemos a descrição explícita dos campos conformes gradiente sobre

o plano hiperbólico que corresponde a um caso particular da descrição dos campos
conformes gradiente no espaço hiperbólico (cf. Silva Filho [15]).

Corolário 7. Seja X ∈ X(H2) um campo conforme gradiente, então sua função
potencial é dada por

φ(x, y) =
1

2y
[a(x2 + y2) + 2bx+ 2cy + 2d],

onde a, b, c, d ∈ R e o fator conforme satisfaz ψ ≡ φ− c.
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Demonstração. Inicialmente, vamos definir uma função complexa f : C+ → C pela
expressão

f(z) = u(x, y) + iv(x, y),

onde u = ⟨X, ∂x⟩ e v = ⟨X, ∂y⟩. Decorre do Teorema 1 que f é holomorfa, portanto
∂u

∂x
=
∂v

∂y
e

∂u

∂y
+
∂v

∂x
= 0,

onde usamos a Proposição 4.
Por outro lado, usamos a fórmula do gradiente da mudança conforme de métrica

(cf. Obata e Yano [12]) para obter

y2
∂φ

∂x
= u e y2

∂φ

∂y
= v,(12)

então definindo ζ : H2 → R por ζ(x, y) = 2yφ(x, y), podemos reescrever as relações
anteriores na forma

∂ζ

∂x
=

2

y
u e

∂ζ

∂y
= 2φ+

2

y
v.

Fazendo um cálculo direto, obtemos
∂2ζ

∂x2
=

2

y
ux e

∂2ζ

∂y2
= 2

∂φ

∂y
+

2

y
vy −

2

y2
v =

2

y
vy,

logo,
∂3ζ

∂x3
=

∂3ζ

∂x2∂y
= 0,

portanto ∂2ζ
∂x2 = ∂2ζ

∂y2
= a.

Diante do exposto, podemos escrever
ζ(x, y) = a(x2 + y2) + 2bx+ 2cy + 2d,

implicando que

φ(x, y) =
1

2y
[a(x2 + y2) + 2bx+ 2cy + 2d],

onde a, b, c, d ∈ R.
Finalmente, aplicamos o Corolário 1 e usamos as expressões (12) para inferir

ψ = y2
∂2φ

∂x2
− y

∂φ

∂y
,(13)

no entanto,
∂2φ

∂x2
=
a

y
e

∂φ

∂y
=

1

y
φ(x, y)− ay + c

y
,

que substituídas em (13) nos permite concluir que ψ ≡ φ− c. □
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MODELAGEM DE TEMPERATURA NO DISCO

CLEUBER SILVA

Resumo. Este texto tem o intuito de apresentar uma proposta de solução para o
problema de distribuição de temperatura no disco. É apresentada solução através
do método de separação de variáveis por coordenadas polares, complementando
com o Software Mathematica com condição de simetria trigonal e borda com
tempertura nula.

1. Introdução

O problema da transferência de calor no disco se mostra bastante interesssante
do ponto de vista matemático, pois além do envolvimento de coordenadas polares,
aparecem as funções de Bessel não comuns em problemas de uma placa retangular,
por exemplo. O conhecimento do comportamento dessas funções é de extrema im-
portância para a solução deste problema, visto que se ganha tanto a análise quando
r → 0 quanto em relação ao tamanho do disco de raio r = b através dos Zeros de
Bessel. Falando especificamente das funções de Bessel, elas são obtidas a partir de
uma equação diferencial de segunda ordem do tipo:

x2
d2y

dx
+ x

dy

dx
+ (x2 − p2)y = 0

cujas soluções de 1◦ e 2◦ espécies são dadas, respectivamente, por

Jm(x) =
∞∑

n=0

(−1)n

n!(n+m)!

(x
2

)2n+m

e Ym(x) =
Jm(x) cosmπ − J−m(x)

sinmπ
.

Desse modo, sob o viés destas funções, pode-se chegar a resultados bastante con-
cretos. Com ajuda do Software de álgebra computacional Mathematica, com a
condição de simetria trigonal e borda com tempertura nula. A saber, tomando-se
as u0(r, θ) = J3(ζ3r) cos(3θ) e u∗0(r, θ) = sin(r) sin(r − 1) cos(3θ) como condições
iniciais, obteremos a solução do problema.

Palavras chave. Modelagem Matemática, Separação de Variáveis, Funções de Bessel.
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2. Situação Problema

O problema consiste uma placa circular de raio b, homogeneamente constituída de
um material de difusividade térmica α. Considerando as condições de fronteira do

disco u(b, θ, t) = 0 e u (r, θ, t) = u

(
r, θ +

2nπ

3
, t

)
, n ∈ N e r < b. Sob as seguintes

condições iniciais descritas:
i)

u0(r, θ) = J3(ζ3r) cos(3θ)

ii)
u∗0(r, θ) = sin(r) sin(r − 1) cos(3θ)

Admitindo-se que este problema não possui fonte interna de calor pode-se dizer
que a formulação do problema é dada por:

(1) α∇2u(r, θ, t) =
∂u

∂t

donde,

(2) ∇2u(r, θ, t) =
∂2u

∂r2
+

∂u

r∂r
+

∂2u

r2∂θ2

Através desta formulação, pretende-se estudar o comportamento radial e angular
da temperatura ao longo do tempo.

3. Metodologia

De posse do método de separação de variáveis pode-se ter,

(3) u(r, θ, t) = f(r)ω(θ)g(t)

Podemos escrever a equação 1, da seguinte forma:

(4)
g′

αg
=
f ′′

f
+
f ′

rf
+

ω′′

r2ω
= −λ

Reescrendo a equação 4,

(5)
r2

f

(
f ′′ +

f ′

r
+ λf

)
= −ω

′′

ω
= µ

E assim resume-se o problema em resolver o sistema,




g′ + αλg = 0

ω′′ + µω = 0

r2f ′′ + rf ′ + (λr2 − µ)f = 0



Modelagem no Disco 168

Para a primeira equação, obtém-se a solução geral,

(6) g(t) = c1e
−αλt

Para que se possa solucionar a segunda equação do sistema, tem-se os seguintes
casos:

3.1. Caso 1. µ = 0

Isso implica em:

(7) ω(θ) = c2θ + c3 = ω

(
θ +

2nπ

3

)
= c2

(
θ +

2nπ

3

)
+ c3 = c2θ +

c22nπ

3
+ c3

Portanto, c2 = 0 e determina-se,

(8) ω(θ) = c3

3.2. Caso 2. µ = β2 > 0

ω(θ) = c4 cos βθ + c5 sin βθ = ω

(
θ +

2nπ

3

)

Que equivalente a escrever:

ω

(
θ +

2nπ

3

)
= c4 (cos(βθ) cos(β2nπ/3)θ − sin(βθ) sin(β2nπ/3)θ)+

+c5 (sin(βθ) cos(β2nπ/3)θ + cos(βθ) sin(β2nπ/3)θ)

Igualando estas equações, obtém-se

{
cos β 2nπ

3
= 1

sin β 2nπ
3

= 0

Portanto,

(9) β
2nπ

3
= 2kπ ⇐⇒ β =

3k

n

Então:

(10) ω(θ) = c4 cos
3k

n
θ + c5 sin

3k

n
θ
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3.3. Caso 3. µ = −β2 < 0, pode-se escrever:

(11) ω(θ) = c6e
βθ + c7e

−βθ = c6e
β(θ+ 2nπ

3 ) + c7e
−β(θ+ 2nπ

3 )

Segue portanto que equação 11 é válida se β = 0 e assim µ = 0 que é justamete
o caso 1, já analisado anteriormente.

Finalmente vamos analisar a terceira equação do sistema com os seguintes casos:

3.4. Caso 4. µ = 0 e λ = 0

A equação se tornará:

(12) r2f ′′ + rf ′ = 0

Cuja solução geral é dada por:

(13) f(r) = c8 ln r + c9

Tomando r = b tem-se:

(14) f(b) = 0 = c8 ln b+ c9, c9 = −c8 ln b
Segue portanto,

(15) f(r) = c8 ln
r

b

3.5. Caso 5. λ = 0 e µ > 0

Portanto a terceira equação do sistema se tornará:

(16) r2f ′′ + rf ′ − µf = 0

Façamos uma análise da solução usando-se série de potência, definindo-se:

(17) f(r) =
∞∑

i=0

air
i+j

donde as respectivas derivadas são:

(18) f ′(r) =
∞∑

i=0

(i+ j)air
i+j−1

(19) f ′′(r) =
∞∑

i=0

(i+ j)(i+ j − 1)ri+j−2
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Substituindo as equações 17, 18, 19 em 16 tem-se:

(20)
∞∑

i=0

ai((i+ j)2 − µ)ri+j = 0

Logo ai = 0, ∀ i = 1, 2, 3, ....

3.6. Caso 6. λ = γ2 > 0 e µ = 0

(21) r2f ′′ + rf ′ + (γr)2f = 0

Cujo solução é dada por:

(22) f(r) = c10J0(γr) + c11Y0(γr)

Quando r → 0+ tem-se que Y0(γr) → −∞, logo:

(23) f(r) = c10J0(γr)

Como f(b) = 0, temos que J0(γb) = 0. Seja xi alguma raiz de J0(γb), tem-se:

γi =
xi
b

Portanto,

(24) f(r) = c10J0

(xir
b

)

3.7. Caso 7. λ = γ2 e µ =

(
3k

n

)2

a solução dada por:

(25) f(r) = c12J 3k
n
(γr)

Novamente, fazendo-se f(b) = 0 e seja zi a raiz de J 3k
n
(γr) tem-se:

γi =
zi
b

A equação 25 se tornará:

(26) f(r) = c12J 3k
n

(zi
b
r
)
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3.8. Caso 8. λ = −γ2 e µ = 0

Essa análise é análoga ao caso 6. A modificação geral se dá pela equação de Bessel
modificada que nós representaremos por In. De fato a solução geral deste caso é
dada por:

(27) f(r) = c13I0

(si
b
r
)

Cujo si é raiz I0 (γr) em r = b

3.9. Caso 9. λ = −γ2 e µ =

(
3k

n

)2

análogo o caso 7 tem-se

(28) f(r) = c14I 3k
n

(
ti
b
r

)

Agora finalmente aglomerando todas as soluções usando-se o fato de u(θ, r, t) =
f(r)g(t)ω(θ), temos:

u(θ, r, t) = a0,0 ln
r

b
+

∞∑

i=1

a0,iJ0

(xir
b

)
e−αt(xi

b )
2

+

+
∞∑

k=1

∞∑

i=1

ak,iJ 3k
n

(zi
b
r
)
cos

(
3k

n
θ

)
e−αt( zi

b )
2

+

+
∞∑

k=1

∞∑

i=1

bk,iJ 3k
n

(zi
b
r
)
sin

(
3k

n
θ

)
e−αt( zi

b )
2

+
∞∑

i=1

c0,iI0

(sir
b

)
eαt(

si
b )

2

+

+
∞∑

k=1

∞∑

i=1

dk,iI 3k
n

(
ti
b
r

)
cos

(
3k

n
θ

)
eαt(

ti
b )

2

+
∞∑

k=1

∞∑

i=1

fk,iI 3k
n

(
ti
b
r

)
sin

(
3k

n
θ

)
eαt(

ti
b )

2

Supondo t = 0 tem-se u(r, θ, 0) = u0(r, θ)

Segue que:

u0(θ, r) = a0,0 ln
r

b
+

∞∑

i=1

a0,iJ0

(xir
b

)
+

∞∑

k=1

∞∑

i=1

ak,iJ 3k
n

(zi
b
r
)
cos

(
3k

n
θ

)
+

+
∞∑

k=1

∞∑

i=1

bk,iJ 3k
n

(zi
b
r
)
sin

(
3k

n
θ

)
+

∞∑

i=1

c0,iI0

(sir
b

)
+

∞∑

k=1

∞∑

i=1

dk,iI 3k
n

(
ti
b
r

)
cos

(
3k

n
θ

)

+
∞∑

k=1

∞∑

i=1

fk,iI 3k
n

(
ti
b
r

)
sin

(
3k

n
θ

)
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4. Condição u0(r, θ) = J3(ζ3r) cos(3θ)

Dado que u0(r, θ) = J3(ζ3r) cos(3θ) temos que:

(29) u0(r, θ) = J3(ζ3r) cos(3θ) =
∞∑

k=1

∞∑

i=1

ak,iJ 3k
n

(zi
b
r
)
cos

(
3k

n
θ

)

Façamos primeiro o caso n = 1 e fazendo b = 1 a equação 34 se tornará:

u0(r, θ) = J3(ζ3r) cos(3θ) =
∞∑

k=1

∞∑

i=1

ak,iJ3k (zir) cos (3kθ) =
∞∑

k=1

ak,1J3k(z1r)cos(3kθ)

+
∞∑

k=1

ak,2J3k(z2r)cos(3kθ) + ...

Pela lei de formação de u0(r, θ), toma-se o valor de k = 1 em cada somatório e
portanto:

(30) u0(r, θ) =
∞∑

i=1

a1,iJ3(zir)cos(3θ)

Usando-se a ortogonalidade da função J podemos escrever:

(31) a1,i =

∫ 2π

0

∫ 1

0

u0(r, θ)J3(zir)cos(3θ)rdrdθ

∫ 2π

0

∫ 1

0

[J3(zir)cos(3θ)]
2 rdrdθ

5. Condição u∗0(r, θ) = sin(r) sin(r − b) cos(3θ)

De maneira análoga a seção anterior, tem-se

(32) u∗0(r, θ) =
∞∑

i=1

a1,iJ3(zir) cos(3θ) +
∞∑

j=1

d1,jI3k(tir) cos(3θ)

Logo, como tj = 0 é raiz única de I3, tem-se que
∞∑

j=1

d1,jI3k(tir) cos(3θ) = 0.

Usando-se a ortogonalidade da função J pode-se escrever:

(33) a1,i =

∫ 2π

0

∫ 1

0

u∗0(r, θ)J3(zir)cos(3θ)rdrdθ

∫ 2π

0

∫ 1

0

[J3(zir)cos(3θ)]
2 rdrdθ

Portanto,
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(34) u(r, θ, t) =
∞∑

i=1

∫ 2π

0

∫ 1

0

u∗0(r, θ)J3(zir)cos(3θ)rdrdθ

∫ 2π

0

∫ 1

0

[J3(zir)cos(3θ)]
2 rdrdθ

J3(zir)cos(3θ)e
−αt(zi)

2

6. Resultados Obtidos

Para uma modelagem computacional deste problema foi utilizado o Software
Mathematica tendo como referência o alumínio cuja difusividade térmica α =
98, 8mm2

s
e raio b = 1. Tomando-se a condição u0(r, θ) = J3(ζ3r) cos(3θ) foram obti-

dos os resultados mostrados na figura 1 considerando um tempo de 0 a 0,0002s com
intervalos de ∆t = 0, 00005s e escala para u(r, θ, t) entre -0,5K e 0,5K representada
no eixo vertical.

Figura 1. Evolução do perfil de temperatura da Placa

É importante notar que no instante inicial o perfil de u(r, θ, t) obedece a condição
J3(ζ3r) cos(3θ), e, portanto, é periódico. Dado que u(b, θ, t) = 0, de certo o perfil
de temperatura da placa irá convergir para 0 no regime permanente. É fato que tal
resultado diante da boa difusividade térmica do alumínio tem convergência rápida
e em pouco tempo como se vê a figura 1.

Por outro lado, na figura 2, tem-se um exemplo do perfil de temperatura no
instante inicial para θ = 0, ou seja u(r, 0, 0). É importante notar que os valores
máximos e mínimos da u correspondem as cores vermelho e azul na figura 1. Equanto
a cor verde corresponde a uma faixa intermediária de temeperatura.

Figura 2. Perfil de temperatura u(r, 0, 0)
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Na figura 3 encontra uma tabela de temperatura para θ = 0. É importante notar
a a convergência para 0 em todas as análises para diferentes raios sejam eles mais
perto do centro ou mais afastados.

Cada resultado mostrado na tabela 4 foi definido para 20 termos da série de
u(r, θ, t). Como teste aumentou-se para 40 termos e os resultados continuaram
convergindo. Isso acontece pelo fato dos coeficientes da série de u serem muito
pequenos quando n→ ∞ acarrentando uma convergência para os valores da tabela.

Figura 3. Tabela de Temperatura do disco em θ = 0

Em seguida, para u∗0(r, θ) = sin(r) sin(r−1) cos(3θ) a figura 4 tem-se a evolução de
temperatura considerando a mesma placa de alumínio com raio b = 1. Foi analisado
um tempo de 0 a 0,0008s com intervalos de ∆t = 0, 00005s.

Figura 4. Evolução do mapa de Temperatura no tempo

É importante notar que, devido a u∗0(r, θ), o mapa de temperatura na evolução
temporal entrou em regime permanente em tempo superior ao analisado em u0. No-
vamente os trechos de temperatura vermelha e azul representam, respectivamente,
as máximas e mínimas de u, enquanto a cor verde, representa uma faixa intermediá-
ria. A figura 5 representa um exemplo de perfil de temperatura no instante inicial
para θ = π

3
.

A convergência de temperaturas para o ângulo de
π

3
são verificadas na figura

6. Todas as temperaturas calculadas são para os 20 primeiros termos da série de
u. Aumentando-se a quantidade de termos para 40, os resultados mostraram uma
convergência para os valores desta figura. De fato, cada coeficiente da série converge
para 0 e, portanto, os valores de temperatura convergem para esta tabela.
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Figura 5. Perfil de tempetura para u
(
r,
π

3
, 0
)

Figura 6. Evolução da Temperatura no tempo para θ = π
3

7. Conclusão

Verifica-se então, que o mapa de temparatura no disco com bordo nulo é bastante
influenciado pela função u0(r, θ) dada. De fato, para u0(r, θ) = J3(ζ3r) cos(3θ), a
função de Bessel exerce grande influência na convergência mais rápida em compa-
ração a u∗0(r, θ) = sin(r) sin(r− 1) cos(3θ). Com a implementação computacional do
problema foi possível verificar que essa convergência mais rápida foi decorrência de
cada coeficiente da série ser da ordem de 10−16.

No entanto, o alumínio precisa ser citado pelo fato de ter uma alta condutivi-
dade térmica. Mesmo com convergência diferente para as condições apontadas no
problema, vê-se de fato uma boa convergência para ambos os métodos. Abre-se a
possibilidade para trabalhos futuros, comparar convergência de temperatura para
diferentes materiais acrescentando fonte térmica interna, modificando a solução da
EDP original.
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SOBRE A INTEGRABILIDADE DE FORMAS PFAFFIANAS NO
Rn

PEDRO F. DA SILVA JÚNIOR

Resumo. Este artigo detalha as condições menos conhecidas no Rn para a inte-
grabilidade das formas pfaffianas, ou 1-formas. É dada ênfase na localidade de tais
condições e são fornecidas provas, com alguns detalhes adicionais, dos teoremas
devidos a Clairaut e Carathéodory. Considerando a importância da integrabili-
dade das formas pfaffianas, em particular na física-matemática, este artigo mostra
que: existe um conteúdo oculto no teorema de Carathéodory no sentido de uma
integrabilidade global.

1. Introdução

As formas pfaffianas são um caso particular de formas diferenciais: as 1-formas.
O tratamento deste assunto através de formas diferenciais, incluindo a utilização de
álgebra exterior e de variedades diferenciáveis mais gerais do que o Rn, ultrapassa o
escopo deste artigo1. O estudo das formas pfaffianas tem relevância teórica e prática
em si mesmo, particularmente, na física-matemática [3, 4].

Este artigo tem dois objetivos principais. O primeiro é apresentar ao leitor, com
algum detalhe, as condições menos conhecidas para a integrabilidade das formas
pfaffianas no Rn, as quais têm um caráter local e raramente aparecem em livros
de equações diferenciais e formas diferenciais. O segundo é discutir a possibilidade
e obtenção de um critério de integrabilidade global para as formas pfaffianas. O
Teorema de Frobenius não se enquadra no roteiro proposto para este trabalho e, por
isso, será omitido. A exceção é um breve comentário na seção 4.

Bem, primeiro estudadas por Clairaut, Fontaine, e Euler, de acordo com Katz
[5], as formas pfaffianas foram assim nomeadas em honra a Pfaff, que entre 1814

Data de aceitação: 1 de outubro de 2019.
Palavras chave. Formas pfaffianas, integrabilidade de formas pfaffianas, teorema de

Carathéodory.
1Para o leitor interessado numa abordagem extensiva do assunto através de formas diferenciais

sugerimos a consulta do livro de Flanders [1], para uma exposição aplicada em física, ou do livro
de Morita [2], para uma com foco em matemática pura.
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e 1815, tratou do assunto em mais detalhes [6]. Mais tarde, matemáticos notáveis
expandiram o trabalho de Pfaff, com destaque para Frobenius [7] e Cartan [8].

Uma forma adequada de aqui definirmos formas pfaffianas é semelhante a como
faz Morita [2].

Definição 1.1. (Forma pfaffiana). Seja uma coleção de n variáveis independentes
x1, x2, ..., xn no Rn, e uma coleção de n funções Fi = Fi(x1, x2, ..., xn) de classe C∞

em um conjunto aberto B ⊆Rn. Para os objetos δξ,

δξ =
n∑

i=1

Fi(x1, x2, ..., xn)dxi,

definidos em B, com δξ representando o infinitésimo de uma certa quantidade finita
ξ em B, damos o nome de formas pfaffianas em n variáveis.

Doravante quando nos referirmos a uma forma pfaffiana genérica estaremos nos
baseando em uma forma pfaffiana δξ, cujos parâmetros são exemplificados a partir da
Definição 1.1. Agora, uma forma pfaffiana pode, ou não, remeter ao que chamamos
de diferencial de uma função. Quando uma forma pfaffiana δξ não possui as funções
Fi identificadas como as derivadas parciais de uma função ξ = ξ(x1, x2, ..., xn) com
relação as respectivas variáveis xi, (Fi = ∂ξ/∂xi), então ela não representa o diferen-
cial de uma tal função ξ e chamamos δξ de diferencial inexata. Ou seja, nesse caso, a
quantidade δξ representa apenas o infinitésimo de uma certa quantidade finita ξ, e ξ
não é uma função das n variáveis independentes xi no sentido de ξ = ξ(x1, x2, ..., xn).

Do contrário, se a forma pfaffiana δξ possuir as funções Fi identificadas como as
derivadas parciais de uma função ξ = ξ(x1, x2, ..., xn) com relação as respectivas
variáveis xi, (Fi = ∂ξ/∂xi), então ela é o diferencial de uma tal função ξ, de fato
existente. Além disso, nesse caso, também chamamos δξ de diferencial exata e
substituímos, na simbologia da sua designação, o símbolo δ pelo habitual símbolo
d, tradicionalmente utilizado para designar o infinitésimo de uma quantidade que é
uma função ordinária.

Ocorre que, em alguns casos, mesmo que a forma pfaffiana δξ seja uma diferencial
inexata, ela pode ser identificada como o resultado do produto de uma função µ =
µ(x1, x2, ..., xn) com uma diferencial exata dψ, onde ψ é uma função das n variáveis
independentes x1, x2, ..., xn, em termos de ψ = ψ(x1, x2, ..., xn). Isto é, existindo
µ, e sendo µ(x1, x2, ..., xn) ̸= 0, em um conjunto aberto A, onde A ⊆ B, segue
que a quantidade δξ/µ será uma diferencial exata dψ em A. Quando isso acontece
dizemos que δξ é integrável em A, e chamamos a função µ−1 de fator integrante
de δξ. Além disso, dada a suavidade das funções Fi em todo B, para a discussão
da integrabilidade queremos assumir também que as formas pfaffianas sejam não-
singulares em B; i.e., não identicamente nulas em todo B.

Definição 1.2. (Forma pfaffiana integrável). Seja δξ uma forma pfaffiana não-
singular. Se existirem funções µ = µ(x1, x2, ..., xn), com µ(x1, x2, ..., xn) ̸= 0, e
ψ = ψ(x1, x2, ..., xn) tais que

δξ = µdψ,
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em um aberto A ⊆ B, então δξ é dita ser integrável em A. Ainda, a função µ−1 é
chamada de fator integrante de δξ.

Naturalmente, pela Definição 1.2, toda δξ tal que δξ = dξ é integrável. Para
continuarmos a nossa discussão precisamos mencionar a importante situação que
ocorre nos caminhos em B tais que uma forma pfaffiana se anula, onde obtemos a
chamada equação de Pfaff associada a essa forma pfaffiana.

Definição 1.3. (Equação de Pfaff). A equação de Pfaff associada a forma pfaffiana
δξ é

δξ = 0.

É muito importante ser dito que uma equação de Pfaff não diz que δξ é identi-
camente nula em B; essa equação diz em quais caminhos de B a equação δξ = 0
tem solução2. Em seguida, para buscar mais familiaridade com a ideia de formas
pfaffianas integráveis, vamos buscar analisar as soluções das equações de Pfaff a elas
associadas.

Definição 1.4. (Equação de Pfaff Exata e Integrável). A equação de Pfaff associada
a forma pfaffiana δξ,

δξ = 0,

é chamada exata se, e somente se, δξ for uma diferencial exata, δξ = dξ; se, e
somente se, a forma pfaffiana δξ for integrável, a equação de Pfaff associada é
chamada de integrável.

Se δξ for uma forma pfaffiana que constitui uma diferencial exata, então δξ = dξ
e a equação de Pfaff associada dξ = 0 possui como solução ξ = ξ(x1, x2, ..., xn) =
constante, o que se trata geometricamente de uma hipersuperfície de dimensão n−1
em B.

Por outro lado, se δξ for uma forma pfaffiana que é uma diferencial inexata,
porém, integrável, então δξ = 0 ocorre nos mesmos caminhos em que dψ = 0, i.e.,
onde δξ = µdψ vale, conforme a Definição 1.2. Nessa situação, a solução de δξ = 0
é ψ = ψ(x1, x2, ..., xn) = constante, o que define uma hipersupefície de dimensão
n − 1, agora, em A. Naturalmente, se δξ for uma forma pfaffiana não integrável,
então a solução da equação δξ = 0 não precisa delimitar nenhum objeto geométrico
restringido a n− 1 dimensões como nos casos anteriores.

Isto posto, já podemos realizar a pergunta principal: em quais situações uma
forma pfaffiana é integrável? As seções 2 e 3 nos dão essa resposta.

2. Integrabilidade local

Esta seção trata das condições de integrabilidade que possuem caráter local para
as formas pfaffianas; i.e., condições que, quando satisfeitas, o são restritamente a

2Isso pode ser exemplificado com alguns usos das equações de Pfaff na física. Na Mecânica
Analítica, os vínculos mecânicos são frequentemente modeladas por uma equação de Pfaff [9], e na
Termodinâmica Clássica a representação usual de um processo infinitesimal adiabático δQ = 0 é
precisamente a equação de Pfaff da forma pfaffiana calor , δQ [10].
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alguma vizinhança M contida em B, em torno de um algum ponto p de B. Isso
ficará mais claro na seção 3, onde discutiremos condições para uma integrabilidade
global. Por ora, é interessante que uma definição para a integrabilidade local seja
formalizada.

Definição 2.1. (Integrabilidade local). Se a forma pfaffiana δξ não-singular é
integrável restritamente a alguma vizinhança M ⊂ B de todo ponto p ∈ B, dizemos
que δξ é localmente integrável em B.

Vamos discutir primeiro os casos mais simples para a integrabilidade local: os de
formas pfaffianas em duas e em três variáveis.

2.1. Formas pfaffianas em duas e em três variáveis. Para evitar repetições
desnecessárias, daqui em diante passaremos a assumir apenas formas pfaffianas não-
singulares. De acordo com a Definição 1.2, seja uma forma pfaffiana δξ em duas
variáveis, x1 e x2:

(1) δξ = F1(x1, x2)dx1 + F2(x1, x2)dx2.

A respectiva equação de Pfaff associada a forma pfaffiana da expressão (1), é,

(2) F1(x1, x2)dx1 + F2(x1, x2)dx2 = 0,

a qual define a seguinte equação diferencial ordinária de primeira ordem,

(3)
dx2
dx1

= −F1(x1, x2)

F2(x1, x2)
≡ f(x1, x2),

onde x2 = x2(x1). Agora, pelo Teorema da Existência e Unicidade para equações
diferenciais ordinárias3, se forem f(x1, x2) e ∂f(x1, x2)/∂x2 contínuas no aberto B,
dado algum ponto p = (x1

0, x2
0) ∈ B ⊆ R2, existe então em B uma única curva

ψ(x1, x2(x1)) = constante, parametrizada por x1, que fornece a função x2 = x2(x1)
solução da equação (3), tal que satisfaz x20 = x2(x1

0) em algum intervalo aberto
I contendo x1

0. Garantimos que as funções F1(x1, x2) e F2(x1, x2) são C∞ em B
por definição, e devemos assumir aqui que também são, por construção, não-nulas
em B, dada a arbitrariedade gerada por montarmos a equação (3) de modo que
x2 = x2(x1), ao invés de x1 = x1(x2). Do contrário, por essa arbitrariedade, poderia
ser δξ identicamente nula, ou indeterminada. Estas colocações permitem o uso deste
teorema para a equação (3). Com isso em mente, estamos aptos a tratar de um dos
mais importantes teoremas da teoria da integrabilidade das formas pfaffianas.

Teorema 1. Toda forma pfaffiana em duas variáveis em um aberto B é localmente
integrável em B.

3Atenção despendida para enunciar formalmente esse teorema é redundante ao propósito deste
artigo. Para maiores detalhes desse teorema fundamental sugerimos a leitura do livro de Codding-
ton e Levinson [11].
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Demonstração. Toda equação de Pfaff de uma forma pfaffiana em duas variáveis,
sendo essa equação exata ou não, define uma equação diferencial ordinária de pri-
meira ordem como a equação (3) que garante, pelo Teorema da Existência e Unici-
dade, ao menos localmente, a existência de uma única curva solução ψ(x1, x2(x1)) =
constante. Considere dψ em um aberto B ⊆R2:

(4) dψ =
∂ψ

∂x1
dx1 +

∂ψ

∂x2
dx2 = 0.

Observe que a equação (4) descreve as mesmas curvas x2 = x2(x1) que a equação
(3). Substiuindo então a equação (3) na equação (4), nós temos:

(5) dψ =
∂ψ

∂x1
dx1 −

F1(x1, x2)

F2(x1, x2)

∂ψ

∂x2
dx1 = 0.

Reorganizando a equação (5), e em vista da Definição 1.2, somos convidados a
definir a função µ = µ(x1, x2), claramente não nula, dada por,

(6) µ(x1, x2)
−1≡ 1

F1(x1, x2)

∂ψ

∂x1
=

1

F2(x1, x2)

∂ψ

∂x2
,

de onde imediatamente segue que:

(7) µdψ = F1(x1, x2)dx1 + F2(x1, x2)dx2 = δξ.

□
Outra prova para o Teorema 1 pode ser encontrada em [12]. No estudo da inte-

grabilidade de uma forma pfaffiana δξ em três variáveis, x1, x2 e x3,

(8) δξ = F1(x1, x2, x3)dx1 + F2(x1, x2, x3)dx2 + F3(x1, x2, x3)dx3,

é mais pertinente o uso da notação vetorial: F≡ (F1, F2, F3), dr≡ (dx1, dx2, dx3).
Assim, δξ e a sua equação de Pfaff associada são representadas por, respectivamente:
δξ = F · dr e F · dr = 0. Em um conjunto aberto, a verificação da seguinte equação
é necessária e suficiente para a integrabilidade da forma pfaffiana em questão:

(9) F · ∇×F = 0.

A afirmação anterior é um teorema. A prova deste resultado usando dos meios
discutidos até agora é longa, em particular se a equação (9) é suficiente para a
integrabilidade, e por isso será omitida neste artigo. Adiante, quando tratarmos
da integrabilidade de formas pfaffianas em um número qualquer de variáveis, a
demonstração da condição (9) para o caso de três variáveis será imediatamente
recuperada. Um fato a ser destacado agora é que na demonstração da condição de
integrabilidade (9) se faz uso do Teorema 1 para a conclusão da integrabilidade das
formas pfaffianas em três variáveis [13]. Como previamente discutido, o Teorema 1
possui caráter exclusivamente local. O resultado disso é que a condição (9) garante
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a integrabilidade de formas pfaffianas em três variáveis também apenas localmente,
para um aberto B ⊆R3 apropriado.

Teorema 2. Uma forma pfaffiana em três variáveis em um aberto B é localmente
integrável em B se, e somente se, F · ∇×F = 0 em B.

Demonstração. Observando o Teorema 1, veja o Capítulo 1 do Livro de Sneddon
[13].

Entretanto, não é difícil de ver que a equação (9) é uma condição necessária para
a integrabilidade de uma forma pfaffiana em três variáveis. Vejamos, adotando a
notação vetorial dada após (8), do Cálculo Vetorial tiramos que se ∇×F ̸= 0 então
δξ é uma diferencial inexata, graças ao Teorema de Schwarz. Para que δξ seja
integrável é preciso então que exista uma função µ tal que ∇×(µ−1F) = 0. Ou seja,

(10) µ−1∇×F +∇(µ−1)×F = 0.

Multiplicando escalarmente (10) por F, obtemos que a condição procurada é:

(11) F · ∇×F = 0.

Para formas pfaffianas em n variáveis, começamos por encontrar uma condição
necessária para a integrabilidade que generaliza (11).

2.2. Formas pfaffianas em n variáveis. Os importantes primeiros resultados que
seguem foram inicialmente [5] obtidos por Clairaut.

Lema 1. Uma condição necessária à integrabilidade de uma forma pfaffiana em n
variáveis é que Rijk,

Rijk ≡ Fi

[
∂Fk

∂xj
− ∂Fj

∂xk

]
+ Fj

[
∂Fi

∂xk
− ∂Fk

∂xi

]
+ Fk

[
∂Fj

∂xi
− ∂Fi

∂xj

]
,

se anule, para quaisquer i, j, k.

Demonstração. Começamos escrevendo uma forma pfaffiana δξ em n variáveis,
x1, x2, ..., xn:

(12) δξ =
n∑

i=1

Fi(x1, x2, ..., xn)dxi.

Da Definição 1.2, se δξ é integrável, então existem funções µ e ψ que, nas condições
apropriadas, satisfazem δξ = µdψ. Disso vem que, para cada i:

(13)
∂ψ

∂xi
=

1

µ
Fi.

Agora, se derivarmos a equação (13) com relação a alguma outra variável, a saber
xj, teremos,
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(14)
∂2ψ

∂xj∂xi
=
∂µ−1

∂xj
Fi + µ−1∂Fi

∂xj
.

Pelo Teorema de Schwarz, ∂2ψ/∂xj∂xi = ∂2ψ/∂xi∂xj, logo,

(15)
∂µ−1

∂xi
Fj + µ−1∂Fj

∂xi
=
∂µ−1

∂xj
Fi + µ−1∂Fi

∂xj
.

Reagrupando (15) e multiplicando toda a equação por µ,

(16)
∂Fj

∂xi
− ∂Fi

∂xj
= µFi

∂µ−1

∂xj
− µFj

∂µ−1

∂xi
.

Em comparação com a condição (11) para três variáveis, o lado esquerdo de (16)
nos convida a procurar meios de anulá-lo e, assim, obtermos uma condição de inte-
grabilidade que dependa apenas das derivadas das funções Fi. Isso ocorre se mul-
tiplicarmos (16) por uma outra função Fk, e então somarmos ciclicamente termos
análogos a Fk[∂Fj/∂xi − ∂Fi/∂xj] de modo que,

(17) Rijk ≡Fi

[
∂Fk

∂xj
− ∂Fj

∂xk

]
+ Fj

[
∂Fi

∂xk
− ∂Fk

∂xi

]
+ Fk

[
∂Fj

∂xi
− ∂Fi

∂xj

]
= 0,

porque os termos do lado direito de (16) se cancelam com os termos análogos quando
nós os adicionamos. □

Imediatamente se vê a recuperação da condição (11) ao fixarmos (i, j, k) = (1, 2, 3)
em (17). A recíproca do Lema 1 é válida, ao menos localmente. Para mostrar isso,
primeiro precisamos observar que: se a quantidade Rijk é nula em uma coleção de
variáveis, permanecerá nula por uma mudança de variáveis.

Lema 2. A nulidade de Rijk é invariante por uma mudança de variáveis.

Demonstração. Seja uma forma pfaffiana δξ em n variáveis x1, x2, ..., xn tal que sofra
uma mudança de variáveis para novas n variáveis x̄1, x̄2, ..., x̄n. O diferencial de uma
variável xi = xi(x̄1, x̄2, ..., x̄n) é, então:

(18) dxi =
n∑

j=1

∂xi
∂x̄j

dx̄j.

A forma pfaffiana δξ pode ser representada em ambas as coleções de variáveis,
com as respectivas funções associadas. Logo,

(19) δξ =
n∑

i=1

Fi(x1, x2, ..., xn)dxi =
n∑

j=1

F̄j(x̄1, x̄2, ..., x̄n)dx̄j,

onde, substituindo (18) em (19), obtemos:
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(20) F̄j(x̄1, x̄2, ..., x̄n) =
n∑

i=1

∂xi
∂x̄j

Fi(x1, x2, ..., xn).

Suprimindo a dependência explícita com as variáveis, por (17), na coleção das
novas variáveis, a quantidade R̄ijk é:

(21) F̄i

[
∂F̄k

∂x̄j
− ∂F̄j

∂x̄k

]
+ F̄j

[
∂F̄i

∂x̄k
− ∂F̄k

∂x̄i

]
+ F̄k

[
∂F̄j

∂x̄i
− ∂F̄i

∂x̄j

]
.

Vamos analisar inicialmente apenas o segundo termo de (21), substituindo assim
apropriadamente as novas funções dadas em (20). Fazendo isso,

(22)
n∑

i=1

∂xi
∂x̄j

Fi

[
n∑

k=1

n∑

j=1

∂xk
∂x̄i

∂Fk

∂xj

∂xj
∂x̄k

−
n∑

j=1

n∑

k=1

∂xj
∂x̄k

∂Fj

∂xk

∂xk
∂x̄i

]
,

vemos que obtemos um termo proporcional ao primeiro termo de Rijk, uma vez
que as derivadas parciais de segunda ordem nas variáveis somem, pelo Teorema de
Schwarz. Repetindo o mesmo para os termos restantes de (21), temos que:

(23) R̄ijk =

[
n∑

i=1

n∑

j=1

n∑

k=1

∂xi
∂x̄j

∂xj
∂x̄k

∂xk
∂x̄i

]
Rijk.

Logo, se Rijk = 0, então, R̄ijk = 0. □
Teorema 3. Uma condição suficiente à integrabilidade local de uma forma pfaffiana
em n variáveis, em um aberto B, é que Rijk se anule, para quaisquer i, j, k.

Demonstração. Apresentaremos uma prova via indução finita que, inicialmente,
busca mostrar que a condição Rijk = 0, para quaisquer i, j, k, é suficiente para a
integrabilidade. Disso virá que o máximo que podemos afirmar sobre tal condição é
que, de fato, ela é suficiente a uma integrabilidade local, apenas.

Para uma forma pfaffiana em uma variável, x1, por construção, fica evidente que
δξ é sempre integrável. Já para uma forma pfaffiana em n variáveis,

(24) δξ =
n∑

i=1

Fi(x1, x2, ..., xn)dxi,

supomos que Rijk = 0, para quaisquer i, j, k. Em seguida, escolhemos examinar δξ
por um caminho em um aberto B ⊆ Rn tal que dxn = 0. A forma pfaffiana que
resulta de fixarmos o valor da variável xn em (24), é,

(25) δη =
n−1∑

i=1

Fi(x1, x2, ..., xn)dxi,
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de forma que naturalmente Rijk = 0 permanece inalterada em (25), como a hipótese
de indução, uma vez que a nulidade dessa quantidade não muda por fixarmos uma
variável. Supomos então que δη é integrável, sob a circunstância Rijk = 0, para
quaisquer i, j, k diferentes de n em B. Por conta disso, devem existir funções λ, com
λ(x1, x2, ..., xn−1) ̸= 0, e σ = σ(x1, x2, ..., xn−1), em algum aberto A⊆B, tais que:

(26) δη = λdσ = λ

n−1∑

i=1

∂σ

∂xi
dxi.

Agora, deixando xn variar, podemos reescrever δξ em função de δη, com δη inte-
grável por hipótese, como colocamos. Isto é,

(27) δξ = λdσ + Fndxn,

onde, uma vez que δξ é uma forma pfaffiana em n variáveis, escrever (27) equivale
a uma mudança de variáveis em δξ, das variáveis x1, x2, ..., xn, para certas novas
variáveis x̄1, x̄2, ..., x̄n−2, σ, xn. Nessa nova coleção de variáveis ocorre que F̄i =
0, para todo i = {1, 2, ..., n − 2}. Do Lema 2, a hipótese da nulidade de Rijk

permanece para a nova coleção de variáveis. Novamente, essa relação se preserva ao
examinarmos apenas a coleção de variáveis x̄1, x̄2, ..., x̄n−2. Explicitamente,

(28) R̄ijk = λ
∂Fn

∂x̄i
− Fn

∂λ

∂x̄i
= 0,

e obtemos que, nas variáveis x̄1, x̄2, ..., x̄n−2, σ, xn, o quociente Fn/λ deve depender
unicamente de σ e xn. Com λ ̸= 0, podemos reescrever (27) como:

(29) δξ = λ

(
dσ +

Fn

λ
dxn

)
,

O termo em parênteses em (29) é uma forma pfaffiana em duas variáveis, que é,
pelo Teorema 1, localmente integrável. Portanto, existem funções µ e ψ, tais que,

(30) δξ = λµdψ,

nas condições apropriadas, e assim δξ é localmente integrável em B. □
Apresentaremos agora um último resultado. Originalmente obtido na formaliza-

ção da Termodinâmica Clássica de C. Carathéodory em 1909 [14], e provavelmente
figurando como o critério para integrabilidade das formas pfaffianas mais ausente
nos livros didáticos de equações diferenciais desde então. Esta é uma verificação
que fornece a integrabilidade local de uma forma pfaffiana a partir de uma condição
topológica do conjunto B ao qual reside a forma pfaffiana em questão. A prova desse
teorema é apresentada aqui com um pouco mais de detalhes do que nas obras que
primeiro a investigaram [15, 16], após a prova original de Carathéodory [14].
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Teorema 4. (Teorema de Carathéodory). Uma condição necessária e suficiente à
integrabilidade local de uma forma pfaffiana δξ em n variáveis em um aberto B, é
que em toda vizinhança M⊂B arbitrariamente próxima de um ponto qualquer p∈B
existam pontos inatingíveis desde p pelas curvas tais que δξ = 0.

Demonstração [15]. Sejam a forma pfaffiana δξ em n variáveis, num aberto B⊆Rn,
e p = (x1

0, x2
0, ..., xn

0), q = (x1
∗, x2∗, ..., xn∗), r = (x1

∗∗, x2∗∗, ..., xn∗∗) pontos de B.
Sejam as curvas γ1 e γ2 em B, suaves, parametrizadas por um parâmetro t,

γ1(t) = (f1(t), f2(t), ..., fn(t))≡ (fi(t)),(31a)
γ2(t) = (f1(t) + νg1(t), f2(t) + νg2(t), ..., fn(t) + νgn(t))≡ (fi(t) + νgi(t)),(31b)

com ν real, tais que δξ = 0, com as seguintes condições, respectivamente,

γ1(t0) = p, γ1(t∗) = q,(32a)
γ2(t0) = p, γ2(t∗∗) = r,(32b)

onde t0 < t∗ < t∗∗, com |t∗ − t0| < ϵ1 e |t∗∗ − t∗| < ϵ2, para ϵ1 e ϵ2 arbitrariamente
pequenos. Com um ν suficientemente pequeno, nosso objetivo é examinar a situação
ϵ2 → 0. A equação de Pfaff a qual γ2 é solução se dá por,

(33)

n∑

i=1

Fi(fl(t) + νgl(t))d(fi(t) + νgi(t)) = 0

=
n∑

i=1

Fi(fl(t) + νgl(t))[ḟi(t) + νġi(t)],

com dfi(t)/dt≡ ḟi(t), dgi(t)/dt≡ ġi(t). Derivando (33) por ν, em ν = 0,

(34)
n∑

i=1

Fi(fl(t))ġi(t) +
n∑

i=1

n∑

j=1

∂Fi(fl(t))

∂xj
ḟi(t)gj(t) = 0,

ou

(35)
n∑

i=1

Fi(fl(t))ġi(t) = −
n∑

i=1

n∑

j=1

∂Fi(fl(t))

∂xj
ḟi(t)gj(t).

A equação (35) é equivalente a escolhermos n − 1 das funções gj(t) de maneira
arbitrária e a n-ésima asseguramos obedecer (35). Seja então essa n-ésima função
gk(t), de modo que, isolando os termos de índice k, temos:
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(36)

Fk(fl(t))ġk(t)+
n∑

i=1
i ̸=k

∂Fi(fl(t))

∂xk
ḟi(t)gk(t) =

−
n∑

j=1
j ̸=k

Fj(fl(t))ġj(t)−
n∑

i=1
i ̸=k

n∑

j=1
j ̸=k

∂Fi(fl(t))

∂xj
ḟi(t)gj(t).

A função gk(t) então se torna o objeto a ser estudado se fazemos ϵ2 → 0. O lado
esquerdo de (36) é uma equação diferencial ordinária de primeira ordem linear em
gk(t), logo, pelo método de Leibniz do fator integrante, seja a função η = η(t), não
nula, tal que:

(37)
d(η(t)Fk(fl(t))gk(t))

dt
= η(t)

[
Fk(fl(t))ġk(t) +

n∑

i=1
i ̸=k

∂Fi(fl(t))

∂xk
ḟi(t)gk(t)

]
.

Desenvolvendo o lado esquerdo de (37):

(38)

d(η(t)Fk(fl(t))gk(t))

dt

= η(t)Fk(fl(t))ġk(t)+η(t)
n∑

i=1
i ̸=k

∂Fk(fl(t))

∂xi
ḟi(t)gk(t) + η̇(t)Fk(fl(t))gk(t),

e com a comparação entre (37) e (38) segue,

(39) η̇(t)Fk(fl(t)) = η(t)ḟi(t)
n∑

i=1
i ̸=k

[
∂Fi(fl(t))

∂xk
− ∂Fk(fl(t))

∂xi

]
.

Agora, perpetuando o método de Leibniz e multiplicando os dois lados de (36)
por η(t), usando (38) e (39), podemos isolar gk(t) pela integração do lado esquerdo
de (37), o que se revela ser igual ao lado direito de (36) quando multiplicamos o
último por η(t). Temos então:

(40)

η(t′)Fk(fl(t
′))gk(t

′) = −
∫ t′

t0

η(t)

[
n∑

j=1
j ̸=k

Fj(fl(t))ġj(t)+
n∑

j=1
j ̸=k

n∑

i=1
i ̸=k

∂Fi(fl(t))

∂xj
ḟi(t)gj(t)

]
dt,

onde gi(t0) = 0 para todo i, pelas condições (32). Integrando por partes o primeiro
termo no integrando de (40), usando (39) e novamente que gi(t0) = 0, obtemos
diretamente:
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(41)

−
∫ t′

t0

η(t)
n∑

j=1
j ̸=k

Fj(fl(t))ġj(t)dt = −η(t′)
n∑

j=1
j ̸=k

Fj(fl(t
′))gj(t

′)

+

∫ t′

t0

η(t)
n∑

i=1
i ̸=k

n∑

j=1
j ̸=k

ḟi(t)gj(t)

(
Fj(fl(t))

Fk(fl(t))

[
∂Fi(fl(t))

∂xk
− ∂Fk(fl(t))

∂xi

]
+
∂Fj(fl(t))

∂xi

)
dt.

Substituindo (41) em (40), e colocando a função Fk(fl(t)) em evidência no inte-
grando, temos:

(42)

η(t′)Fk(fl(t
′))gk(t

′) =− η(t′)
n∑

j=1
j ̸=k

Fj(fl(t
′))gj(t

′)

+
n∑

i=1
i ̸=k

n∑

j=1
j ̸=k

∫ t′

t0

η(t)ḟi(t)gj(t)

Fk(fl(t))

(
Fj(fl(t))

[
∂Fi(fl(t))

∂xk
− ∂Fk(fl(t))

∂xi

]

+ Fk(fl(t))

[
∂Fj(fl(t))

∂xi
− ∂Fi(fl(t))

∂xj

])
dt.

Uma vez que, pela curva γ1 é verdade que,

(43)
n∑

i=1

Fi(fl(t))ḟi(t) = 0,

então,

(44)
n∑

i=1
i ̸=k

n∑

j=1
j ̸=k

∫ t′

t0

η(t)ḟi(t)gj(t)

Fk(fl(t))
Fi(fl(t))

[
∂Fk(fl(t))

∂xj
− ∂Fj(fl(t))

∂xk

]
dt = 0.

Substituindo (44) em (42), isolando gk(t
′) no processo e identificando Rijk no

integrando, temos:

(45)

gk(t
′) =

1

η(t′)Fk(fl(t′))

{
− η(t′)

n∑

j=1
j ̸=k

Fj(fl(t
′))gj(t

′)

+
n∑

i=1
i ̸=k

n∑

j=1
j ̸=k

∫ t′

t0

η(t)ḟi(t)gj(t)

Fk(fl(t))
Rijkdt

}
.
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Se t′→t∗, com ϵ1 arbitrariamente pequeno, onde |t∗− t0| < ϵ1, bem como ϵ2, onde
|t∗∗−t∗| < ϵ2, então, no limite ϵ2 → 0, teremos a formação de uma vizinhança M ⊂B
em torno de p, arbitrariamente próxima de p, tal que existem pontos atingíveis desde
p pelas curvas nas quais δξ = 0. A única excessão a isso é se toda função gk(t) for
identicamente nula, para todo t. No integrando de (45), isso requer que:

(46)
n∑

i=1
i ̸=k

ḟi(t)Rijk = 0,

uma vez que, por construção, η = η(t) ̸= 0, as gj(t) não podem ser fixadas como
zero e, obviamente, Fk(fl(t))

−1 ̸= 0, para todo k. Uma vez que as ḟi(t) podem ser
arbitrárias, exceto ḟk(t), a qual não comparece em (46), concluímos que Rijk = 0,
para todo i, j, k. Pelo Lema 1 e o Teorema 3 essa prova se encerra. □

3. Integrabilidade global

O Teorema de Carathéodory 4 tem sido historicamente colocado em debate por
garantir apenas uma integrabilidade local para as formas pfaffianas [17]. No entanto,
seu uso na Termodinâmica Clássica fornece pistas de que sua natureza local reside
na generalidade de sua premissa em termos topológicos. Mais do que isso, quando
analisado de acordo com as necessidades descritivas da Termodinâmica Clássica [10],
esse teorema parece pedir mais do que se precisa para obter um fator integrante, ao
presumir uma relação de não conexão entre pontos no espaço (no presente contexto,
o Rn) válido para qualquer vizinhança, arbitrariamente pequena, neste espaço.

Isso indica a possibilidade de um conteúdo oculto no Teorema de Carathéodory
que pode ser revelado pela modificação apropriada da noção de vizinhança. Faremos
isso a seguir e obteremos como resultado uma condição suficiente para a integrabi-
lidade das formas pfaffianas em todo B, exceto para um conjunto de medida nula
contido em B; o que chamaremos aqui de integrabilidade global em B.

Definição 3.1. (Reta cercante). Dado um ponto p = (x1
0, x2

0, ..., xn
0) ∈B ⊆ Rn,

para a reta Π(xi) dos pontos (x1
0, x2

0, ..., xi, ..., xn
0), com a variável arbitrária xi

chamada de variável livre, damos o nome de reta cercante a p associada com xi.

Perceba que a união
⋃n

i=1 Π(xi) das n retas cercantes Π(xi) possíveis a um ponto
p ∈B ⊆Rn não constitui uma vizinhança M de p.

Teorema 5. Uma condição suficiente à integrabilidade global de uma forma pfaffi-
ana δξ em n variáveis em um aberto B é que na reta cercante Π(xi) de um ponto
qualquer p ∈B, para alguma variável livre xi, existam pontos arbitrariamente pró-
ximos de p inatingíveis desde p pelas curvas tais que δξ = 0.

Demonstração. Sejam a forma pfaffiana δξ em n variáveis, num aberto B ⊆ Rn, e
p = (x1

0, x2
0, ..., xn

0) um ponto arbitrário deB. Sejam também q = (x1
0, x2

0, ..., xn
∗)

um ponto da reta cercante a p associada a variável xn, Π(xn), e γ uma curva em B
tal que:
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(47)
n∑

i=1

Fi(γ)dxi(γ) = 0.

Com |xn∗ − xn
0| < ε, vamos supor que γ passa por p mas não passa por q, para

qualquer ε arbitrariamente pequeno. Segue disso que a equação,

(48) dxn(x1, x2, ..., xn−1) = −
n−1∑

i=1

Fi(x1, x2, ..., xn)

Fn(x1, x2, ..., xn)
dxi,

advinda de (47), denota dxn como o diferencial de uma função xn = xn(x1, x2, ..., xn−1),
de modo que, como sabemos, a função Fn(x1, x2, ..., xn) não é identicamente nula.
Obtemos xn = xn(x1, x2, ..., xn−1) explicitamente integrando (48),

(49) xn(x1, x2, ..., xn−1) = xn
0 −

∫ (x1,x2,...,xn−1)

(x1
0,x2

0,...,xn−1
0)

n−1∑

i=1

Fi(x1, x2, ..., xn)

Fn(x1, x2, ..., xn)
dxi,

onde xn0 = xn(x1
0, x2

0, ..., xn−1
0). Agora, se fizermos as quantidades x10, x20, ..., xn−1

0

variarem, teremos x1, x2, ..., xn0 como as novas variáveis independentes das quais
a função xn, agora xn = xn(x1, x2, ..., xn

0), depende. A função xn é contínua
em relação as variáveis x1, x2, ..., xn−1, xn

0, e diferenciável em relação as variáveis
x1, x2, ..., xn−1, graças a (48). Portanto:

(50)
∂xn
∂xi

= − Fi

Fn

.

Além disso, pela equação (49), os quocientes Fi/Fn poderão depender de xn
0

de alguma forma. Porém, se fixarmos as outras variáveis x1, x2, ..., xn−1, em (49),
obteremos que xn = xn(x1, x2, ..., xn

0) é uma função monótona de xn0. Isso não
muda para qualquer intervalo fechado contido em Π(xn) no qual possamos assumir
as mesmas hipóteses que foram postas até aqui. Como consequência, pelo Teorema
de Lebesgue da Diferenciação [18], xn = xn(x1, x2, ..., xn

0) é uma função diferenciável
de xn0 em todo B, com exceção a um conjunto de medida nula contido em B.
Assim, observamos que o diferencial da função xn = xn(x1, x2, ..., xn

0),

(51) dxn(x1, x2, ..., xn
0) =

n−1∑

i=1

∂xn
∂xi

dxi +
∂xn
∂xn0

dxn
0,

da mesma maneira se refere a todo B, com exceção ao mesmo conjunto de medida
nula contido em B. Retomando (47) explicitamente, e usando (51) e (50), temos:
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(52)

δξ =
n−1∑

i=1

Fidxi + Fndxn

=
n−1∑

i=1

Fidxi + Fn

(
n−1∑

i=1

∂xn
∂xi

dxi +
∂xn
∂xn0

dxn
0

)

=Fn
∂xn
∂xn0

dxn
0.

Logo, δξ é integrável em quase toda parte de B. □

4. Aplicações e comentários finais

Neste artigo apresentamos ao leitor as condições de integrabilidade das formas
pfaffianas no Rn, com exceção do conhecido Teorema de Frobenius. Dividimos nossa
discussão entre aspectos locais, na seção 2, e aspectos globais, na seção 3, no que
diz respeito à integrabilidade. Inspirado no Teorema de Carathéodory, e seu uso
na Termodinâmica Clássica [10], um critério de integrabilidade de caráter global, a
saber, o Teorema 5, foi obtido na seção 3.

O Teorema 5 quando aplicado à Termodinâmica Clássica pode gerar um resultado
muito importante: a construção de uma função entropia diferenciável em quase
toda parte, de modo que as regiões onde a diferenciabilidade desaparece sejam,
pela justificativa experimental da teoria, os pontos no espaço termodinâmico de
estados relacionados com transições de fase. Com efeito, introduzindo a lei zero
da termodinâmica e consequentemente o conceito de temperatura empírica ϑ, esta
quantidade pode agora ser identificada como a variável livre no contexto do Teorema
5; ou seja, assumimos que ϑ = xn. Em seguida, de acordo com [16], identificando
também δξ como a quantidade de calor δQ, Fn = Fϑ, e xn0 = ϑ0, a última expressão
em (52) pode ser reescrita se observarmos a dedução da premissa do Teorema 5 a
partir do enunciado de Kelvin, ou Clausius, da segunda lei da termodinâmica [10].
Então, fazendo uma mudança para novas variáveis, µ e σ, obtém-se,

δQ = µdσ,

onde não é difícil verificar que σ é uma função diferenciável em quase toda parte das
variáveis apropriadas em consideração. Com um pouco mais de argumentos [16],
obtemos a segunda lei da termodinâmica para processos quase-estáticos,

δQ = TdS,
sendo T a temperatura absoluta e S a entropia absoluta. Esta função entropia
absoluta, ou simplesmente função entropia, possui as seguintes propriedades: a)
aditividade (sobre sistemas termodinâmicos); b) extremização (maximização ou mi-
nimização4) sobre um processo adiabático irreversível (a premissa do Teorema 5 pode

4Para o leitor com familiaridade em física, a aparente lacuna da possibilidade de maximização
ou minimização, e a ausência de uma propriedade de variação monótona crescente da entropia em
relação à energia interna, são características suportadas por várias evidências experimentais [19].
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ser generalizada a partir do ponto de vista da termodinâmica de processos irrever-
síveis); c) diferenciabilidade em quase toda parte. Com a suposição experimental
de variação localmente limitada das grandezas termodinâmicas [20], podemos as-
sumir que a função entropia também tem suas primeiras derivadas com a mesma
propriedade de variação localmente limitada. Isso, juntamente com a propriedade
de diferenciabilidade em quase toda parte, gera uma propriedade final para a função
entropia em questão: d) continuidade localmente Lipschitz. Na verdade, devido ao
Teorema de Rademacher, as propriedades desta função entropia podem ser resumi-
das em: aditividade, extremização, e continuidade localmente Lipschitz.

Também na Mecânica Analítica, a aplicação de um critério de integrabilidade para
formas pfaffianas é o procedimento que leva a verificar se os vínculos não-holônomos
são, ou não, integráveis. Vínculos são relações entre as coordenadas mecânicas ge-
neralizadas, velocidades generalizadas e, eventualmente, a coordenada de tempo;
quando um vínculo é uma relação apenas entre as coordenadas generalizadas e o
tempo, ele é chamado de holônomo, caso contrário, é chamado de não-holônomo. Um
conjunto de n vínculos não-holônomos impostos a um sistema mecânico são frequen-
temente representados por n correspondentes equações de Pfaff: δξ1 = 0, ..., δξn = 0.
Há uma importância prática para a Mecânica Analítica na verificação da integrabi-
lidade de vínculos não-holônomos: os vínculos podem ser aplicados diretamente na
função lagrangiana do sistema mecânico, facilitando assim a obtenção das equações
de movimento resolvendo as equações de Euler-Lagrange [21]. Além disso, o método
tradicional para fazer o teste de integrabilidade é utilizando o Teorema de Frobe-
nius, que exige manuseio de álgebra exterior e conhecimento analítico das equações
de Pfaff em questão.

Por outro lado, em termos do Teorema de Carathéodory 4, o teste de integrabi-
lidade para vínculos não-holônomos pode ser realizado sem mais recursos matemá-
ticos, ao invés disso fazendo uso de inferências físicas no espaço de fase do sistema
mecânico e suas respectivas restrições. Por exemplo, o problema tradicional de um
cilindro perfeito rolando sem deslizar em um plano inclinado pode ser facilmente vi-
sualizado na perspectiva de que existem estados no espaço de fase do sistema que não
são acessíveis graças ao vínculo de rolar sem deslizar, portanto, esse vínculo precisa
ser integrável. Nesse ponto de vista, o Teorema de Carathéodory 4 mostra-se fisica-
mente mais substancial do que o Teorema de Frobenius, embora este último tenha
maior rigor e seja mais útil, especialmente com vínculos mais complicados. No en-
tanto, a aplicação de um derivado do Teorema de Carathéodory 4, como o Teorema
5, na integrabilidade de vínculos não-holônomos deve ser melhor investigada.
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