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INDICE DE CONLEY PARA FLUXOS GUTIERREZ-SOTOMAYOR

NIVALDO G. GRULHA JR., DAHISY V. S. LIMA, DENILSON TENORIO

REsuMoO. Neste artigo introduzimos o leitor, por meio de exemplos, & teoria do
indice de Conley e a teoria dos fluxos Gutierrez-Sotomayor. Apresentamos também
importantes resultados de Montifar e de Rezende, sobre o célculo do indice de
Conley para fluxos GS e uma férmula para a caracteristica de Euler-Poincaré por

meio do indice de Conley.

1. INTRODUCAO

Charles Cameron Conley"), foi um
mateméatico estadunidense que traba-
lhou na area de sistemas dindmicos. De
forma inovadora, Conley introduziu um
indice para campos vetoriais que agrega,
além de informagoes numéricas, infor-
magoes topologicas relacionadas a ho-
motopia. Este é o chamado indice de
Conley ([2]) um dos seus objetivos com
este indice era generalizar o indice de
Morse.

Jorge Manuel Sotomayor Tello®*® foi
um matematico peruano e naturalizado
brasileiro que trabalhou com equacoes
diferenciais. Carlos Teobaldo Gutierrez
Vidalon®” | também foi um matematico
peruano e foi orientando de doutorado
do préprio Sotomayor.

Ficura 1. C. C. Conley 1933-1984
Fonte: www-users.cse.umn.edu

No ano de 1982, Gutierrez e Sotomayor ([4|) estenderam os resultados de Mari-
lia Peixoto e Mauricio Peixoto sobre estabilidade estrutural de campos de vetores
tangentes a variedades 2-dimensionais ([9], [10]).

Data de aceitacao: 24 de junho de 2023.

Palavras chave. Fluxo continuo, Fluxos Gutierrez-Sotomayor, Indice de Conley, Singularidades.



115 Grulha Jr., Lima e Tenério

(A) J. M. Sotomayor 1942-2022 (B) C. T. Gutierrez 1944-2008
Fonte: impa.br Fonte: www.icmc.usp.br

FIGURA 2. Sotomayor e Gutierrez

Em seu trabalho Gutierrez e Sotomayor consideraram uma classe especial de con-
juntos que foi chamado por eles de variedades 2-dimensionais com singularidades
simples, atualmente chamamos esses conjuntos de variedades Gutierrez-Sotomayor
ou apenas variedades GS. Além de definir as variedades GS, eles consideraram alguns
fluxos especiais sobre essas variedades, hoje chamados de fluxos Gutierrez-Sotomayor
ou fluxos GS. Na Segao 3, apresentamos alguns exemplos desses fluxos.

Apesar de definido para todo fluxo continuo o indice de Conley ainda nao havia
sido calculado para os fluxos GS, mas recentemente com os trabalhos de Montufar,
de Rezende, Grulha, Lima, Raminere e Zigart essas duas teorias puderam ser rela-
cionadas e os indices devidamente calculados ([3], [5], [8]). Neste artigo, através de
alguns exemplos podemos ver um pouco dessa ligagao entre as duas teorias.

2. INDICE DE CONLEY

Nesta secao apresentamos o indice de Conley por meio de exemplos, mas antes
precisamos ter em mente duas definicbes que sao muito importantes para o enten-
dimento do indice de Conley.

Considere ¢; um fluxo continuo definido sobre um espago topolégico M. Diremos
que um subconjunto compacto N C M é uma vizinhanga isolante se

Inv(N):={z € N| p(z) € N, Vt} Cint(N),

onde int(N) denota o interior de N. Isto é, N C M é uma vizinhanca isolante
quando a parte invariante pelo fluxo de N esta contida no interior de N. Dizemos
que S é um conjunto invariante isolado quando S = Inwv(N), para alguma
vizinhanca isolante N.

Agora, vamos exemplificar estas duas defini¢goes. Considere N um retangulo fe-
chado ao redor da sela S®. Perceba que S = Inv(N) C int(N), pois o tinico ponto
que nao deixa o conjunto N pelo fluxo é justamente o ponto de sela. Assim, o ponto
S é um conjunto invariante isolado e N é uma vizinhanga isolante. J& se conside-
rarmos um centro S no plano® temos que este ponto nao ¢ um conjunto invariante
isolado, pois para qualquer compacto N tal que S € int(N) temos que inv(N) # S.
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FIGURA 3. A esquerda temos uma singularidade do tipo sela e a di-
reita uma singularidade do tipo centro.

A proxima definicao é essencial para a definicdo e calculo do Indice de Conley.
Considere S um conjunto invariante isolado qualquer. Um par (NN, L) de conjuntos
compactos L C N é dito um par-indice para S se satisfaz:

(i) S=1Inv(N\ L);
(ii) L ¢é positivamente invariante em N, ou seja, dado x € L com ¢i(x) € N
para t € [0,], entdo ¢.(x) € L para t € [0, ).

(iii) L é um conjunto de saida para N, isto é, dado z € N e t; > 0 tal que

o1, (x) ¢ N, entdo existe ty € [0,1] de modo que ¢;(z) € N, para t € [0, ]

e i (z) € L.
L
N
S
L
(A) Ponto de Sela no plano (B) Ponto de centro no plano

F1GURA 4. Exemplos

Agora, para fixarmos o que seria um par-indice, vamos exibir alguns exemplos.
Na Figura 4a, perceba que N\ L = N e ja vimos que N é uma vizinhanga isolante,
L é positivamente invariante e é um conjunto de saida para o fluxo, portanto o par
(N, L) é um par-indice para o conjunto invariante S. Na Figura 4b, ja vimos que
inv(N \ L) = inv(N) # S. Logo, ndo é um par-indice para o centro.

Um par (X, y) formado por um espagco topologico X e um ponto y € X é chamado
de espago pontuado e denotado por (X, *). Indicamos por [X, *] o tipo de homo-
topia do par (X, x). De maneira menos técnica e mais ladica, [X, ] representa o
conjunto de todos os espacos que podem ser contraidos ou esticados continuamente
até ficarem iguais a (X, *). Dado um conjunto invariante isolado S e um par-indice

% rRmu @" sBm
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117 Grulha Jr., Lima e Tenério

(N, L) para S, vamos denotar por (N/L,*) o espago pontuado obtido pelo espago
quociente N/ L, este espago é obtido pela relagao de equivaléncia x ~ y < = =y ou
x,y € L, e x & a classe de equivaléncia do conjunto L, que pode ser visto como um
ponto.

O indice de Conley homotdpico de um conjunto invariante isolado S é definido
como o tipo de homotopia:

h(S) := [N/L, ],

onde (N, L) é um par-indice de S. Ja o indice de Conley homolégico de S é
definido como:

CH.(S) := H.(h(S)),

onde H, denota a homologia singular reduzida sobre Z '. Os indices de Conley
numeéricos de S sdo definidos como o rank dos grupos de homologia H,(h(S)), e
denotados por:

he(S) = rank CH,(S).

Note que as defini¢oes acima dependem, a priore, do par-indice escolhido. Porém
Conley provou que, sempre existe um par-indice para um conjunto invariante isolado
e que o indice independe da escolha do par-indice, mais precisamente:

Teorema 2.1 (Conley [2]). Dado um conjunto invariante isolado S, sempre existe
um par-indice associado a este conjunto. Além disso, se (N1, Lg) e (M, My) sdo
pares-indice para o conjunto invariante isolado S, entao

[N1/ Ly, *| = [M /Moy, *].

A prova completa é um pouco técnica e foge do objetivo do artigo, mas o leitor
pode encontrar a demonstra¢ao no artigo do Conley (|2]). Aqui vamos apresentar
um roteiro para demonstragao, ou seja, os passos principais da prova.

Roteiro da demonstracao.

e Existéncia:
(1) Definia N* := {z € Nz - [—t,0] C N}, prove que N* é compacto e
positivamente invariante em /V;
) Encontre um T > 0 adequado para N; = N7;
) Defina NO = N1 N ((N1 N 0N) . [O,T]),
) Prove que (Ny, Ny) ¢ um par-indice.
uivaléncia homotdpica entre os espacos pontuados:
) Defina funcoes fi ) : M1/My — N1/No;
) Com algumas hipoteses sobre (¢,u,v), podemos provar que as fungoes
J(tuv) s@0 duas a duas homotopicas;
(3) Conseguimos, a partir dessas f’s, construir uma equivaléncia homoto-
pica entre [M; /My, %] e [N1/No, *].

(2
(3
(4
e Eq
(1
(2

1A teoria de homologia singular associa a cada espago topoldgico uma sequéncia de grupos
abelianos. Neste artigo faremos uso apenas de calculos elementares da homologia singular reduzida
da esfera.

% rRmu = sBm
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O

O proximo resultado mostra um pouco de como utilizar o indice de Conley para
investigar um conjunto invariante isolado de um fluxo.

Proposigao 2.1. Seja S um conjunto invariante isolado. Se h(S) # 0, entio S # 0.

Demonstragao. Suponha que S = (). Como (0,() é um par-indice para S, entao
h(S) = 0. Assim, provamos a contrapositiva O

A proposicao anterior nos diz que, se o indice de Conley de um conjunto invariante
isolado S nao é a classe de um ponto, entao estamos diante de um conjunto S nao
vazio, ou seja, temos ao menos um ponto que é invariante pelo fluxo.

3. FLux0s GUTIERREZ-SOTOMAYOR

O objetivo dessa secao é entender através de exemplos o que seria um fluxo
Gutierrez-Sotomayor. Estes fluxos foram apresentados pela primeira vez por Guti-
errez e Sotomayor em ([4]). Eles definiram campos vetoriais em uma classe especial
de conjuntos que chamaram de "variedades 2-dimensionais com singularidades sim-
ples". Posteriormente, Monttfar e de Rezende ([8]) denominaram tais conjuntos de
variedades GS. Como na Teoria de Singularidade o termo "singularidade simples"
tem outro significado, optamos por denominé-las singularidades controladas. Em
homenagem aos grandes matematicos Gutierrez e Sotomayor, abreviamos ao longo
do texto por variedades, campos e fluxos GS.

Antes de definir os fluxos GS precisamos relembrar ou ver pela primeira vez alguns
conceitos basicos de Sistemas Dindmicos. Considere U C R™ um abertoe X : U —
R" um campo vetorial de classe C*, onde k > 1. Além disso, considere p € U e
©p(t) = p(t,p) o fluxo que passa pelo ponto p e é definida no intervalo maximo
I, = (w_(p),ws+(p)). Se wi(p) = +00, podemos definir o seguinte conjunto:

w(p):={qeU|3{t,} CR|t, > 00 € py(t,) = ¢, quandon — co}.
Do mesmo modo, se w_(p) = —oo, podemos definir o seguinte conjunto:
alp) :=={qe U] I{t,} CR| t, = —c0 e ¢,(t,) = q, quando n — oo}.

Estes conjuntos sao chamados, respectivamente, de w-limite e a-limite de p.
Considere p uma singularidade do campo X, ou seja, X(p) = 0. Definimos a
variedade estavel e instavel de p, respectivamente por:

Wy :={geU| lim ¢(t,q)=p},

Wy ={qeU| lim otq)=p}.

Um ponto singular p de um campo vetorial X de classe C*, onde k& > 1, ¢ dito
hiperboélico se todos os autovalores de DX (p) tém parte real diferente de zero.
Com essas definigbes vamos conseguir entender os fluxos GS.

Uma variedade 2-dimensional com singularidades controladas ou varie-
dade Gutierrez-Sotomayor ou simplesmente variedade GS é um subconjunto M C R"
tal que, para todo p € M, existe uma vizinhanca V,, de p em M e um difeomorfismo

B
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119 Grulha Jr., Lima e Tenorio

(3 ‘71, — P de classe C*°, com ¥ (p) = 0, onde V}, ¢ uma extensao do aberto V,
para o espago euclidiano e P é um dos seguintes subconjuntos de R?:

(1) Plano R = {(z,y, 2z) € R?|z = 0};

(I

(2) Cone C = {(r,y,2) € R3|2? — y* — 2* = 0};

V4

(3) Cross-cap W = {(z,y,2) € R*[z2? —y* =0¢e 2 > 0};

B

(4) Ponto duplo D = {(z,y,2) € R3|zy = 0};

(5) Ponto triplo 7 = {(z,y, z) € R¥|ayz = 0}.

% rRMu " sBm
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Indice de Conley para fluxos GS 120

Um exemplo de variedade GS é o toro pincado'®, que é "parecido" com um toro
a diferenca é que um dos circulos meridianos foi contraido, de forma continua, a
um ponto. Neste ponto, temos uma vizinhanca que é difeomorfa ao cone, os demais
pontos ainda sao localmente difeomorfos ao plano.

Ficura 5. Toro pingado

Agora, definimos o que é um campo vetorial de Gutierrez-Sotomayor que
abreviamos apenas por campo GS. Ao longo do texto, usamos X"(M) para denotar
o conjunto de todos os campos vetoriais de classe r em uma variedade M. Dada M
uma variedade GS, dizemos que X € X" (M) ¢ um campo Gutierrez-Sotomayor
se satisfaz:

(1) X tem um numero finito de singularidades e de érbitas periddicas e todas
elas sao hiperboélicas;

(2) Os ciclos limites singulares de X sdo simples e X nio tem conexdo de sela’;

(3) Os conjuntos a-limite e w-limite de toda trajetoria de X s@o formado por
pontos singulares, érbitas periédicas ou ciclos singulares.

O fluxo ¢; induzido por um campo GS é chamado de fluxo Gutierrez-Sotomayor
ou fluxo GS. No nosso trabalho consideramos um campo GS mais restrito, onde
o fluxo GS nao admite 6rbitas periddicas nem ciclos limites. Isto é, consideramos
campos X € X7(M) tais que:

(1) X tem um namero finito de singularidades e todas elas sao hiperbolicas;

(2) X nao tem conexao de sela;

(3) Os conjuntos a-limite e w-limite de toda trajetoria de X sao pontos singu-

lares.

Agora, para fixarmos as ideias das tltimas defini¢oes apresentamos alguns exem-
plos de fluxos GS. Além disso, esses exemplos s@o aproveitados na Segao 4.

Comegamos por uma singularidade do tipo plano de natureza sela como mostra
a Figura 6.

2Uma trajetoria v € M(R) é uma conexdo de sela se existem duas singularidades hiperbolicas
p e g de X tais que W"(p) N W*(q) D v e W¥(p) UW?(q) é constituido de um ndimero finito de
trajetorias, onde W*(p) e W*(q) denotam os conjuntos instavel de p e estavel de g, respectivamente.

% rRmu @ sBm
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121 Grulha Jr., Lima e Tenorio

PN
N

FIGURA 6. Singularidade de tipo plano e natureza sela

Agora, a Figura 7 apresenta singularidades do tipo cone e de naturezas atra-
tora, sela e repulsora.

natureza atratora natureza sela natureza repulsora

FIGURA 7. Singularidades do tipo cone

A Figura 8 a seguir representa uma singularidade do tipo cross-cap e de natu-
reza repulsora.

FIGURA 8. Singularidade do tipo cross-cap e natureza repulsora

4. INDICE DE CONLEY DE ALGUNS FLUXOS GS

Nesta secao, apresentamos os calculos dos indices de Conley das singularidades
presentes nos fluxos GS que analisamos na Secao 3. Este e os demais casos foram
devidamente calculados por de Rezende e Montufar [8].

Comecamos analisando as singularidades do tipo plano e natureza sela. Aqui,
tomamos o par-indice (N, L) composto pelo retangulo N, em torno da singularidade
p, e por L que é formado pelos dois segmentos de reta em verde na fronteira de V.

4.,
% rmu " sem
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L

Neste caso o indice homotdpico pode ser obtido da seguinte forma: primeiro
fazemos um processo de contracao na horizontal, isto é, ao longo da variedade estéavel
de p, em seguida fazemos a identificagdo dos pontos assinalados e paramos por af
porque essa ja é uma figura conhecida, a l-esfera S'. Agora, o indice de Conley
homoloégico desta singularidade é:

Z, n=1;

H(81) = H,(S':2) = {0 n#1.

Donde, o indice de Conley numérico para esta singularidade ¢ (0, 1,0).

Agora, vamos analisar as singularidades do tipo cone. O primeiro caso que va-
mos apresentar sao as singularidade de natureza sela. Aqui, tomamos o par-indice
(N, L) composto pelo cone N, em torno da singularidade p, e L formado pelos dois
segmentos em verde na fronteira de N.

L

N - i h(p) = S'

REVISTAMATEMATICAUNIVERSITARIA . SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA



123 Grulha Jr., Lima e Tenério

No primeiro passo, fizemos uma contracao na horizontal, pois tanto N quanto L
"ndo registram buracos". No segundo passo, fizemos o processo de quociente N/L
e mais uma vez obtemos S'. Novamente, calculamos o indice de Conley homolégico
desta singularidade:

Z, n=1;

H,(S") = Hu(S%,2) = {o n#l.

Donde, o indice de Conley numérico para esta singularidade é (0, 1,0).

O segundo caso desse tipo de singularidade sdo as de natureza repulsora. Neste
caso, tomamos um par-indice (N, L) formado pelo cone N, em torno da singularidade
p, e L composto de duas circunferéncias no bordo do cone V.

=82vS§2y st

X806

L

Perceba que neste caso o conjunto L é composto de duas partes conexas e cada uma
delas registra buracos. No primeiro passo fizemos a identificacdo de cada uma das
componentes conexas de L a um ponto, e teremos duas "sacolas unidas pelo ponto p".
No segundo passo fizemos o processo de quociente N/L. Como ainda nao chegamos
em uma figura conhecida precisamos realizar algumas contracoes no terceiro passo.
Perceba que a conexao entre as duas sacolas é um "lago", e que este lago ndao pode ser
solto porque ele registra buracos, mas podemos deslizar continuamente as sacolas
até o ponto L mantendo esse laco de ligacao e foi justamente o que fizemos no
terceiro passo. Agora, chegamos em uma figura conhecida o buqué de duas S? e
uma S' coladas no mesmo ponto. Matematicamente isso corresponde a S? vV S? vV S!.
Também conseguimos calcular a homologia reduzida desse buqué,

ZDdL, n=2;
H,(S?vs*vstz)=/{1z, n=1;
0, n+#1,2.

Assim, o indice de Conley numérico desta singularidade é dado por (0, 1,2).

Agora, vamos analisar as singularidades do tipo cross-cap e natureza repulsora.
Neste caso, tomamos um par-indice (N, L) formado pelo cross cap N, em torno da
singularidade p, e L é composto pelo bordo de V.

% rRMu " sBm
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2\ G2
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No primeiro passo fizemos apenas uma deformacdo continua no conjunto L. No
segundo passo fizemos o processo de quociente N/L, mas perceba que o conjunto L
tem duas partes que registram buracos. Logo, ficamos com duas sacolas que estao
unidas por uma reta. No terceiro passo deformamos continuamente até formar
um buqué de duas esferas. Note que a reta que ligava as duas esferas nao registrava
buracos. Como nos outros casos de buqué, calculamos o indice de Conley homologico
desta singularidade:

0, n # 2.

Assim, o indice de Conley numérico desta singularidade é dado por (0,0, 2).

5. CARACTERISTICA DE EULER-POINCARE

Nesta secao, vamos apresentar outra aplica-
¢ao da teoria de Conley que é a sua ligagao com
a Caracteristica de Euler-Poincaré. Como hoje
sabemos a caracteristica de Euler-Poincaré é um
invariante topolégico muito conhecido e impor-
tante na matemética. Foi introduzido por Euler
em 1758, na famosa expressao x(K) = V—A+F,
onde K C R?® é um poliedro, V' o ntimero de vér-
tices, A é o nimero de arestas e F' o nimero de
faces. Por exemplo, vamos calcular a caracteris-
tica de Euler-Poincaré de um cubo como a da  FIGURA 9. Cubo ou hexaedro
Figura 9. Pela Figura 10a temos que V = 8§, regular
pela Figura 100 temos que F' = 6 e pela Fi-
gura 10c temos que A = 12. Assim, a carac-
teristica de Euler-Poincaré do cubo é dada por
X(K)=8—-12+6=2.

% rRmu @" sBwm
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Fy
V2 v3
(%1 Fy P Fy
Fs
v7
v B _
Vs 8 a2
(A) Temos 8 vértices no po- (B) Temos 6 faces no poli- (¢) Temos 12 arestas no
liedro K edro K poliedro K

FIGURA 10. Caracteristica de Euler-Poincaré do cubo

Ja em 1893, Poincaré nos mostrou que se consideramos a homologia com coefici-

entes inteiros, entao:
n
V(K) = S (=1)5,
r=0

onde f3, sao os niimeros de Betti de K. Logo, temos um invariante topoldgico. Para
os leitores que nunca viram, ou ainda nao se aprofundaram no assunto, recomenda-
mos a leitura do Capitulo 2 do livro do Brasselet [1] ou o artigo do Elon |7].

Para que tenhamos uma nocao de como o indice de Conley é interessante, trou-
xemos o seguinte resultado:

Proposigao 5.1 (Montufar e de Rezende [8]). Considere M uma variedade GS mu-
nida de um fluro GS X, com um conjunto de singularidades £ = {p1, P2y, Dm}-
Se (hiy, hi, hb) € o indice de Conley numérico para p;, entio:

m

X(M) =) (g = b+ hy).

i=1
Demonstragao. Sejam G C M uma sequéncia de conjuntos tais que:
GocGiCc---CGpn=M

e (G;,G;_1) é um par-indice para L; = {p;}, para todo 1 < i < m. Podemos
conseguir uma tal sequéncia de conjuntos gragas aos resultados encontradas em [8].
Considere a sequéncia exata longa do par (G;, G;_1):

j 9; i -1
s p—) Hj(Gi;Gi—l) —_— Hj—l(Gi—l) —_— Hj—l(Gi) P

Pela exatidao da sequéncia, obtemos:

dim(Im p;) = dim(Ker 0;)
= dzm(HJ(G,, Gi—l)) - dzm(lmaj)
(1) = dlm(HJ(G,, Gz—l)) - dzm(ke?“ l*)
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Novamente pela exatidao da sequéncia temos que:
dim(Im pj_1) = —dim(Ker pj_1) + dim(H;_1(G;))
(2) = —dim(Im i,) + dim(H;_1(G,)).
Somando as equagoes (1) e (2):
dim(Im p;_1) + dim(Im p;) = dim(H;(G;, Gi—1)) — dim(ker i)
+ dim(H;_1(G;)) — dim(Im i)
= dim(H,;(G;,Gi—1)) + dim(H;_1(G;))
— (dim(Im i) — dim(Ker i,)).
Portanto, temos que:
dim(Im pj_1) + dim(Im p;) = dim(H;(G;, Gi—1)) + dim(H;_1(G}))
—dim(H;_1(Gi_1)).
Uma vez que CH,(L;) = H,(G;,G,_1), teremos que h;(L;) = dim(H;(G;,Gi-1)).

Assim,

dim(Im pj—1) + dim(Im p;) = hj(Li) — Bj-1(Gi-1) + Bj-1(G:).

Para ¢ fixado, considere a soma alternada em j:
2

> (=17 hy( Z Y [8;-1(Gi) = B3-1(Gi1)] = 0.

j=0

Agora, somando a expressao acima para i = 1,--- ,m, temos:

S 1Py (L) + Y (~1Y8y-1(Gm) = 0

2% Jj=1
Como G,, = M, temos:

Assim,

irj
parai=1,--- ,me j=0,1,2. Portanto,
m
X(M) = (hy = hi + hy).
i=1
O
Agora, vamos dar um exemplo de como utilizar a proposi¢ao anterior em conjunto

com o céalculo do indice de Conley que fizemos anteriormente. Considere M como
a variedade GS composta por exatamente duas singularidades do tipo cone, uma

7 RMU @% sBm
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singularidade p; de natureza repulsora e uma singularidade p, de natureza atratora,
como na Figura 11.

M

FIGURA 11. Fluxo GS na variedade M

Pelos exemplos de indice de Conley para fluxos GS, temos que o indice de Conley
numeérico de p; é dado por (0,1,2) e da singularidade py é dado por (1,0,0). Pela
Proposicao 5.1, temos que a caracteristica de Euler é igual a:

2
() = (05— + 1)
i=1
=0—-142)+(1-0+0)
=2.

Definimos um bloco isolante como uma vizinhanga isolante N tal que o seguinte
conjunto:

N™:={zxeN|z-[0,T) ¢ N,¥YT > 0}

¢ um conjunto fechado. Além disso, (N, N~) é um par-indice para Inv(N) = {p}.
Montufar e de Rezende [8] tratam mais detalhadamente de como construir os blo-
cos isolantes, para cada tipo de singularidade, via teoria das algas generalizadas e
analisando diferentes tipos de colagem.

Para finalizar nosso artigo, vamos apresentar um o6timo resultado que da uma
relagao entre os nimeros de Betti das subvariedades que sao fronteiras do bloco
isolante contendo p, com o nimero de componentes conexas da fronteira e o indice
de Conley numérico (hg, hy, hs).

Teorema 5.1 (Montufar e de Rezende [8]). (Igualdade de Poincaré-Hopf) Con-
sidere (N1, No) um par-indice para uma singularidade p € M de X € X"(M), cujo
indice de Conley numérico é (hg, hy, hs). Entao

(3) (he — hy + ho) — (ha — hi + ho)* =€e" =t —e™ + 7,

onde:

e x indica o indice de Conley para o fluxo reverso;

% rRmu " sBm

REVISTAMATEMATICAUNIVERSITARIA . $0CIEDADE BRASILEIRA DE MATEM/ hTica



Indice de Conley para fluxos GS 128

e et (e7) € o numero de componentes conezas da fronteira de entrada (respec-
tivamente saida) de Ny;

o ft = Z; b (B~ = Y t_,by), onde b} (by) € o primeiro mimero de Betti
da k-ésima componente conexa do bordo de entrada (respectivamente saida)
de Nl.

Demonstragao. Temos pela Proposi¢ao 5.1 que,
X((N1, No)) = hy — h1 + he.

Pela sequéncia longa exata do par (N1, Ny), temos que x((N1, No)) = x(N1)—x(No).
Donde,

X(N1) = x(No) + ha — hy + hy.

Como Ny = ON; , ficamos com a seguinte igualdade:

(4) X(N1) = X(ONy) + ha — ha + ho.
Poderfamos provar também uma igualdade analoga para o fluxo reverso, isto é:
(5) X(N1) = X(ON]") + (ha — h1 + ho)".

Subtraindo a igualdade (5) da igualdade (4), obtemos:
(ha = ha + ho) — (hy = ha + o) + x(ON7) — x(ON;") = 0.
Donde,
(ha = ha + ho) = (hs — hy + ho)" = x(ON{") = x(ONT).

Como podemos escrever

et
Nt = Jony,
k=1

ON~ = Jong,
k=1
temos que:
et et
XON*) =) x(ON) =D (=1 1= b);
k=1 k=1
XONT) =) x(OON;) =) ((-1)°-1-1;)
k=1 k=1
Logo,
et
XONT)=et = b = et = p*;
k=1
X(ON7)=e — Zb,; =e — [~
k=1
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Portanto,

(hg—h2+h0)—(h2—h2+ho)*:€+—ﬁ+—67+/87.

6. CONCLUSOES

Este trabalho destaca a importancia e a beleza do indice de Conley e suas conexoes
com diferentes linhas da matemética como: topologia algébrica, sistemas dinamicos
e singularidades. Embora o indice de Conley esteja bem definido para uma gama
muito grande de fluxos, o caso GS constitui um conjunto importante e ilustrativo
para a teoria de Conley.

O indice de Morse pode ser usado no calculo de homologia de uma variedade. O
indice de Conley, como sua generalizagao, pode ser utilizado no calculo da homologia
de intersecao no caso de variedade singular, gerando novas perspectivas na area.
Além disso, muitos casos do calculo do indice Conley ainda nao foram propriamente
calculados.
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O CONTEUDO GEOMETRICO DE FOURIER
PEDRO ANTONIO SOARES DE ALCANTARA

REsuMO. Como forma de introduzir tépicos de Anéalise Harmonica em espagos
homogéneos, este texto apresenta a série de Fourier de fungoes peridédicas na reta
e a decomposicao de fungoes na esfera em harmonicos esféricos como consequéncia
das simetrias dos espagos em questao.

1. INTRODUCAO

O objetivo deste texto é, em primeira instincia, apresentar a série de Fourier
de fungoes periddicas na reta e a decomposicao de fungoes na esfera em esféricos
harménicos como uma manifestagao das simetrias desses espagos. Via de regra, esse
topico é ensinado em cursos de Fisica e Matemética a partir de solugoes de equacgoes
diferenciais — por exemplo, a equac¢ao do calor no caso de Fourier e a equagao de
Schrédinger para o atomo de hidrogénio no caso dos harmoénicos esféricos —, o que
¢ mais proximo do seu desenvolvimento histérico. Aqui vamos oferecer um olhar de
outro dngulo que serve como um guia simplificado para um primeiro contato com
Anélise Harmoénica, focando especificamente em espacos homogéneos por grupos
compactos. Assim, em tultima instincia, este é um texto didatico em portugués,
com indicacoes de leituras em inglés, dedicado a discentes de graduacao e de pds-
graduacdo que pretendem iniciar estudos em Anéalise Harmonica.

Veremos como uma variedade suave M com boas simetrias apresenta um espago
L?*(M) com decomposi¢ao amigével e compativel com as tais simetrias. Langaremos
mao de alguns poucos resultados para que possamos explorar melhor o contetdo de
outros mais reveladores das consequéncias de simetrias.

As secoes 2 e 3 sao dedicadas a tornar preciso e compreensivel o conceito de
boas simetrias que queremos. Na primeira, discutiremos algumas propriedades de
grupos de Lie compactos, especialmente suas representagoes. Na segunda, vamos
ver uma caracterizagao de espagos homogéneos a partir de suas simetrias, o que traz
implicagOes para a maneira como realizamos suas funcgoes.

Data de aceitagao: 1 de outubro de 2019.
Palavras chave. Anélise Harmonica; grupo compacto; série de Fourier; harmonicos esféricos.
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Por fim, a secao 4 traz a aplicacao da teoria desenvolvida ao circulo S' e & esfera
S2. O caso do circulo nos da a série de Fourier canénica, enquanto que o caso da
esfera nos da os harmonicos esféricos.

2. GRUPOS DE LIE COMPACTOS E SUAS REPRESENTACOES

2.1. Um pouco do caso geral. Falar de simetrias é falar de grupos. Aqui que-
remos falar de simetrias em variedades suaves, entdo é importante usar uma es-
trutura de diferenciabilidade além da estrutura de grupo. Um grupo de Lie é
um grupo G que é também uma variedade suave cujos mapeamentos de produto
GxG— G:(g,h)— gheinversio G — G : g — g~ ! sdo suaves.

Para K igual a R ou C, seja GL(n,K) o grupo linear geral de ordem n sobre K.
Além de ser obviamente um grupo com o produto de matrizes, GL(n,K) também
herda a estrutura de variedade de K"*"™. Sendo o produto e a inversao fungoes raci-
onais nas entradas das matrizes, esse ¢ um exemplo de grupo de Lie. Em particular,
temos que GL(1,K) = K* := IK\{0} ¢ um grupo de Lie. Outro exemplo talvez um
pouco mais 6bvio é K™ com a soma.

Doravante, sejam G e H grupos de Lie. Para manter coeréncia com a estrutura
suave, todas as defini¢Oes algébricas usuais recebem alguns acréscimos. Dizemos,
por exemplo, que H é um subgrupo de Lie de G se é um subgrupo e é também uma
subvariedade imersa de G, ou seja, a inclusao H — G é uma imersao.

Uma vez que abertos em variedades sao subvariedades mergulhadas, i.e., herdam
de forma direta a estrutura diferenciavel, todo subgrupo aberto de um grupo de Lie
¢ um subgrupo de Lie. Entao R* é um subgrupo de Lie de R*. E possivel também
mostrar que todo subgrupo fechado de um grupo de Lie é um subgrupo de Lie
mergulhado!, resultado esse que recebe o nome de Teorema do Subgrupo Fechado,
cf. [4, Theorem 20.12]. Disso segue que SL(n,K) = {A € GL(n,K) : det(A) = 1} é
um subgrupo de Lie de GL(n, K).

Um homomorfismo de grupos de Lie ¢ : G — H é um homomorfismo de grupos
que é também um mapeamento suave; se ¢ é um difeomorfismo, dizemos que é
um isomorfismo de grupos de Lie. Vejamos, por exemplo, det : GL(n,R) — R*.
Sabemos que det(AB) = det(A) det(B) para quaisquer A, B € GL(n,R). Ou seja,
det é um homomorfismo de grupos. Mas é também suave, pois é racional nas
entradas das matrizes. Entao det é um exemplo de homomorfismo de grupos de Lie.
Como exemplo de isomorfismo, temos exp : R — R™ : ¢ — €', que tem como inversa
a fungdo In: R™ — R : ¢ — In(¢).

Para dar mais concretude a um grupo de Lie, é pertinente realizd-lo como um
grupo de operadores continuos em espacos vetoriais. Uma representacdo de G sobre
um espaco vetorial topolégico complexo® V é um homomorfismo de grupos® p :
G — Aut(V) tal que G x V — V : (g,v) — p(g)v ¢ um mapeamento continuo; a
dimensao da representagdo ¢ a dimensao de V. Usaremos (p, V') para indicar uma

INa verdade, isso é uma equivaléncia: um subgrupo de um grupo de Lie é fechado se, e s se, é
um subgrupo de Lie mergulhado, cf. [4, Corollary 20.13|. Veja que R' ¢ também fechado em R*.

2A principio, nao ha necessidade da restrigdo aos complexos, mas assim é mais simples e suficiente
para o que vamos fazer.

3Denotamos por Aut(V) o grupo dos homeomorfismos lineares de V.
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representacao sobre V', onde p é o homomorfismo de grupos sobre Aut(1'), ou apenas
p caso o espago vetorial esteja subentendido ou seja irrelevante.

Em particular, se V' é um espago vetorial normado de dimensao finita, entao
uma representagao sobre V' é um homomorfismo de grupos continuo entre grupos
de Lie. Ocorre que todo homomorfismo de grupos continuo entre grupos de Lie é
suave. Afinal, se ¢ : G — H é um homomorfismo de grupos continuo, o gréfico
F = graf(y) = {(g9,9(9)) : g € G} C G x H & um subgrupo fechado de G x H, o
que implica que F' é um subgrupo de Lie de G x H. Por fim, basta usar a projecao
F — G para verificar que G — F : g — (g,¢(¢g)) ¢ um isomorfismo de grupos
de Lie, cuja composicdo com a projecao F' — H, que também é homomorfismo de
grupos de Lie, resulta em ¢.

Por outro lado, se p : G — GL(n,C) é um homomorfismo de grupos de Lie,
entdo é uma representacao sobre C" com a topologia canonica, pois G x C" —
GL(n,C) x C" : (g,v) — (p(g),v) e GL(n,C) x C* — C" : (T,v) — Twv sao
mapeamentos continuos.

A luz dessa discussdo, enunciamos o seguinte fato:

Teorema 2.1. Uma representagio de G sobre C™ com a topologia candnica é equi-
valente a um homomorfismo de grupos de Lie G — GL(n, C).

Temos ainda que duas representacoes (p1, V1) e (pa, V) de G séo equivalentes se
existe um homeomorfismo linear 7' : V; — V5 tal que p2(g)T" = T'p1(g) para todo
g € G. Na pratica, podemos pensar que duas representacoes equivalentes diferem
apenas por uma mudanca de base.

Devido & estrutura linear, podemos somar representagoes de forma a obter uma
nova representacao ou, em contrapartida, podemos eventualmente encontrar sub-
representagoes. Dada uma representagao (p,V) de G, dizemos que um subespago
W C V é invariante se {p(g)w : g € G, w € W} C W. A representagio é dita
irredutivel se existem exatamente dois subespagos invariantes: os triviais V' e {0};
se ha mais que dois, p é dita redutivel. Se V pode ser escrito como soma direta
(topologica) de subespagos invariantes nao triviais, dizemos que p é completamente
redutivel.

Representagoes irredutiveis sao, em alguma medida, blocos de construgoes para
representacoes maiores. Existe uma classe especial de representagoes para as quais
isso é particularmente importante: uma representagao (p, H) de G sobre um espago
de Hilbert é dita unitdria se p(g) é um operador unitario para todo g € G. Nao é
dificil verificar que, nesses casos, complementos ortogonais de subespacos invarian-
tes sdo também subespagos invariantes. Logo, se uma representacao unitaria (p, H)
possui um subespago invariante fechado nao trivial, entao ela é completamente redu-
tivel. Porque todo subespago de dimensao finita de um espaco de Hilbert é fechado,
concluimos:

Lema 2.2. Toda representacao unitdria de dimensao finita € irredutivel ou comple-
tamente redutivel.

A seguir, trazemos um importante resultado sobre possiveis relagoes entre repre-
sentagoes irredutiveis.

% rRmu = sBm

REVISTAMATEMATICAUNIVERSITARIA . S0CIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA




O contetido geométrico de Fourier 134

Lema 2.3 (Lema de Schur). Se (p1, V1) e (p2, Va) sao representagoes irredutiveis de
G eT : Vi = Vo € um operador que satisfaz p2(g)T = Tpi(g) para todo g € G,
entao T' € inversivel ou identicamente nulo.

Esboco de demonstracao. O resultado decorre do fato de que a imagem e o nicleo
de T' sao subespacos invariantes. O

A primeira consequéncia do Lema de Schur é que todo operador limitado num
espaco de Banach que comuta com uma dada representacao é miltiplo da identidade.
Para ver isso, consideremos uma representacao (p, V') de G num espago de Banach
e um operador limitado 7' : V' — V satisfazendo p(g)T = Tp(g) para todo g € G.
E sabido que o espectro de T' é nio vazio, de onde segue que existe A € C tal que
T — A1 é nao invertivel. Pelo Lema de Schur, T'— A1 deve ser o operador nulo. Em
particular, temos o seguinte:

Lema 2.4. Se G ¢ abeliano e p € uma representacao irredutivel de G num espago
de Banach, entdo p € unidimensional.

2.2. Particularidades dos grupos compactos. Suponhamos, de agora em di-
ante, que G é um grupo de Lie compacto. Existe uma tnica integral em (G, chamada
de integral de Haar, que satisfaz’

i) Invariancia:

/f dg—/fhgdg—/fghdg—/f 1)

para todo h € G e toda fungao f € C(G

i1) Normalizacao:
G| = / ldg=1.
a

Mais detalhes sobre a integral de Haar podem ser encontrados em |1, 3].

Uma aplicacao dessa medida é a construcao de um produto interno invariante
em representagoes de G. Se (p,H) é uma representagao de G sobre um espago de
Hilbert com produto interno (| ),, entao”

(1) i) = [ (plapelota)u, do
é um produto interno em H tal que

(2) (p(g)v]p(g)w) = (v|w)

para quaisquer g € G e v,w € H. Se H tem dimensao finita, podemos adotar (|) no
lugar de (|), de modo que p se torna uma representagao unitaria sobre um espago
de Hilbert. Com isso, concluimos que toda representacdao de dimensao finita de G €
unitdria.

Mais precisamente, existe uma tnica medida de Radon bi-invariante u tal que u(G) = 1.
50 integrando é composicao de fungdes continuas, portanto é integravel.

>y
Py
=
=

g
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Outra coisa que conseguimos fazendo uso da integral de Haar é a construgao de
operadores continuos que comutam com uma representa¢ao unitaria (p,H) de G:
fixado w € H, tomamos T : H — H dado por

(3) T = / (o(g)wlv) plg)wdg -

Em [5], operadores dessa forma sao usados para provar o seguinte:
Teorema 2.5. Toda representagao unitdria irredutivel de G tem dimensao finita.

Apesar do argumento para demonstragao do teorema acima ser simples, nao o
reproduziremos aqui para mantermos um texto conciso.

Vamos, agora, ver uma maneira simples de decompor L?(G). Comecemos de-
finindo um tipo especial de fung¢oes em G: um coeficiente de uma representacao
unitéaria® (p, H) de G é uma fungao da forma

(4) w2 G = C: g 0™ (p(g)w) = (vlp(g)w)

onde v,w € H e v* € H* é a dualizacao de v pelo produto interno. Os coeficientes de
duas representagoes equivalentes geram o mesmo espago de fungoes e s6 precisaremos
lidar com representacoes irredutiveis, por isso escolhemos uma representante de cada
classe de equivaléncia de representagoes unitarias irredutiveis de G, denotando por
Go conjunto das representantes escolhidas.

Para cada p € G, seja A, o espago gerado pelos coeficientes de p. Seja também
A o espago gerado por combinagdes lineares finitas de | e A,. Em virtude dos
Teoremas 2.1 e 2.5, coeficientes de representacoes unitarias irredutiveis sao nao sé
fungoes continuas, como sao também fungoes suaves de G em C, o que significa que
A C C®(G) C L*(G).

Dada (p,H) € G, uma maneira simples de construir uma base para A, é tomar
uma base ortonormal {ey : k= 1,...,dim p} de H e fazer

(5) pri: G = C:g = ep(plgle) = (exlp(g)er) -
Cada pr;(g) ¢ a entrada (k,l) da matriz de p(g) com respeito a base {e, : k =
1,..,dimp}. O lema a seguir nos garante que {py; : k,I = 1,...,dimp} é base
ortogonal de A, e nos diz como normaliza-la.
Lema 2.6 (Relagdes de ortogonalidade de Schur). Dadas (p,H), (p',H') € G, vale:

i) Se p e p' ndo sio equivalentes, entao A, L Ay ;

ii) O conjunto
(6) B, ={vdimppy; : k,l=1,.. dimp} ,

com cada py,; dada por (5), € uma base ortonormal de A,,.

Esbogo de demonstragao. Podemos recorrer a um operador similar a (3): fixados
we Hew €H, tazemos T : H — H' dado por

(7) Ty = /G (plg)wlo) plg)u'dy,

SEvidente que essa defini¢ao faz sentido para qualquer representagdo de qualquer grupo sobre
qualquer espaco com produto interno.
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que satisfaz as hipoteses do Lema de Schur e vale ainda (¢, w08 ) = (V'[Tv). O
resultado segue da aplicagao do Lema de Schur nos casos de interesse.

Mas isso nao é tudo, podemos dizer ainda mais sobre A em C*(G) e em L*(G).

Teorema 2.7 (Teorema de Peter-Weyl). A ¢ uniformemente denso em C(G) e,
portanto, é também denso em L*(G). Em particular, \J . B,, com B, dado por

(6), € uma base ortonormal de L*(Q).

pel

Esboco de demonstracdo. Basta usar o Teorema de Stone-Weierstrass, ou seja, é
suficiente verificar que A é uma algebra estrela unital que separa pontos.

Dadas (p, 1), (¢, H') € G, tomemos py,; € B, e Prun € By. O produto pyp;, , €
um coeficiente da representagao (p ® p/, H ® H'), que é uma representagao unitaria
de dimensdo finita e, portanto, pelo Lema 2.2, é irredutivel ou completamente redu-
tivel. Em ambos os casos, px0},, pode ser escrito como combinagao linear finita de
coeficientes de representacoes unitarias irredutiveis, entdo pertence a A. Isso prova
que A é uma &algebra. A fungao constante igual a 1 é coeficiente da representacao
trivial de G sobre C, portanto também pertence a A, o que prova que A é uma
dlgebra unital. Além disso, a representacio (p*, H*) dada por’

(8) p*(g)v*(w) = v*(p(g)""w) = (v|plg) " w) = (w|p(g)v) ,

¢ unitaria irredutivel e gera os complexos conjugados de A,. Isso prova que A é
fechada por complexo conjugado, finalizando a demonstracao de que é uma algebra
estrela unital.

A prova de que A separa pontos pode ser executada por meio de convolugoes como
feito em [8, Theorem 7|. Esse resultado, no entanto, é valido mesmo que o grupo
em questao nao seja compacto e recebe o nome de Teorema de Gelfand-Raikov, cf.
[1, (3.34) The Gelfand-Raikov Theorem]. O

Por fim, notemos que para cada (p, H) € G , 0 espago A, realiza uma representagao
unitaria ¢, de G dada por

9) eo(9)f =17, fo(h) = flg~'h).

Ocorre que toda representagao dessa forma é completamente redutivel e se decompde
como representagoes equivalentes & p* com multiplicidade igual a dim p. Com efeito,
se {e1, ..., €dim,} € uma base ortonormal de H, entao

(10) H — {1#57% v EHF IV = (A
onde ¢, ¢ dada por (4), fornece uma equivaléncia entre p* e ¢, restrita ao subes-
paco {¥f . :v € H}. Para se convencer dessa equivaléncia, basta comparar

(11)  @u(g)vh., (h) = (v|p(g "h)ex) = (p(g)v|p(h)er) = (p(h)ex]p(g)v)
com (8).

A representagao p* é chamada de contragradiente ou dual de p.
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Uma vez que dim p = dim p*, obtemos
dim p*

(12) (por Ap) = D (0 1) .

1

Em suma:

Corolario 2.7.1.

(13) 2(6) =P A, =P B

3. ESPACOS HOMOGENEOS POR GRUPOS DE LIE COMPACTOS

3.1. Caracterizagao de espagos homogéneos genéricos. Sejam M uma varie-
dade compacta e G um grupo de Lie com identidade e. Uma a¢do & esquerda de G
em M é um mapeamento suave ® : G x M — M : (g,p) — ¢ - p que satisfaz:

i) e-p=p para todo p € M,

it) (gh) -p=g-(h-p) para todos g,h € Gep e M.
De maneira analoga, podemos definir a¢do a direita por meio de (g,p) — p- g, de
modo que p- (gh) = (p-g) - h. Se G age em M, dizemos que M é um G-espago.

Consideremos uma agao qualquer ® : G x M — M. Dizemos que @ é transitiva

se para quaisquer dois pontos p,q € M existe g € G tal que ¢ = ®(g,p); se a agao é
transitiva, dizemos que M é homogénea. Se para todo p € M vale a implicacao

(14) O(g,p)=p = g=c¢,

entdo a acao é dita livre. A nivel de exemplo, todo grupo de Lie age transitiva e
livremente sobre si mesmo. A agao de SO(2) em R? é livre, mas nio transitiva.

Tais defini¢des podem ser melhor compreendidas através dos conceitos de érbitas
e isotropias. A drbita de um ponto p € M qualquer é o conjunto

(15) G(p) ={®(g9.p) 1 g € G},
enquanto que seu grupo de isotropia é o subgrupo
(16) Gp={9€G:2(g,p) =p} -

Assim, M é um G-espago homogéneo se for a érbita de qualquer um de seus pontos,
ao passo que a acao @ é livre se todo grupo de isotropia for trivial. Além disso,
é facil ver também que para espagos homogéneos todos os grupos de isotropia sao
isomorfos entre si: dados p,q € M, se existe g € G tal que ®(g,p) = ¢, entao a
conjugagao por g gera um isomorfismo entre G, e Gy.

E conveniente notar que todo grupo de isotropia é um subgrupo fechado, uma
vez que é pré-imagem de um ponto por uma fungao continua. Mais uma vez pelo
Teorema do Subgrupo Fechado, todo grupo de isotropia ¢ um subgrupo de Lie
mergulhado. Outrossim, 6rbitas definem relagoes de equivaléncia em M:

(17) p~q <= q€G(p) .

% rRmu = sBm
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Denotamos por M /G o quociente de M por essa relacao de equivaléncia, que nada
mais ¢ do que o espago das oOrbitas de M. O teorema abaixo fornece condi¢oes
suficientes para que M /G seja uma variedade.

Teorema 3.1 (Teorema da Variedade Quociente). Se a ag¢do de G em M € livre e
propria®, entio M /G possui uma tinica estrutura suave tal que a projecio M — M /G
€ uma submersdo suave.

A demonstracao desse fato nao é essencialmente complicada — as condigoes sobre
a acao sao usadas para mostrar que toda o6rbita é uma subvariedade mergulhada,
cartas sao construidas artesanalmente tomando, localmente, subvariedades perpen-
diculares a 6rbitas e a unicidade da estrutura diferenciavel segue da suavidade da
identidade —, mas é longa e trabalhosa, por isso nos restringimos a referenciar [4,
Theorem 21.10].

O importante aqui é que toda ac¢ao a direita H x G — G : (h,g) — gh de um
subgrupo fechado H C G sobre G é propria e livre. Ademais, o espago das 6rbitas
em G pela agdo de H coincide com o espaco das coclasses & esquerda de H em G,
de modo que a notagao G/H faz sentido. Como corolério, temos o seguinte:

Corolario 3.1.1 (Construcao de espacos homogéneos”). Se H C G é um subgrupo
fechado, entao G/H ¢é um G-espago homogéneo pela acio G x G/H : (g9,gH) —
(99)H e a projegio m: G — G/H ¢é uma submersao suave.

Voltando a agdo ® : G x M — M, consideremos que se trata de uma acao a
esquerda. Dado um ponto p € M qualquer, a fungao

F:G/Gy, — G(p)

18
(18) gGp—g-p

é bijetora. Temos que g-p = h-p equivale a g~*h € G,, que por sua vez equivale
a gG, = hG,, entao F' esta bem definida e ¢ injetora. A sobrejecao ¢ 6bvia. Em
particular, se M é homogéneo, entao cada um de seus pontos corresponde a uma
coclasse de um mesmo subgrupo de isotropia em G. Na verdade, F' serve para
caracterizar espacos homogéneos:

Teorema 3.2 (Caracterizagdo de espagos homogéneos). Se M é um G-espago ho-
mogéneo e p € M, entao F dada como em (18) é um difeomorfismo equivariante.

Esbo¢o de demonstragdo. Sejam 7 : G — G/G, a projegdo canodnica e ¢, : G —
M :gw g-p. Entao ¢, = FFonm. Uma vez que ¢, ¢ suave e m ¢ uma submersao
sobrejetora, temos que F' é suave. Também temos que

(19) F(ghG,) = (gh)-p=g-(h-p) =g F(hG,) .

Uma vez que as agbes do elemento g em G/G, e em M sao difeomorfismos, a
diferencial de F' tem posto constante. Como F' é bijetora, é um difeomorfismo. [J

8A agdo é propria se o mapeamento G x M — M x M : (g,p) — (®(g,p),p) € proprio.
9Mais detalhes em [4, Theorem 21.17].

>y
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g
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3.2. Fungoes em espacos homogéneos por grupos compactos. Muito do que
vird a seguir nesta segdo pode ser encontrado com mais detalhes em [2].

Sejam G um grupo de Lie compacto e H C GG um subgrupo fechado. Como é de
se esperar, existe uma tnica integral em G/H que satisfaz'”

(20) flotyi(gH) = | Fomlo)dy
G/H G

para toda f € C(G/H), onde 7 : G — G/H & a projecao canonica, cf. [1, (2.49)

Theorem|. O espago L?(G/H) pode, entdo, ser entendido como um subespago de

L?*(G) composto por funcdes invariantes a direita por H, i.e., fungoes f € L*(G) tais

que g — f(gh) coincide com f quase sempre para todos h € H. De igual maneira,

C(G/H) pode ser encarado como um subespago de C'(G).

Pelo Teorema de Peter-Weyl e a discussao que teve lugar apos ele (cf. Teorema
2.7 e Corolario 2.7.1), f € C(G) ¢é invariante a direita por H se, e somente se, suas
componentes em cada um dos espacos A,, com p € G, ¢é invariante a direita por H.
Vamos, entao, descrever Af , 0 subespago de A, composto por fun¢oes invariantes
a dlrelta por H.

Se ¥f ,, € A, ¢ um coeficiente nao nulo invariante a direita por H, vale

(21) (vlp(g)p(R)w) =% ,(gh) = VP, (9) = (v]p(g)w)

para todos h € H e g € GG. Disso segue que w se mantém fixo pelas transformagoes
de H. Em contrapartida, se w se mantém fixo por H, entao ¢, ¢ invariante a
ireita. Logo, o espago ¢ nao nulo se, e somente se, a representacao possui um
direita. Logo, All lo se, te se, t
vetor nao nulo fixo por H.
Seja Gy o subconjunto de GG composto somente por representagdes com vetores
nao nulos fixos por H. De todo o exposto, concluimos o seguinte:'*

Teorema 3.3.

(22 e = @ Al

peGy

4. REDESCOBRINDO FOURIER E OS HARMONICOS ESFERICOS

4.1. A série de Fourier classica. Nesta secao, vamos determinar explicitamente
a decomposicao fornecida pelo Corolario 2.7.1 para o caso G = S*, o circulo — um
tratamento similar é executado em [3]. E facil ver que S* = U(1), o grupo das
transformacoes lineares unitarias em C, com elementos dados genericamente por
e onde 6 € R e vale ¢/?+2™) = ¢ para todo n € Z. A integral de Haar neste caso
pode ser expressa por uma integral em [—7

/ (6

1ONovamente, existe uma tnica medida de Radon invariante v em G/H tal que v(G/H) = 1.
1A decomposigao de Af — e, por conseguinte, de L?(G/H) — em representagdes unitarias
irredutiveis de G fica de exercicio.

% rRMu = sBm

REVISTAMATEMATICAUNIVERSITARIA . S0CIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA




O contetido geométrico de Fourier 140

considerando funcoes em S como funcgoes 27-periddicas em R, da mesma forma que
toda funcao 2m-periédica em R pode ser vista como uma funcao em S*.

Proposicao 4.1. Para G = S*, temos que G= Z, onde n € Z equivale a represen-
tacio de S em C dada pelo homomorfismo de grupos de Lie S* — S : ¢ — ™9,

Demonstragio. Seja p uma representacao unitéria irredutivel de S'. Uma vez que
St & abeliano, pelo Lema 2.4, p ¢ unidimensional e, portanto, ¢ um homomorfismo
de grupos de Lie de S* em U(1) = S*. Ou seja, p(e?) = 9. Para 0, = 27/m,
com m € IN, temos que (€)™ = 1, o que implica que p(e!fm)™ = (ei*m))m = 1,
de onde segue que «(6,,) = nb,, para algum n € Z. A principio, n parece depender
de m, mas {e™ : g € Q} ¢ denso em S!, entdao p(e?) = €™ para todo e € S! e
um certo n fixo. E, claro, se ny # no, as representagoes e s emf e e 1 29 130
sao equivalentes. O

Logo, o Teorema de Peter-Weyl nos diz que {¢™ : n € Z} é uma base ortonormal
de L?(SY),

o0

(23) L*(Sh) = @ {c,e™ i ¢, € CY.

n=—oo

Assim, dada qualquer fungao 27-periodica f : R — C que satisfaz

(24) / 1FO)d0 < oo

temos que
(25) = Z cne™
onde
. 1 i .
(26) Cn = <em9}f> =50 f(Q)e_me do .
Q0 —T

4.2. Harmonicos esféricos. Vejamos, agora, a forma que o Teorema 3.3 assume
no caso da esfera S? como variedade homogénea pela agao de G = SU(2), o grupo
das transformacoes unitarias especiais em C? — um tratamento similar é executado
em [6]. Para isso, vamos seguir alguns passos.

Primeiro, vamos verificar que SU(2) ~ S3, a 3-esfera. Com efeito,

U= (Zl 23) € SU(2)
29 24
se, e somente se, UU* = [ e det U = 1, o que significa que
21 ? + [23]* = [20]? + [2a? = 1
(27) 2129 + 2324 = 0
2124 — R9R3 = 1
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Disso, obtemos que zy = Z7 e 23 = —Z3, i.e., os elementos de SU(2) sao da forma

(28) U= <2 ?)

com |z1)? + |22|> = 1. Entao SU(2) ~ S3, onde o produto em S3 é expresso por
(29) (21, 22) (w1, wo) = (21w — W22z, 22wy + WeZ7)
que equivale ao produto de quatérnios H = C2.

Agora, vamos descrever S3 ~ SU(2) usando coordenadas especiais que facilitarao
a descricao da sua acao sobre S%. E facil verificar que todo ponto de S® pode ser
escrito como

(e7® cos(w), e sen(w)), & ¢ weER.

Fazendo a = £ — (, v = £ + ( e = 2w, obtemos que todo U € SU(2) pode ser
escrito como

—ivke (B 25e (B 4 . _
(80)  Ula,B,7) = ( L slg) —e T e ”) e Fne o

n
ez sen(5) €2 cos(

onde o9 e 03 sdo as matrizes de Pauli

0 —i 10
= (0) =Y

De posse disso, construimos um homomorfismo sobrejetor de grupos de Lie
(31) SU(2) = SO@) : U(a, ,7) = R(a, 8,7)

onde R(a, 3,7) é a rotagao em R? descrita pela composigao da rotacio de angulo y
em torno do eixo z com a rotacao de angulo § em torno do eixo y com a rotacao de
angulo o em torno do eixo z novamente!?. Desse modo, temos uma acao a esquerda
transitiva de SU(2) ~ S em S? = {x € R?: ||x|| = 1} por meio de rotacdes.

Finalmente, notemos que o grupo de isotropia do polo norte ng = (0,0,1) € S* ¢ o
U(1) = S gerado por e %27 em SU(2) e por (e7/2,0) em S®. Logo, pelo Teorema
3.2, 5% ~ §3/81 ~ SU(2)/U(1). A projecao canonica 7 : S* — S' ¢ dada por

Ty = 22129

)

(32) 7(21; 22) = (x,y,z) ) {

&= |Zl|2 - |Z2’2

e recebe o nome de mapa de Hopf. Estendendo-o para SU(2) sem mudanga na
notagao, um calculo direto nos mostra que

(33) m(U(e, B,7)) = (cos(a) sen(f3), sen(a) sen(f5), cos(f)) ,

entao os angulos (o, ) em SU(2) estdo em correspondéncia com as coordenadas
esféricas™ (6, ¢) em S? através do mapa de Hopf. Dessa escolha de coordenadas, a
integral de Haar em S? é expressa como

(34) [ pwyin = % /0 ' / : (0, 6) sen(6) dodo -

2Tais angulos sdo comumente chamados de dngulos de Euler-.
13 Aqui usamos @ para azimute e ¢ para colatidude.
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Por fim, precisamos determinar as representagoes unitarias irredutiveis de SU(2)
— 0 que nao é tao elementar como no caso de U(1) — e descobrir quais delas possuem
vetores nao nulos fixos por U(1) = {e~3%% : v € R}. O jeito mais simples de executar
essa tarefa é por meio do estudo da dlgebra de Lie de SU(2). Como isso foge do
escopo deste texto, vamos nos limitar a enunciar o resultado abaixo e apenas indicar
a leitura de [6], que constroi explicitamente essas representagdes usando polindomios
complexos em duas variaveis.

Teorema 4.2. Para G = SU(2), temos que G = {j : 2j € Zso}, onde cada j > 0
inteiro ou semi-inteiro equivale a uma representagao p; de SU(2) em C¥*! tal que
pi(e7398) = e~ sendo Js diagonal com autovalores {j,j—1,...,—j+1,—5}. Em
particular, C¥*1 possui vetores nao nulos fizos por U(1) = {671%03 v € R} wia p;
se, e somente se, j € inteiro.

Para cada j > 0 inteiro ou semi-inteiro podemos tomar a base candnica de spin'*
{tm :m =34,7—1,...,—j+1,—j} de C¥*! que satisfaz J3u,, = mu,, de modo
que, no caso em que j ¢ inteiro, os coeficientes /25 + 1 (u,|p;(g)uo) constituem
uma base ortonormal de Affj(” pelas relagoes de ortogonalidade de Schur (cf. Lema
2.6). Resta, entdo, escrever tais coeficientes de forma mais amigével usando nossas
coordenadas angulares — por sorte, alguém jé fez isso antes. As fungoes

(35) D}, (e, B.7) = (wmlps (U(a, B,7)) )

sao conhecidas como D-fungoes de Wigner. A expressao geral ¢é feia e complicada:
(36) Dfn’m/(a, B,v) = e_””‘“alfn,m/(ﬁ)e‘iml7 ,

onde

Bt (8) = (=17 /G )G = )1+ (G — )
(cos(g) )m+m'+2’<(Sen(g))%—m—m’—%

. zk:(_ )kk!(j—m—lc)!(j—m’—k)!(m+m’+k)! ’

(37)

com k varrendo todos os valores que fazem sentido, sao as d-func¢oes de Wigner, cf.
[7]. Porém, quando m’ = 0, que é nosso caso de interesse, temos que

(59) Ba() = | (b PP eos(5)).

onde P/" sao os polindmios associados de Legendre. Entao

(= m)!

(39) D, o(a, 8,7) = Gm)

P"(cos(f)) e tma

140 nome se da porque tais representagoes formalizam sistemas quanticos de spin.
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Em face disso, retomando as coordenadas esféricas em S?, definimos os harmonicos
esféricos®

(40)  Y"(0.¢) == \/2j + 1 D) (0,6,0) = \/2j + 1

para j > 0 inteiroem € {j,5 —1,...,—j+ 1, —j}.

Finalmente, temos que {Y]m :J € Zso, m = j,...,—j} € uma base ortonormal de
LQ(Sz)v
0o J
(41) L*(S%) = Y aryiarec

J=0 \m=—j

Assim, se f: 5% — C ¢é tal que

(42) =[] 6.0k sen(o) dodo < o

entao
) J

(43) fF=2 2. a4,
j=0 m=—j

onde

(44) =g [ [ 0. Te.o)sente) oo
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FUNCOES COMPLEXAS HOLOMORFAS
E CAMPOS CONFORMES

JOAO FRANCISCO DA SILVA FILHO, LARISSA BRAGA FERNANDES
E MARINALDO BRAGA DA SILVA

REsuMO. No presente trabalho, abordamos uma interessante relagao entre fungoes
complexas holomorfas e campos de vetores conformes (ou simplesmente, campos
conformes) definidos em subconjuntos abertos do plano Euclidiano munido de uma
métrica Riemanniana conforme & métrica canonica. Nesse sentido, provaremos que
as Unicas métricas Riemannianas no plano Euclidiano que admitem tal relagao sao
conformes & métrica candnica.

1. INTRODUCAO

Dizemos que campos de vetores conformes (ou simplesmente, campos conformes)
sobre um aberto Riemanniano (aberto de R™ munido de uma métrica Riemanniana)
sao campos de vetores, cuja derivada de Lie na sua dire¢ao nos fornece uma aplicagao,
expressa através do produto de uma fungao real suave (chamada de fator conforme)
pela métrica Riemanniana. Estes campos de vetores representam generalizagoes dos
campos de Killing e dos campos homotéticos, pois verifica-se que campos de Killing
e homotéticos sdo campos conformes com fator conforme nulo e fator conforme
constante, respectivamente. Convém ainda salientar que os campos conformes sao
assim designados em alusao as transformacgoes conformes.

Diante do exposto, usamos a identificacao dos planos complexo e Euclidiano para
estudar relacoes entre as funcoes complexas holomorfas e os campos conformes,
estabelecendo uma interessante identificagcdo entre o espaco das fungoes complexas
holomorfas definidas sobre um mesmo subconjunto aberto do plano complexo e
o espago dos campos conformes sobre abertos Riemannianos do plano Fuclidiano
munidos com uma meétrica Riemanniana conforme & métrica canonica. Finalmente,
provaremos que esta identificacao é possivel apenas para métricas Riemannianas
conformes & métrica canodnica do plano Euclidiano.

Data de aceitagao: .

Palavras chave. Fungoes complexas holomorfas, Campos conformes, Métricas Riemannianas
conformes.
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Esta identificacao ajuda a evidenciar a relacao existente entre o carater conforme
das fungoes complexas holomorfas e o carater conforme dos campos conformes em
abertos Riemannianos do plano Euclidiano munidos com uma métrica Riemanniana
conforme & métrica candnica. Devemos ressaltar que a referida identificacao permite
apresentar uma maneira bem simples de construir exemplos de campos conformes a
partir de fungoes complexas holomorfas, bem como caracterizar os campos conformes
definidos sobre abertos Riemannianos do plano Euclidiano munidos com métricas
Riemannianas conformes & métrica canonica.

2. PRELIMINARES

Nesta secao, apresentamos algumas preliminares do trabalho que encontram-se di-
vididas em trés subse¢oes, onde abordamos as fungoes complexas holomorfas, abertos
Riemannianos e os campos conformes, incluindo defini¢oes e resultados importantes
na compreensao e demonstracao dos resultados principais.

2.1. Fungoes Complexas. Recordamos aqui as fungdes complexas e alguns dos
conceitos relacionados a estas, tais como limite, continuidade, derivada complexa e
culminando com fung¢ées holomorfas. Estaremos admitindo nogoes elementares sobre
topologia no plano complexo e analise complexa, bem como omitindo demonstragoes,
que podem ser encontradas em Avila [1] ou Soares [16].

Primeiramente, devemos lembrar que dado um subconjunto U C C nao vazio,
dizemos que uma fungao complexa na variavel complexa z é uma correspondéncia,
denotada por f : U C C — C, que associa a cada elemento zg € U um tnico
elemento f(zg) € C.

Na sequéncia, introduzimos a nocao de limite para funcoes complexas definidas
em subconjuntos abertos.

Definicao 1. Sejam f: U C C — C uma fungao definida num subconjunto aberto,
z0 € C um ponto de acumulagdo do subconjunto U e wy € C um nimero complexo.
Se dado qualquer € > 0, existe 6 > 0 satisfazendo

0<|z—2]|<9¢ = |f(2) —wo| <,

dizemos que wy € limite de f com z € U tendendo a zy e denota-se lim f(z) = wp.
Z—20

De modo similar ao conceito de limite sobre fungoes reais em uma variével real,
verifica-se que se o limite existe, entdo deve ser tinico (cf. Avila [1] ou Soares [16]).
Para além disso, dadas fungoes f,g: U C C — C definidas num subconjunto aberto,
zg € U um ponto de acumulacao de U e uma constante ¢ € C, tais que

}L% f(z)=wy e Zlgg) (2) = wy.

confirmam-se as seguintes propriedades:
(a) lim (cf)(2) = cun,
(b) lim (f +9g)(2) = wi +wp e
(c) lim (- 9)(2) = wiws.

% rRmu = sBm
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A partir do conceito de limite, apresentamos a defini¢do de continuidade de uma
funcdo complexa em um ponto do seu dominio.

Definicao 2. Seja f : U C C — C uma funcgio definida num subconjunto aberto,
entao dizemos que f € continua no ponto zg € U se satisfaz

lim f(z) = f(z0)-
Z—r20
Quando f € continua em todos os pontos de U, dizemos apenas que f € continua.

No que diz respeito a4 no¢ao de continuidade de funcoes em uma variavel complexa,
verificam-se propriedades similares as presentes em funcoes reais de uma variavel real
(cf. Guidorizzi [7]). De fato, dadas fungoes f,g : Uy C C —-Ceh: Uy, C C — C
definidas em subconjuntos abertos com f(U;) C Us, f e g continuas em 2y € Uy e h
continua em f(zg), valem as afirmagoes:

(a) As fungdes complexas, dadas por
cf:U;CcC—C, f+g9g:U,cC—-C e f-g:UCcC—C

sao continuas em 2zp;
(b) A func@o composta ho f: U; C C — C é continua em 2.

Nesse momento, definimos a derivada complexa em um ponto do dominio de uma
funcao complexa de uma varidvel complexa.

Deﬁnigéio 3. Seja f: U C C — C uma fungao definida num subconjunto aberto,
entao f € deriwvdvel em um ponto zy € U se existe o limite
fI(ZO) — hm f(Z) B f(ZO)’

zZ—20 zZ — ZO

que serd chamado de derivada de f em zg.

Na sequéncia, apresentamos algumas das propriedades da derivada de funcgoes
complexas que se assemelham com as propriedades da derivada real.

Proposicao 1. Sejam f,g: U C C — C fungoes definidas num subconjunto aberto
e derivdveis em zg € U e ¢ € C uma constante arbitrdria, entdao as sequintes fungoes
cfif+g,f-9:UCC— C sao derivaveis em zy e valem as igualdades:

(a) (cf)'(20) = ¢+ f'(20);
(b) (f +9)(20) = f'(20) + ¢'(20);
(¢) (f-9)(20) = f(20)9'(20) + g(20) f"(20)-

O préximo resultado estende mais uma conclusao que é valida para fungoes reais
de uma variavel real.

Proposicao 2. Sejam f: U C C — C uma fungao definida num subconjunto aberto
e derivdavel em zg € U, entao [ € continua em zg.

Dando prosseguimento, apresentamos a seguir uma versao da Regra da Cadeia
para funcoes complexas em uma variavel complexa.

'ﬁ"?‘ RMU @% sBm
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Proposigao 3 (Regra da Cadeia). Sejam f : Uy C C - Ceg: Uy C C — C
definidas em subconjuntos abertos com f(Uy) C Uy. Se f € derivavel em zg € U; e
g € derivdvel em f(zy) € U, entao go f : Uy C C — C € derivdvel em zy e vale a
tqualdade

(g0 .f)(20) = ¢'(f(20)).f (20)-

Agora vamos definir fungdo holomorfa que serd de grande importancia para a
compreensao dos resultados principais desse trabalho.

Definicao 4. Dizemos que uma funcao complexa f : U C C — C definida num
subcongunto aberto € holomorfa, quando existe a derivada f'(z) para todo z € U.

Devemos lembrar que comumente identifica-se o conjunto dos ntimeros complexos
com o plano Euclidiano, através da bije¢do 7 : R? — C, definida por 7(z,y) = x+yi.
Usando essa identificacao, podemos escrever uma funcgao complexa f: U C C — C
definida em um subconjunto aberto na forma

f(z) =u(z) +iv(z),

ou alternativamente,

f(z.y) = u(z,y) +iv(z,y),
onde as fungoes u e v correspondem as partes real e imaginaria de f, respectivamente
(cf. Avila [1] ou Soares [16]).
Diante do exposto, apresentamos dois resultados que apresentam as condigoes de

Cauchy-Riemann como uma condi¢ao necessaria e suficiente para que uma fungao
complexa seja derivavel.

Proposicao 4. Seja f : U € C — C uma funcio complexa definida sobre um
subconjunto aberto e escrita na forma f(z) = u(x,y) + iv(x,y). Suponha que f
¢ derivdvel num ponto zy = xo + 1yo € U, entao sao satisfeitas as condig¢oes de
Cauchy-Riemann, dadas por

0 0 0 0
%(ZEOvyO) = 87;(300"%) € a*;(foayo) = —£($0,QO)~

FEncerrando a subsecao, apresentamos um resultado que corresponde & reciproca
da Proposicao 4, possibilitando a caracterizagao das fungoes complexas holomorfas
através das condigoes de Cauchy-Riemann.

Proposicao 5. Seja f : U C C — C uma fungao complexa definida sobre um aberto
e escrita na forma f(z) = u(x,y) +iv(z,y), tal que as derivadas parciais de u e v
existem em U e sao continuas em zy = xo + 1yo € U. Suponha que as condigoes de
Cauchy-Riemann sao satisfeitas em zy, entao f € derivdvel nesse ponto.

2.2. Abertos Riemannianos. Nesta segunda subsecao, introduzimos importantes
conceitos de Geometria Riemanniana restritos a subconjuntos abertos do espago
Euclidiano R™. No decorrer do trabalho, usaremos as notagoes C*(U) e X(U)
para denotar os conjuntos das fungoes reais suaves e dos campos de vetores suaves,
respectivamente, definidos sobre um subconjunto aberto nao vazio U de R™.

% rRmu = sBm
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No intuito de estabelecer notacoes, vamos fixar um aberto nao vazio U C R" e
definir os campos de vetores suaves d,, : U — R" (i = 1,2,...,n) da seguinte forma

8@ (p) = €,

onde e; € R™ ¢ o vetor que possui ¢-ésima coordenada igual a 1 e as demais nulas.
Dados X € X(U) arbitrario, uma funcao f € COO(U ) e um ponto p € U, definimos

(1) ZX 8%

onde X1, X,,....X,:U—=>R denotam as fungoes coordenadas de X.

Esta relacdo nos permite identificar qualquer X € X(U) como uma aplicagao
X : C>®(U) = C*(U) que associa cada f € C*(U) a funcao suave X(f): U — R,
definida conforme (1). Inspirado nessa ideia, enunciamos a proxima definigao.

Definigao 5. Sejam X,Y € X(U) definidos sobre um aberto nao vazio U C R",
dizemos que (X,Y) : U — R € a fun¢ao suave, dada por

(X:Y) () = (X (), Y (0)),
onde (-,-) no 2° membro denota o produto interno candnico de R™.

Observacao 1. Diante da Defini¢cdo 5, observa-se que:

(a) As fungoes coordenadas de X € X(U) podem ser expressas por X; = (X, 0.,),
onde 1 <i<n.
(b) Podemos adotar as aplicagoes dx;dx;, dx? : X(U) x X(U) — C*°(U), dadas por

drida; (Y, Z) = (00, Y)(0r,. Z) € dai(Y,Z) = (0s,, Y)(0n,, Z),
onde 1 <1,7 <n.

Nesse momento, revisitamos um resultado que permite introduzir uma operacao
entre campos vetores.

Proposicao 6. Dados X,Y € X(U) definidos sobre um aberto nao vazio U C R",
existe um unico campo de vetores Z € X(U) que satisfaz

Z(f) = XY (f) = YX(f),
para toda fungao f € C*(U).

Demonstracdo. Inicialmente, vamos escrever

X = Zn:Xzazl (S ZH:YJ-&EJ.,
i=1 j=1

onde X;,Y; € C*(U) denotam funcées coordenadas. Dessa forma, podemos definir

(2) Z =Y 740,
k=1

n 9 o)
onde 7 = Yjy (X5 - vi%%).

4.
% RMuU @% sBm
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Nessas condigoes, observa-se que

ay; of O f
3) Z s O, 83:] Z Yjﬁxz@xj
i,j=1 i,j=1
bem como
0X; of
) i oz, oo Z i Ja axj
i,j=1 1,j=
portanto decorre de (2), (3) e (4) que Z(f) = XY (f) —YX(f). O

Diante da Proposic¢ao 6, podemos agora introduzir mais um importante conceito,
chamado colchete de Lie (ou simplesmente, colchete).

Definicao 6. Dados X,Y € X(U) definidos sobre um aberto nao vazio U C R",
dizemos que o colchete de X e Y € o campo de vetores suave denotado por [X,Y] e
que satisfaz

(X YI(f) = XY (f) = Y X(f),
para toda fungao f € C=(U).

Agora apresentamos o conceito de métrica Riemanniana em subconjuntos abertos
nao vazios do espaco Euclidiano.

Definigao 7. Uma métrica Riemanniana definida num aberto nao vazio U C R™ €
uma aplicagdo g = (-,-), que associa a cada p € U, um produto interno (-,-), em R"
de modo que a funcdo

pelU +w—  (X(p),Y(®)
¢ suave para todo par de campos de vetores X,Y € X(U).

Na sequéncia, trazemos um exemplo bem elementar de métrica Riemanniana no
espago Fuclidiano.

. ~ . n 2 . 7.
Exemplo 1. A aplicacdo go = ), dz; que associa todo ponto do espaco Euclidiano
R"™ ao produto interno candnico € uma métrica Riemanniana, chamada de métrica
Euclidiana canénica (ou simplesmente, métrica canonica).

O proximo exemplo nos mostra uma maneira de construir métricas Riemannianas
sobre um aberto de R", partindo de uma fun¢ao suave positiva e da métrica candnica.

Exemplo 2. Sejam U C R™ um aberto nao vazio e p € C*(U) uma fungao positiva,
entdo a aplicacio g = p*gy € uma métrica Riemanniana sobre U.

Diante da definigao de métrica Riemanniana, introduzimos a seguir o conceito de
aberto Riemanniano.

Definicao 8. Um aberto Riemanniano € um subconjunto aberto nao vazio U C R”,
munido com uma métrica Riemanniana g, denotado simplesmente por (U, g).

Descrevemos a seguir, dois exemplos de abertos Riemanianos.

% rRMu = sBm

REVISTAMATEMATICAUNIVERSITARIA . S0CIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA




Fungbes Complexas Holomorfas e Campos Conformes 150

Exemplo 3. Seja U C R™ um subconjunto aberto néao vazio, entdo (U, gy) € um
aberto Riemanniano.

Exemplo 4. O subconjunto aberto U = {(x1,x9,...,2,) € R" 2z, > 0} munido
com a métrica Riemanniana g = x,%go € um aberto Riemanniano, conhecido por
espaco hiperbolico e comumente denotado por H™.

Em analogia ao conceito de base ortonormal, apresentamos a nocao de referencial
ortonormal.

Definigao 9. Um referencial ortonormal sobre um aberto Riemanniano (U, g) é um
conjunto de campos de vetores {Ey, Es, ..., E,} C X(U) satisfazendo a condi¢ao

(E;, E;)y = d;; (delta de Kronecker),
para todos 1 < 4,5 < n.

Para ilustrar a definicao anterior, trazemos um exemplo bastante conhecido de
referencial ortonormal.

Exemplo 5. Dado um aberto nao vazio U C R", verifica-se que o subconjunto
{amla axzv s Jal’n} C %(U)
é um referencial ortonormal em (U, go).

Na sequéncia, apresentamos a definicao de campo gradiente definido sobre abertos
Riemannianos.

Definigao 10. Sejam (U, g) um aberto Riemanniano e f € C®(U) uma fungao,
entao o gradiente de f € o campo de vetores V f que satisfaz a condicao

(VIf, X)g = X(f),
para todo X € X(U).

O préximo exemplo mostra que a definigao de gradiente anteriormente apresentada
coincide com a defini¢cdo usual, quando consideramos um subconjunto aberto nao
vazio munido com a métrica canonica.

Exemplo 6. Sejam (U, go) um aberto Riemanniano e f € C®(U) uma fungao,
entdo o gradiente de f € dado por

De fato, primeiro escrevemos o gradiente de f na forma
n
V=Y Y,
i=1

onde Y; € C*(U) com 1 < i < n. Usando a Definigao 10, obtemos

(V. XD = X(F) = SUX, amj>§;;,

Jj=1

para todo X € X(U).

B
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Combinando as relagoes obtidas, verifica-se que Y; = % paracadai € {1,2,...,n},
donde concluimos que
V= ax )
f=2 5070

conforme enunciado.

Deve-se ressaltar que a escolha de uma métrica Riemanniana acaba determinando
uma importante aplicacdo, chamada conexdo Riemanniana (ou alternativamente,
conezdo de Levi-Civita). Nesse sentido, introduzimos o conceito de conexao afim.

Definigao 11. Uma conexao afim num aberto Riemanniano (U,g) € uma aplicagdo
V : X(U) x X(U) — X(U), que associa cada par X,Y € X(U) a um campo de
vetores VxY e satisfaz as propriedades

(a) VX(Y + Z) =VxY + sz,

(b) fo+hyZ = fVXY +hVyZ e

(c) Vx(fY) = fVxY + X(f)Y,
para quaisquer X,Y, Z € X(U) e f,h € C>®(U).

Dando prosseguimento, mostraremos que a escolha de uma métrica Riemanniana

em um aberto U C R™ determina uma tdnica conexao afim simétrica e compativel
com a métrica.

Proposicao 7. Seja (U, g) um aberto Riemanniano, entdo existe uma unica conexdo
afim V (conexao de Levi-Civita) definida em U, tal que

(a) VxY = Vy X = [X,Y] (simetria) e
(b) X(Y,Z), =(VxY,Z),+ (Y, VxZ), (compatibilidade com a métrica),
para quaisquer X,Y, 7 € X(U).

Demonstracao. Primeiro, admitimos a existéncia de uma conexao como enunciado,
obtendo

X<Y7 Z>g = <VXY7 Z>g + <Y, vXZ>ga
bem como,
Y(Z,X)y =(VvZ,X)g+(Z,VyX), ¢ Z(X)Y),=(VzX,Y),+ (X, VzY),.

Na sequéncia, somamos as duas primeiras igualdades e subtraimos a terceira,
resultando em

X(Y, Z>g +Y(Z, X)y - Z(X, Y>g
= <VXY7 Z>g + <Y, vXZ>g + <VYZa X>g + <Z> vYX>g - <VZX7 Y>g - <X, vZY>ga
dai usamos o item (a) para chegar a relagao
X<Ya Z)g +Y<Z7X>g - Z<X,Y>g
= ([X,Y],2), + (Y. [X, Z]), + (Y, 2], X)y + 2(Z, Yy X),.
% rRmu @" sBm
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Reorganizando os termos da tltima igualdade, deduzimos a férmula

(Vo X.2), = J(X{Y. 20+ Y(Z,X), ~ Z(X.Y),

- <[X7 Y]u Z>g - <}/a [Xv ZDQ B <D/a Z]»X>g) (F()rmula de KOSZUI)?
que define Vy X de maneira tnica, visto que Z é arbitrario e a métrica g é uma
aplicagao nao degenerada.

Para garantir a existéncia, basta definir V por meio da férmula de Koszul acima
e verificar diretamente, que assim definida, esta satisfaz as propriedades (a) e (b),
concluindo a demonstragao. O

Apresentamos a seguir a conexao Riemanniana sobre abertos nao vazios de R”
munidos com a métrica candnica.

Exemplo 7. Dado um aberto nao vazio U C R™ munido da métrica candénica go,
temos que a conexao Riemanniana de (U, gy) € expressa por

VY =Y X(Yi)0s,
=1

onde X, Y € X(U) e Y1,Ys,... Y, : U — R sao as fungoes coordenadas de'Y .

Fazendo um calculo direto e usando as propriedades da conexao Riemanniana,
obtemos

VxY = i XV, (Yidy,) = i XYV, O, + i X0z, (Yi) 0w,

1,j=1 ,j=1 1,j=1
onde X =377 | X;0,,. Deduz-se da formula de Koszul que Vo, 0, = 0 € assim

VY =Y X0, (Y))0s, = Y X(Y:)0s,,
ij=1 i=1
concluindo o exemplo.

A partir da nogao de conexao Riemanniana, podemos introduzir a definicao de
divergente de um campo de vetores sobre um aberto Riemanniano.

Definigao 12. Sejam (U, g) um aberto Riemanniano e X € X(U) campo de vetores,
entdo o divergente de X € a func¢io div X : U — R dada por

divX = Z<VE1X; Ei>g7

=1

onde {E1, Es, ..., E,} denota um referencial ortonormal em U.

Observacao 2. Devemos ressaltar que a defini¢do de divergente mao depende do
referencial ortonormal escolhido (cf. Carmo [5]).

O proximo exemplo mostra que a definigao de divergente apresentada coincide com
a definicao usual, quando consideramos subconjuntos abertos nao vazios munidos
com a métrica candnica.

B
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Exemplo 8. Seja (U, go) um aberto Riemanniano e X € X(U) um campo de vetores,
entdo o divergente de X € dado por

onde X1, Xs,... X, : U —= R sao as fungoes coordenadas de X.
Usamos diretamente a Definicao 12 e os Exemplos 5 e 7 para deduzir que

div X = Zwaﬁ_x, 0ot = 00 (X))00,.00) g0 = 3 aafi’

i=1 ij=1 i=1

coincidindo com a definigao usual de divergente (cf. Guidorizzi [8]).
De modo anélogo, apresentamos a defini¢cao de laplaciano de fungoes reais suaves
definidas sobre abertos Riemannianos.

Definicao 13. Sejam (U, g) um aberto Riemanniano e f € C*®(U) uma fungao real,
entdo o laplaciano de f € a func¢ao real Af : U — R dada por

Af =div(Vf).
Observacao 3. Sabendo que as definicoes de gradiente e divergente sobre abertos

Riemannianos munidos da métrica candnica coincidem com suas defini¢oes usuais
(cf. Exemplos 6 e 8), consequentemente o mesmo ocorre com o laplaciano.

O conceito de conexao Riemanniana também nos permite definir o hessiano de
uma funcgao real suave definida sobre abertos Riemannianos.

Definigao 14. Sejam (U, g) um aberto Riemanniano e f € C*(U) uma fun¢ao real,
entio o hessiano de f € a aplicagao Hess f : X(U) x X(U) — C*(U) dada por

Hess f(X,Y) = (VxV/[,Y),.

No exemplo a seguir, explicitamos a expressao do hessiano de uma funcao real
suave definida em um aberto Riemanniano munido com a métrica canonica.

Exemplo 9. Seja (U, gg) um aberto Riemanniano e f € C*(U) uma fungao real,
entdo o seu hessiano € dado por

Hess f = Z

i,j=1

D dxzd:c]

Dados X,Y € X(U) arbitrarios, vamos escrever

X = En: X0,
=1

entao segue-se da Definicao 14 e dos Exemplos 6 e 7 que
Hess f(X,Y) = (VXVf Y)go

of 8f
— ZX&% (ax) (00, Y )go + ZX (Va,,05,, Y Vg,

i,7=1 i,7=1 ]
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Decorre da férmula de Koszul que Vi, 9., = 0, portanto
H (X,Y) (O, X)(0s,, Y
0¥ = 32 S0 000, )

implicando pela Observagao 1(b) que

Hess f = Z oz, dxzdx],

2,7=1
conforme enunciado.

Na sequéncia, introduzimos a noc¢ao de derivada de Lie da métrica de um aberto
Riemanniano na direcao de um campo de vetores.

Definicao 15. Sejam (U, g) um aberto Riemanniano e X € X(U) campo de vetores,
entao a aplicagio Lxg : X(U) x X(U) — C=(U), dada por

Lxg(Y,Z) = (VyX, Z>g + (Y, vZX>g
€ a derivada de Lie de g na direcdo de X.

Para finalizar a subsecao, deduzimos a expressao da direivada de Lie de um aberto
Riemanniano munido da métrica candnica.

Exemplo 10. Seja (U, go) um aberto Riemanniano e X € X(U) um campo de
vetores, entao a derivada de Lie de go na diregdo de X ¢é dada por

“ (0X; 0X;
Lxgo = Z (395: + 395]») dx;dx;,

i,j=1

onde X1, Xs5,... X, : U= R sao as fungoes coordenadas de X.
Dados Y, Z € X(U) arbitrarios, tem-se que
Lxgo(Y,Z) = (Vy X, Z)g, + (Y, V2X)g,

entao segue do Exemplo 7 que

Lxgo(Y,Z) = ZY 8Z],Z+ZZ )Y, 0s,),

=1
onde X, = (X, 0,,) para todo indice k € {1,2,...,n}.

Escrevendo Y = Y71 (Y, 04,)0s, € Z = >0 (Z,04;)0,;, podemos escrever a
tltima igualdade na forma

Lxanv.2) = Y. Pt V0.2 + 3 Do, 2100, v),

4,j=1 3,j=1

implicando pela Observagao 1(b) que

— (0X;  0X;
Lxgo=Y (83:: + axj> dx;dzx;,

ij=1

conforme enunciado.

4.
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2.3. Campos Conformes. Nesta subsecao, recordamos os campos conformes sobre
abertos Riemannianos junto com diversos conceitos relacionados a estes, exemplos
encontrados na literatura e alguns casos particulares bem interessantes dessa classe
de campos de vetores, tais como: campos de Killing, campos homotéticos, campos
conformes gradientes, campos conformes fechados e campos paralelos.

Definigao 16. Um campo de vetores X € X(U) sobre um aberto Riemanniano (U, g)
€ conforme, quando ocorre a igualdade

Lxg = 2y,
onde ¥ € uma func¢do real suave definida sobre U, chamada fator conforme.

Decorre diretamente da defini¢ao de derivada de Lie que a condigao Lxg = 2¢g
equilvale a afirmar que X satisfaz a equagao de Killing

(Vy X, Z)y + (Y, V2 X), =20(Y, Z),,
para todos Y, Z € X(U). Nesse mesmo contexto, deduz-se da Defini¢ao 12 que

1
Y= —div X,
n
onde div denota o divergente.

Observacgao 4. A derivada de Lie de um campo de vetores gradiente sobre um
aberto Riemanniano (U, g) € o dobro do hessiano. Mais precisamente, tem-se que

Lyv,g = 2Hess g,
onde ¢ : U = R € uma fun¢ao suave.

Na sequéncia, apresentamos trés exemplos de campos conformes gradientes sobre
abertos Riemannianos, bem conhecidos na literatura (cf. [2] e [11]).

Exemplo 11. Considere R™ munido da métrica candénica gy € a func¢do m;: R — R,
dada por m;(x) = x; com i € {1,2,...,n}. Sendo assim, verifica-se que o gradiente

Vﬂ'i = 8%
é um campo conforme sobre (R", go) com fator conforme ¢ = 0.

Exemplo 12. Considere o espaco Fuclidiano R™ munido da métrica candnica go e
a fungao ¢ : R™ — R, dada por

Lo
plx) = lal’
entio Vi é um campo conforme sobre (R", go) com fator conforme ¢ = 1.
Exemplo 13. Considere o subconjunto aberto U = {(x1,xa,...,x,) € R"; 2, > 0}
munido da métrica g = x,%go € a funcio ¢ : U — R, dada por
Lo
p(z) = EW‘ %

entio Vi é um campo conforme sobre (U, g) com fator conforme ¢ = .

% rRmu = sBm
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Apresentamos mais dois exemplos de campos conformes no espaco Euclidiano,
sendo estes nao gradientes.

Exemplo 14. O campo de vetores X € X(R?), definido por
X = (2* — y*)0, + 23y0,
¢ conforme sobre (R?, go) com fator conforme dado por ¢(x,y) = 2.
Exemplo 15. O campo de vetores X € X(R?), definido por
X = x(2? — 3y*)0, + y(32* — y*)9,
¢ conforme sobre (R?, go) com fator conforme dado por ¢(z,y) = 3(z* — y?).

Convém ressaltar que um campo conforme X sobre um aberto Riemanniano (U, g)
é dito homotético (respectivamente, Killing), quando seu fator conforme é constante
(respectivamente, identicamente nulo). Um caso particular bem interessante ocorre
quando um campo de vetores suave X satisfaz

VyX =Y,

para todo Y € X(U) e nesse caso, dizemos que X é um campo conforme fechado.
Recordamos ainda que um campo conforme fechado é dito ser paralelo, quando seu
fator conforme é identicamente nulo.

Observacao 5. Todo campo conforme gradiente X = Vi num aberto Riemanniano
(U, g) é conforme fechado. De fato, observe que

(Vy X, Z) =(VyNVp,Z)=Hessp(Y,Z) = (WY, Z),
portanto Vy X =Y para todo Y € X(U).
Para concluir, apresentamos a definigao de métrica Riemanniana conforme.

Definigao 17. Sejam (U, g) um aberto Riemanniano e p : U — R uma fungao
suave positiva, entdo dizemos que a métrica Riemanniana § = p*g € conforme a g
(ou vice-versa).

Observacao 6. Nos Exemplos 2 e 4 podem ser encontradas métricas Riemannianas
conformes a métrica candnica.

No contexto da Definicdo 17, pode-se deduzir da definicdo da derivada de Lie
(cf. Definigao 15) e das propriedades da conexao Riemanniana (cf. Defini¢ao 11 e
Proposicao 7) que

(5) Lxg=Lx(p*g) = X(p*)g + ¢*Lxg,
ou ainda,

9
(6) Lxg— ¢’ Lxg=2pX(p)g = ;X ()7,

entdao X é conforme com respeito a g se, e somente se, é conforme com respeito a g,
ou seja, o carater conforme de X é invariante por mudanca conforme de métrica.

B
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3. RELACIONANDO FUNGOES HOLOMORFAS E CAMPOS CONFORMES

Nesta ultima secdo, vamos apresentar os resultados principais do nosso trabalho,
que relacionam fungoes complexas holomorfas e campos conformes definidos sobre
uma interessante classe de abertos Riemannianos, bem como diversas aplicagoes dos
referidos resultados.

3.1. Resultados Principais. Inicialmente, enunciamos um teorema que revisita
uma conhecida relacao entre fungoes complexas holomorfas e campos conformes
sobre abertos do plano Euclidiano munidos com métrica conforme & métrica canénica
(cf. [3] e |10]) e apresenta uma prova elementar.

Teorema 1. Seja U C R? um subconjunto aberto munido com uma métrica g
conforme a métrica candnica. Nessas condigoes, temos que as afirmagoes a sequir
sdo equivalentes:

(a) A fungao compleza f =u+1v:7(U) — R € holomorfa;

(b) O campo de vetores X = u0, +v0, € X(U) € conforme com respeito a g.

Demonstragio. Primeiramente, escrevemos g = p?gy e usamos as relacoes (5) e (6)
para deduzir que
Lxg =2pX(p)go + p*Lx g0,

onde p: U C R? — R denota uma funcio suave positiva.
Decorre da expressao da derivada de Lie da métrica candnica que

ou ov ov  Ou
= 29X 212 ==da? + —dy? — 4+ = .
Lxg=2pX(p)go+p [ <8xdaz + aydy > + (ax + ay) (dxdy—kdydm)}
podendo ser reescrita na forma

ou 1 ou Ov ov  Ou
=2|—+-X — = - = 2 — 4+ — )
Lxg {ax + p (p)] g <ax 8y> dy” + <8x + ay> (dxdy + dydz)

Por outro lado, segue das Proposigoes 4 e 5 que f é holomorfa se, e somente se,
verificam-se as condigoes de Cauchy-Riemann

ou  Ov ov  Ou

or oy ¢ ooy

equivalente a afirmar que a expressao da derivada de Lie resume-se a

0,

ou 1
Lxg=2|—+-X ,
x9 { 8z | p (P)] g
isto é, X é um campo conforme com respeito a métrica g. O

Como consequéncia da demonstragao do Teorema 1, obtemos o seguinte resultado.

Corolario 1. Sejam U C R? um subconjunto aberto e X = ud, + vd, € X(U)
um campo conforme com respeito a uma métrica conforme g = p*go, entdo o fator
conforme de X é dado por

% rRmu = sBm
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Usando diretamente o Teorema 1, obtemos uma caracterizagao para os campos
conformes no plano Euclidiano munido com a métrica canonica.

Coroléario 2. Uma fun¢ao complera f=u+iv:C— C € holomorfa, se e somente se,
o campo de vetores X € X(R?), definido por

X = ud, + v,

¢ conforme sobre o plano R?* munido com a métrica canénica. Nesse contexto, tem-
se que o fator conforme é dado por ) = %.

Demonstracao. Fazendo p = 1 no Teorema 1, obtemos g = g e o resultado segue
diretamente do referido teorema e do Corolario 1. O

Diante do Corolario 2 anteriormente enunciado, apresentamos um exemplo de
campo conforme, obtido a partir da fun¢ao holomorfa f : C — C dada por f(z) = €*.

Exemplo 16. O campo de vetores X € X(R?), definido por
X = (e cosy)0, + (e"seny)o,
¢ conforme sobre (R?, go) com fator conforme dado por 1(z,y) = e® cosy.

Novamente aplicando o Teorema 1, obtemos uma caracterizacdo para campos
conformes no plano hiperbolico, onde adotamos a notagao C* = {z € C; Im(z) > 0}.

Corolario 3. Uma fun¢io complexa f = u +iv : Ct — C serd holomorfa, se e
somente se, o campo de vetores X € X(H?), definido por

X = ud, + v,

for conforme sobre H2. Nesse contexto, tem-se que o fator conforme é dado por

" ou 1 ov 1
=— ——v=———0.
or 'y Jy y
Demonstragio. Supondo p(z,y) = y~* no Teorema 1, obtemos g = y 2go e o resul-
tado segue diretamente do referido teorema e do Corolario 1. (|

Aplicando o Corolario 3, apresentamos um exemplo de campo conforme a partir
da fungdo holomorfa f : C* — C dada por f(z) = 2.

Exemplo 17. O campo de vetores X € X(H?) definido por
x - v g
1'2 + y2 .%'2 + y2 Y

¢ conforme com fator conforme v : H2 — R, dado por ¢(x,y) = %

No intuito de apresentar uma reciproca do primeiro teorema, provamos a seguir
que métricas conformes & métrica candnica sao as tinicas métricas Riemanniana
no plano Euclidiano que permitem estabelecer a mesma equivaléncia descrita no
Teorema 1.

Teorema 2. Seja U C R? um subconjunto aberto do plano Euclidiano munido de
uma métrica g. Suponha que toda fungao complexa holomorfa f = u+iv : m(U) — C
implica que o campo de vetores X = ud, +v0, € X(U) € conforme com relagao a g,
entao g € conforme & métrica candnica.

B
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Demonstracao. Devemos lembrar que uma métrica ¢g definida em um subconjunto
aberto de R? pode ser escrita na forma

g = Adz?* + B(dxdy + dydx) + Cdy?,
onde A, B,C' : U — R sao fungoes suaves, tais que
AC>0 e AC—-B*>0,
que correspondem aos coeficientes da primeira forma fundamental.

.. ~ - -1, ..
Sabendo que A é suave e positiva, entao a fungdo p = VA  é suave e positiva,
permitindo-nos definir a métrica conforme

G = plg = da* + BA Y (dzdy + dydz) + CA~ dy?,
que pode ser reescrita na forma
g = dr* + F(dxdy + dydx) + Gdy?,
onde F=BAleG=CAL

Por um calculo direto, verifica-se que os campos de vetores

1

constituem um referencial ortonormal, cujos colchetes de Lie satisfazem
F, G, —2FF,

(7) E1 = @E € E2 =

E\, E| =|Ey, Es| =0 B, B =—|Ey, B = ———7+~—F — —F
[ 1, 1] [ 2 2] € [ 1, 2} [ 2 1] G—F2 1 Q(G—FQ) 2
onder:g—ieGm:g—i.
Usando a formula de Koszul (cf. Carmo [5]), obtemos as conexdes Riemannianas
_ P _ G, — 2FF,
Vi B = —2F Vi By = ——2 = ‘2p
/e () 5 R
_ F, — G, —2FF,
Vi Ey=———> _F Vi, B = 22 “lap
Y ey -t DY (eI =) Btk

expressas em termos dos campos de vetores que constituem o referencial ortonormal
{E1, Es}, conforme descrito por (7).

Diante das equivaléncias enunciadas, tem-se para toda fungao complexa holomorfa
f=u+iv:7m(U)— C que

V =0, + v0,,
é um campo conforme (com relagao a g e g), podendo ser reescrito na forma
V= (U+UF>E1+U\/G—F2EQ,

onde 7(U) C C é o subconjunto aberto obtido da imagem de U C R? por 7 : R? — C.
Sendo V' um campo conforme, tem-se em particular que

Lyvg(Ey, Er) = Lyg(Fy, Ey) = 21,
bem como,

Lyvg(E1, Ey) = Lyg(Es, Ey) =0,
onde v denota o fator conforme de V.

% rRmu = sBm
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Nessas condigoes, temos que

Lyg(Ey, E) = 2(VE,V, Eg=2[E(V,E)g — (V,VE,E)gl,

ou ainda,
Lvg(Er, Er) =2[Ei(u+oF) — vF;] = 2 (ug + v, F),
ondeuzzg—gevw:g—;.
De modo anélogo, obtemos
Lyv(Es, Es) = G_1F2 [2(G — F?)(v, — 0,F) + (Go — 2FF)u + (G, — 2FF, )],
bem como,

Lvg(Ey, Es) = Lyg(Esy, Ey) = [ty + v,(G — 2F2) +uF, +vF)] =0,

1
VG2 - F
— Ou _ OF — 9G

onde u, = oy F,= oy © G, = o
Em outras palavras, podemos afirmar que os coeficientes F' e G da métrica g
satisfazem as equagoes

4v, F(G - F?) = (G, — 2FF,)u+ (G, — 2F F,)v,

Uy + v, (G — 2F?) + uF, + vF, =0,

sempre que a fungao complexa f = u + v : 7(U) — C for holomorfa.
Em particular, estas equagoes valem para a fungao f; : U — C, dada por

fl(Z) = L
cujas partes real e imaginaria sao u; = 1 e v; = 0, respectivamente, implicando que
G, —2FF,=0 e F,=0,

portanto F' e G nao dependem de .
De modo anélogo, verifica-se 0 mesmo para a fungao f; : U — C, definida por

fa(z) =iz,
que nos permite inferir
AF(G - F?) = (G, —2FF)x e —1+4(G—-2F*)+a2F,=0,
pois as partes real e imaginaria sao us(x,y) = —y e va(x,y) = x, respectivamente.

Sabendo que F' e GG ndao dependem de x, entao
AF(G—F*) = (G, —2FF,)=0 e F,=G—-2F*>-1=0,
ou ainda,
F=0 e G=1,
donde concluimos que g = dx? + dy? e g é conforme & métrica canonica. O

B
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Observacao 7. Os Teoremas 1 e 2 evidenciam a relagdo entre o cardter conforme
das funcoes complexas holomorfas e o cardter conforme dos campos conformes em
abertos Riemannianos munidos com uma métrica conforme a métrica candnica.
Mais detalhes sobre o cardter conforme de funcgoes holomorfas encontram-se em
Awila (1], Lins Neto 9] e Soares [16].

3.2. Algumas Aplicagoes. Nesta tltima subsegao, apresentamos mais algumas
aplicagoes dos resultados principais em forma de corolédrios, os quais descrevem
explicitamente os campos homotéticos e os campos conformes gradientes definidos
sobre os planos Euclidiano e hiperbolico.

Nesse momento, aplicamos o Corolario 2 para descrever explicitamente os campos
homotéticos definidos sobre o plano Euclidiano munido com a métrica canonica.

Corolario 4. Seja X € X(R?) um campo homotético sobre (R?, go), entio
X = Wz +ay + )0, + (—ax + Yy + ¢)0y,
onde a,b,c € R e 1Y denota o fator conforme de X.
Demonstragao. Inicialmente, definimos a fungao f : C — C por
f(2) = u(z,y) +iv(z,y),
onde u = (X, 0,) e v = (X, 0,). Decorre do Teorema 1 que f é holomorfa, portanto

ou v ou Ov
(8) Qﬂ—%—afy e 87y+%_0’

onde usamos a Proposigao 4 e o Corolério 1.
Sabendo que X é homotético, entéao seu fator conforme v é constante e assim

u(r,y) =vr+oy) e v,y =vy+ o),

onde 0,¢ : R — R dependem apenas de y e z, respectivamente. Da segunda
igualdade de (8), obtemos

¢'(x) +0'(y) =0,

portanto ¢(z) = —ax +ce o(y) = ay + b com a,b,c € R.
Diante do exposto, tem-se que

w(z,y) =vxr+ay+b e v(x,y)=—ax+Yy+ec,
donde concluimos que
X = Yz 4 ay 4 b)0, + (—ax + Yy + ¢)0,,
para a,b,c € R. O

Na sequéncia, obtemos a descri¢do explicita dos campos conformes gradiente sobre
o plano Euclidiano que corresponde a um caso particular da descrigao dos campos
conformes gradiente no espago Euclidiano (cf. Pigola et al. [17]).

% rRmu = sBm
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Corolario 5. Seja X € X(R?) um campo conforme gradiente sobre (R?, go), entdo
X € homotético e sua funcao potencial é dada por

o(x,y) = %[1/1@2 +9?) + 2az + 2by + 2],
onde a,b,c € R e ) denota o fator conforme.
Demonstragao. Sabendo que X = V¢ é conforme, entao

Lxg = 2Hess o = 2¢(dx* + dy?),
no entanto, a definicdo de derivada de Lie nos fornece

8 8% 8%
gpd:z:dy—i—a Sdyde + 5 2dy>

Lxg=2Hessp =2 <8 9 12 +

ox? 0x0
consequentemente,
ol ot Pyp  Dp
= = 0 e = T = w.
0xdy  Oyox Oox?  0Oy?
Decorre da segunda igualdade acima que
o Py o P
— =0 e — =—=0,
oxr  0%yox oy  0%x0y

portanto ¢ é constante e X é homotético. Nessas condi¢oes, podemos concluir que

1
o(x,y) = §[w(x2 + 9?) + 2az + 2by + 2],
onde a,b,c € R e 1 denota o fator conforme. O

Agora vamos utilizar o Coroléario 3 para descrever explicitamente os campos ho-
motéticos definidos sobre o plano hiperbélico.

Corolario 6. Seja X € X(H?) um campo homotético, entao X € um campo de
Killing dado por

X = [a(z® — y*) + bz + |0, + (2azx + b)yd,,
onde a,b,c € R.

Demonstragao. Inicialmente, definimos a fungao f : C* — C por

f(z) = ulz,y) +iv(z,y),
onde u = (X, 0,) e v = (X, 0y). Decorre do Teorema 1 que f é holomorfa, portanto

ou Ov ou Ov
9) )= o % e 07; + e 0,

onde usamos a Proposicao 4 e o Corolério 1.
Sabendo que X é homotético, entao 1 é constante e satisfaz
ou 1 ov 1

YTy Ty

4.
% RMuU @% sBm
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implicando que
0? 1/ov 1 1
(10) 16:(”_1Q=w
dxdy  y\dy y y
Por outro lado, temos que

oy ) 1 <(% 1v> _

dy y

1
dy oy y
que nos fornece

v(z,y) = dylny +yo(z),
onde ¢ : R — R depende apenas de .
Diante do exposto, tem-se que
5 = 5 =)

que juntamente com (10) nos permite obter

g OPu 1

donde deduzimos que ¥ =0 e ¢’ = 0.

Nessas condi¢oes, podemos escrever
o(x) = 2ax + b,
implicando que
(11) v(z,y) = (2ax + b)y,
onde a,b € R.

Para além disso, vamos ter

0
%zan—i—b e 6)—1;:—2(13/7
2

portanto u(z,y) = a(z* — y*) + bz + ¢ e junto com a expressao (11), obtemos
X = [a(x* — y*) + br + |0, + (2ax + b)yd,,
onde a,b,c € R. O

Finalmente, obtemos a descri¢ao explicita dos campos conformes gradiente sobre
o plano hiperbélico que corresponde a um caso particular da descricao dos campos
conformes gradiente no espago hiperbdlico (cf. Silva Filho [15]).

Corolario 7. Seja X € X(H?) um campo conforme gradiente, entio sua fungdo
potencial € dada por

1
o(x,y) = @[a(ac2 + %) + 2bz + 2cy + 2d),

onde a,b,c,d € R e o fator conforme satisfaz ¥ = ¢ — c.

% rRmu = sBm
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Demonstragao. Inicialmente, vamos definir uma funcao complexa f : Ct — C pela
exXpressao
f(z) = u(z,y) +iv(z, y),
onde u = (X, 0,) e v = (X, 0). Decorre do Teorema 1 que f é holomorfa, portanto
Ju  Ov Ju  Ov
—=— e —+—=0,
or Oy oy Oz
onde usamos a Proposicao 4.
Por outro lado, usamos a féormula do gradiente da mudanca conforme de métrica
(cf. Obata e Yano |12]) para obter
P2 P22
Ox oy
entao definindo ¢ : H? — R por ((x,y) = 2yp(z,y), podemos reescrever as relagoes
anteriores na forma

(12) u v,

gi = zu e gg =2¢p + iv.
Fazendo um célculo direto, obtemos
0?¢C 2 0%¢ dp 2 2 2
ot Ty o ey Ty ATy
logo,
93¢ B 93¢ _0
ox3 0220y ’
portanto % = giyg = a.

Diante do exposto, podemos escrever
((2,y) = a(a® +y?) + 2bx + 2cy + 2d,
implicando que
1
o(z,y) = @[a(xz +9%) + 2bx + 2cy + 2d),
onde a,b,c,d € R.
Finalmente, aplicamos o Corolério 1 e usamos as expressoes (12) para inferir

2P Oy
(13) =Y oz y@v
no entanto,
Py a dp 1 ay + ¢
wzg € afyzg(ﬂ(%y)— y
que substituidas em (13) nos permite concluir que ¥ = ¢ — c. O
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MODELAGEM DE TEMPERATURA NO DISCO
CLEUBER SILVA

REsuMoO. Este texto tem o intuito de apresentar uma proposta de solugao para o
problema de distribuicdo de temperatura no disco. E apresentada solucdo através
do método de separacao de varidveis por coordenadas polares, complementando
com o Software Mathematica com condicao de simetria trigonal e borda com
tempertura nula.

1. INTRODUGAO

O problema da transferéncia de calor no disco se mostra bastante interesssante
do ponto de vista matematico, pois além do envolvimento de coordenadas polares,
aparecem as funcoes de Bessel nao comuns em problemas de uma placa retangular,
por exemplo. O conhecimento do comportamento dessas fungoes é de extrema im-
portancia para a solugao deste problema, visto que se ganha tanto a analise quando
r — 0 quanto em relagdo ao tamanho do disco de raio r = b através dos Zeros de
Bessel. Falando especificamente das funcoes de Bessel, elas sdo obtidas a partir de
uma equagao diferencial de segunda ordem do tipo:

2d2?/ dy

a’y ay 2 _ oy
xd:v+xdx+(x ply=0

cujas solugoes de 1° e 2° espécies sao dadas, respectivamente, por

Ju(a) = i": m(_l)n (£>2n+m 0 Vi (x) Jm(x) cosmm — me(l’).

(n4+m)! \2 sinmm

n—

Desse modo, sob o viés destas fungoes, pode-se chegar a resultados bastante con-
cretos. Com ajuda do Software de algebra computacional Mathematica, com a
condicdo de simetria trigonal e borda com tempertura nula. A saber, tomando-se
as ugp(r,0) = J3(¢s7) cos(30) e uj(r,0) = sin(r)sin(r — 1) cos(30) como condigoes
iniciais, obteremos a solugao do problema.

Palavras chave. Modelagem Matemética, Separagao de Variaveis, Fungoes de Bessel.
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2. SITUAGAO PROBLEMA

O problema consiste uma placa circular de raio b, homogeneamente constituida de

um material de difusividade térmica «. Considerando as condi¢Ges de fronteira do

2
disco u(b,0,t) =0eu(r,0,t) =u <r,9+ Zw,t> ,n€INer <b Sob as seguintes

condigoes iniciais descritas:
i)
uo(r,0) = J3(C3r) cos(30)
ii)
ug(r,0) = sin(r) sin(r — 1) cos(36)

Admitindo-se que este problema nao possui fonte interna de calor pode-se dizer
que a formulacao do problema é dada por:

(1) aViu(r,0,t) = ?;Z

0’u  Ou 0%u
2 2 N
(2) Viu(r,0,1) Oor? * ror + r2002

Através desta formulacido, pretende-se estudar o comportamento radial e angular
da temperatura ao longo do tempo.

3. METODOLOGIA

De posse do método de separagao de variaveis pode-se ter,

(3) u(r,0,t) = f(r)w(0)g(t)

Podemos escrever a equacao 1, da seguinte forma:

g/ B f// f/ w// B
(4) 0179—7+ﬁ T2w——)\

Reescrendo a equacao 4,

,',.2 f/ w//

5 - " J )\ - _ = _
(5) 7 (f o f) =
E assim resume-se o problema em resolver o sistema,

g +arg=0
W+ pw =0
r2f"+rf + N2 —p)f =0

% rRmu = sBm
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Para a primeira equacao, obtém-se a solugao geral,

(6) g(t) = cre”

Para que se possa solucionar a segunda equagao do sistema, tem-se os seguintes
casos:

3.1. Caso 1. u=0

Isso implica em:

(7) W(9)2020+03:W<9+2g7r) =0 <9+2;m> +03:02(9—|-0223mr—|-03

Portanto, co = 0 e determina-se,
(8) w(f) = cs

3.2. Caso 2. u=f%2>0

2
w(#) = cycos B0 + c5sin f = w (0 + ?)

Que equivalente a escrever:

w <<9 + 27;)7T> = ¢4 (cos(B0) cos(f2nm/3)0 — sin(50) sin(52n7/3)0) +

+c5 (sin(B0) cos(52nm/3)0 + cos(B0) sin([2nm/3)6)

Tgualando estas equacgoes, obtém-se

{cos pEr =1

sin/BQ"T” =0

Portanto,
2 k
9) ﬁﬂ =2kr <= = Sk
3 n
Entao:
k k
(10) w(f) = ¢4 cos 3—9 + ¢5 sin 3—9
n n
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3.3. Caso 3. u = —3? <0, pode-se escrever:

(11) w(f) = cge™ + cre” = coe? (%5 4 e P(0+75)

Segue portanto que equacao 11 é valida se § = 0 e assim u = 0 que é justamete
0 caso 1, ja analisado anteriormente.

Finalmente vamos analisar a terceira equacao do sistema com os seguintes casos:

34. Caso 4. u=0eA=0

A equagao se tornara:

(12) r2f" 4+ rf =0

Cuja solugao geral ¢ dada por:

(13) f(r) =csInr+ ¢y

Tomando r = b tem-se:

(14) f(b) =0=cglnb+cg, cg=—cglnbd

Segue portanto,

(15) flr)=cgln -
3.5. Caso 5. A=0epu>0

Portanto a terceira equagao do sistema se tornaré:

(16) r2f 4 rf —uf=0

Facamos uma analise da solucao usando-se série de poténcia, definindo-se:

(17) flr)=> ax'™
i=0
donde as respectivas derivadas sao:
(18) Fir) =Y i+ jax"
i=0
(19) F1r) = i+ )i+ G = Dt
i=0

% rRmu = sBm
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Substituindo as equagoes 17, 18, 19 em 16 tem-se:

(20) Zai((i + ) =)'t =0

Logoa; =0,Vi=1,2,3,....

3.6. Caso 6. \=72>0epu=0

(21) P e f () f =0

Cujo solugao ¢ dada por:

(22) f(r) = cwdo(yr) + c11Yo(yr)

Quando r — 07 tem-se que Yy(yr) — —o0, logo:

(23) f(r) = e do(yr)
Como f(b) = 0, temos que Jy(7yb) = 0. Seja x; alguma raiz de Jy(vb), tem-se:

_ T
fyl - b
Portanto,
T;r
(24) Fr) = ewdo (5-)
1\ 2
3.7.Caso 7. A\=~*epu= <3>
n
a solugao dada por:
(25) F(r) = e (97)

Novamente, fazendo-se f(b) = 0 e seja z; a raiz de Jax (yr) tem-se:

_ G
Vi = b
A equacao 25 se tornaréa:
(26) F(r) = cradse <%7’>
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3.8. Caso 8. \=—2epu=0

Essa analise é andloga ao caso 6. A modificagao geral se da pela equagao de Bessel
modificada que noés representaremos por I,,. De fato a solugao geral deste caso é
dada por:

S5
(27) f(?") = 013.[0 ( b T’)
Cujo s; € raiz I ('yr) em7r=>
3.9. Cas0 9. \=—?epu= <3k>
n

anélogo o caso 7 tem-se

(28) F(r) = eulss <tbr>

Agora finalmente aglomerando todas as solugoes usando-se o fato de u(0,r,t) =

f(r)g(t)w(d), temos:

- i iak,ﬂ?ﬁ (%7’) oS <359> e*at(%)2+

s
n g 2 by i) (%r) sin <?;f9> o) 4 2 coilo (%) ot () 4
+i idml? <tbr> cos (ffe) eat(%)2+i i fuals <2r> sin <?;f9> eot()’
kS_;pZ(;rlldo t = 0 tem-se u(r,0,0) = u(r, e)k_1 -
Segue que:
N — Zi 3k
(6,7) = agoln +Za0,JO( ; ) +;;ak“}3k ( 7“) o <n9> +
+ f: i b (Sr) sin @%) +§: colo (5)+ i f: i il <tbr> cos @“e)
e Py P
+ Z Z fiila (7") sin <?;f9>

k=1 i=1

7 RMU @~ sBm
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4. CONDIGAO uy(r,0) = J3((3r) cos(30)
Dado que ug(r,0) = J3(¢37) cos(30) temos que:

(29) up(r, 8) = J3(C3r) cos(30) = ZZakljak (— )cos (if@)

k=1 i=1
Facamos primeiro o caso n = 1 e fazendo b = 1 a equagado 34 se tornara:

ug(r,0) = J3(C3r) cos(30) = ZZ“W% (zir) cos (3k0) Zak 13 (217) cos(3k0)

k=1 i=1 k=1

+ Z ay 231 (z21)cos(3k0) +
k=1
Pela lei de formacgao de ug(r,6), toma-se o valor de k = 1 em cada somatorio e
portanto:

(30) uop(r,0) = Z ay ;i J3(zr)cos(36)
i=1
Usando-se a ortogonalidade da funcao J podemos escrever:

21 1
/ / ug(r, 0)J3(zir)cos(30)rdrdd
o_Jo

/0% /01 [Js(zir)cos(30))* rdrd6

5. CONDIGAO u(r,0) = sin(r) sin(r — b) cos(36)

(31) a1 =

De maneira anédloga a se¢ao anterior, tem-se

(32) ug(r, 6) Za“Jj z;1) cos(30) + Zdljlg,k t;r) cos(30)

=1 Jj=1
Logo, como t; = 0 ¢ raiz tGnica de I3, tem-se que Z dy ;135,(t;r) cos(30) = 0.

j=1
Usando-se a ortogonalidade da funcao J pode-se escrever:

27 1
/ / ug(r, 0)J3(zr)cos(30)rdrdd
0o_Jo

/027T /01 [Js(zi)cos(30)) rdrdd

4.
% RMuU @% sBm
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& /027r /01 ug(r, 0)J3(zir)cos(30)rdrdd
= ; /027T /01 [Jg(z,-r)cos(SH)]2 rdrdf

J3 (zir)003(39)6_0‘“2’")2

6. RESuULTADOS OBTIDOS

Para uma modelagem computacional deste problema foi utilizado o Software
Mathematica tendo como referéncia o aluminio cuja difusividade térmica o =
98, SmeQ e raio b = 1. Tomando-se a condi¢@o ug(r, ) = J5((37) cos(36) foram obti-
dos os resultados mostrados na figura 1 considerando um tempo de 0 a 0,0002s com
intervalos de At = 0,00005s e escala para u(r, 0, t) entre -0,5K e 0,5K representada
no eixo vertical.

FiGura 1. Evolucgéao do perfil de temperatura da Placa

E importante notar que no instante inicial o perfil de u(r, 6,t) obedece a condicao
J3(C3r) cos(30), e, portanto, é periodico. Dado que u(b,0,t) = 0, de certo o perfil
de temperatura da placa ira convergir para 0 no regime permanente. E fato que tal
resultado diante da boa difusividade térmica do aluminio tem convergéncia rapida
e em pouco tempo como se vé a figura 1.

Por outro lado, na figura 2, tem-se um exemplo do perfil de temperatura no
instante inicial para 8 = 0, ou seja u(r,0,0). E importante notar que os valores
méximos e minimos da u correspondem as cores vermelho e azul na figura 1. Equanto
a cor verde corresponde a uma faixa intermediaria de temeperatura.

u(r,0,0) TN

04l

. o / \ )
- . . o r(mm)

FIGURA 2. Perfil de temperatura u(r,0,0)
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Na figura 3 encontra uma tabela de temperatura para § = 0. E importante notar
a a convergéncia para 0 em todas as andalises para diferentes raios sejam eles mais
perto do centro ou mais afastados.

Cada resultado mostrado na tabela 4 foi definido para 20 termos da série de
u(r,0,t). Como teste aumentou-se para 40 termos e os resultados continuaram
convergindo. Isso acontece pelo fato dos coeficientes da série de u serem muito
pequenos quando n — 0o acarrentando uma convergéncia para os valores da tabela.

8=0 tr=0 t=0.00005s ¢=0,0001s £=0,00015s ¢=0,0002s
r=0.1 0,041269%  0,0178735 0,0077408  0,00335245  0,00145191
r=073 0,425313 0,184201 0,0757753 0,0345497 0,0149631
r=0735 -0,0375571 -0,0162655 -0,00704442 -0,00305086  -0,00132129
r=0.7 -0,157435  -0,0681833 -0,02952%4  -0,0127388 -0,0055387
r=0.9 0,22585 0,0978301 0,0423651  0,01834596 0,00794698

F1GURA 3. Tabela de Temperatura do disco em € =0

Em seguida, para u(r, ) = sin(r) sin(r—1) cos(36) a figura 4 tem-se a evolucao de
temperatura considerando a mesma placa de aluminio com raio b = 1. Foi analisado
um tempo de 0 a 0,0008s com intervalos de At = 0, 00005s.

FI1GURA 4. Evolugao do mapa de Temperatura no tempo

E importante notar que, devido a u(r,#), o mapa de temperatura na evolugao
temporal entrou em regime permanente em tempo superior ao analisado em ug. No-
vamente os trechos de temperatura vermelha e azul representam, respectivamente,
as maximas e minimas de u, enquanto a cor verde, representa uma faixa intermedia-
ria. A figura 5 representa um exemplo de perfil de temperatura no instante inicial
para 6 = .

. ~ ™ .

A convergéncia de temperaturas para o angulo de — sdo verificadas na figura
6. Todas as temperaturas calculadas sd@o para os 20 primeiros termos da série de
u. Aumentando-se a quantidade de termos para 40, os resultados mostraram uma

convergéncia para os valores desta figura. De fato, cada coeficiente da série converge
para 0 e, portanto, os valores de temperatura convergem para esta tabela.

% rRMu @" sBm
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L ~ r(mm)
02 04 0.6 08 10

F1GURA 5. Perfil de tempetura para u <r, %, 0)

g t=0s t=0,00005s t=0,0002s t=0,000155 t=0,0002s
3
»=0,1]| 0.08264787544- 0.010062918410 0.004738020210 0.002884333192  0.001960508046
r=0,3 | 0190897 0.114705 0.0733043 0.051251 0.0373454
r=0,5 | 0.229679 0.18311 0.144567 0.114001 0.090252
#=0,7 | 0.1900% 0.162463 0.137154 0.114781 0.0954223

»=0,9 | 0.0780473 0.0649174 0.0547787 0.046334 0.0350518

FIGURA 6. Evoluciao da Temperatura no tempo para = %

7. CONCLUSAO

Verifica-se entao, que o mapa de temparatura no disco com bordo nulo é bastante
influenciado pela funcdo wuy(r,#) dada. De fato, para wug(r,0) = J5((s7) cos(36), a
funcao de Bessel exerce grande influéncia na convergéncia mais rapida em compa-
ragao a uj(r, ) = sin(r) sin(r — 1) cos(36). Com a implementagao computacional do
problema foi possivel verificar que essa convergéncia mais rapida foi decorréncia de
cada coeficiente da série ser da ordem de 10716,

No entanto, o aluminio precisa ser citado pelo fato de ter uma alta condutivi-
dade térmica. Mesmo com convergéncia diferente para as condigdes apontadas no
problema, vé-se de fato uma boa convergéncia para ambos os métodos. Abre-se a
possibilidade para trabalhos futuros, comparar convergéncia de temperatura para
diferentes materiais acrescentando fonte térmica interna, modificando a solucao da
EDP original.
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SOBRE A INTEGRABILIDADE DE FORMAS PFAFFIANAS NO
Rn

PEDRO F. DA SILVA JUNIOR

REsuMO. Este artigo detalha as condigoes menos conhecidas no R™ para a inte-
grabilidade das formas pfaffianas, ou 1-formas. E dada énfase na localidade de tais
condigOes e sao fornecidas provas, com alguns detalhes adicionais, dos teoremas
devidos a Clairaut e Carathéodory. Considerando a importancia da integrabili-
dade das formas pfaffianas, em particular na fisica-matemaética, este artigo mostra
que: existe um conteido oculto no teorema de Carathéodory no sentido de uma
integrabilidade global.

1. INTRODUGAO

As formas pfaffianas sdo um caso particular de formas diferenciais: as 1-formas.
O tratamento deste assunto através de formas diferenciais, incluindo a utilizacao de
algebra exterior e de variedades diferencidveis mais gerais do que o R”, ultrapassa o
escopo deste artigo'. O estudo das formas pfaffianas tem relevancia teérica e prética
em si mesmo, particularmente, na fisica-matematica [3, 4].

Este artigo tem dois objetivos principais. O primeiro é apresentar ao leitor, com
algum detalhe, as condi¢oes menos conhecidas para a integrabilidade das formas
pfaffianas no R”, as quais tém um carater local e raramente aparecem em livros
de equagoes diferenciais e formas diferenciais. O segundo é discutir a possibilidade
e obten¢ao de um critério de integrabilidade global para as formas pfaffianas. O
Teorema de Frobenius nao se enquadra no roteiro proposto para este trabalho e, por
isso, serd omitido. A excecdo é um breve comentério na secao 4.

Bem, primeiro estudadas por Clairaut, Fontaine, e Euler, de acordo com Katz
[5], as formas pfaffianas foram assim nomeadas em honra a Pfaff, que entre 1814

Data de aceitacao: 1 de outubro de 2019.

Palavras chave. Formas pfaffianas, integrabilidade de formas pfaffianas, teorema de
Carathéodory.

IPara o leitor interessado numa abordagem extensiva do assunto através de formas diferenciais
sugerimos a consulta do livro de Flanders [1], para uma exposi¢do aplicada em fisica, ou do livro
de Morita [2], para uma com foco em matematica pura.
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e 1815, tratou do assunto em mais detalhes [6]. Mais tarde, matematicos notéaveis
expandiram o trabalho de Pfaff, com destaque para Frobenius |7] e Cartan [§].

Uma forma adequada de aqui definirmos formas pfaffianas é semelhante a como
faz Morita [2].

Definicao 1.1. (Forma pfaffiana). Seja uma cole¢io de n varidveis independentes
X1, X2, ..., Ty no R™, e uma cole¢io de n fungoes F; = Fi(xy, 2o, ..., x,) de classe C™
em um conjunto aberto B CR™. Para os objetos 0&,

0§ = ZFi(rﬂl,xz, oy Ty )T,
=1

definidos em B, com 0§ representando o infinitésimo de uma certa quantidade finita
& em B, damos o nome de formas pfaffianas em n varidvets.

Doravante quando nos referirmos a uma forma pfaffiana genérica estaremos nos
baseando em uma forma pfaffiana 0£, cujos paradmetros sao exemplificados a partir da
Definicao 1.1. Agora, uma forma pfaffiana pode, ou ndo, remeter ao que chamamos
de diferencial de uma fun¢do. Quando uma forma pfaffiana 0¢ nao possui as funcoes
F; identificadas como as derivadas parciais de uma funcdo § = £(x1, 22, ..., z,) com
relacdo as respectivas variaveis x;, (F; = 0£/0x;), entao ela nao representa o diferen-
cial de uma tal fungao & e chamamos §¢ de diferencial inexata. Ou seja, nesse caso, a
quantidade 6§ representa apenas o infinitésimo de uma certa quantidade finita &, e £
nao ¢ uma funcdo das n variaveis independentes z; no sentido de £ = &(xy, x2, ..., Tp,).

Do contrério, se a forma pfaffiana 0 possuir as fungoes F; identificadas como as
derivadas parciais de uma fungao & = &(xy, 2o, ..., z,) com relagdo as respectivas
variaveis x;, (F; = 0¢/0x;), entao ela é o diferencial de uma tal fungao &, de fato
existente. Além disso, nesse caso, também chamamos 0 de diferencial exata e
substituimos, na simbologia da sua designagao, o simbolo § pelo habitual simbolo
d, tradicionalmente utilizado para designar o infinitésimo de uma quantidade que é
uma func¢do ordinéria.

Ocorre que, em alguns casos, mesmo que a forma pfaffiana 0¢ seja uma diferencial
inexata, ela pode ser identificada como o resultado do produto de uma fungao p =
w(xy, za, ..., x,) com uma diferencial exata di), onde 1) é uma fungao das n variaveis
independentes x1, s, ..., T,, em termos de ¥ = (1,9, ...,x,). Isto é, existindo
w, e sendo p(x1,xa,...,x,) # 0, em um conjunto aberto A, onde A C B, segue
que a quantidade d¢/p sera uma diferencial exata dy» em A. Quando isso acontece
dizemos que ¢ é integravel em A, e chamamos a funcao ' de fator integrante
de 0. Além disso, dada a suavidade das fungoes F; em todo B, para a discussao
da integrabilidade queremos assumir também que as formas pfaffianas sejam ndao-
singulares em B i.e., nao identicamente nulas em todo B.

Definicao 1.2. (Forma pfaffiana integravel). Seja d§ uma forma pfaffiana nao-
singular. Se existirem fungoes pu = p(xy, o, ...,x,), com p(xy, 9, ....,x,) # 0, e
v =(x1, 29, ..., T,) tais que

0§ = pdy,

% rRmu = sBm
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em um aberto A C B, entio 6¢ € dita ser integrdvel em A. Ainda, a funcio p=t €
chamada de fator integrante de €.

Naturalmente, pela Definicao 1.2, toda 6§ tal que 6§ = d€ é integravel. Para
continuarmos a nossa discussao precisamos mencionar a importante situacao que
ocorre nos caminhos em B tais que uma forma pfaffiana se anula, onde obtemos a
chamada equacao de Pfaff associada a essa forma pfaffiana.

Definigao 1.3. (Equacao de Pfaff). A equagao de Pfaff associada a forma pfaffiana
o€ €

5¢ = 0.

E muito importante ser dito que uma equacdo de Pfaff ndo diz que §¢ é identi-
camente nula em B; essa equacao diz em quais caminhos de B a equagao 0§ = 0
tem solucdo®. Em seguida, para buscar mais familiaridade com a ideia de formas
pfaffianas integraveis, vamos buscar analisar as solugoes das equacoes de Pfaff a elas
associadas.

Defini¢ao 1.4. (Equagao de Pfaff Exata e Integravel). A equac¢do de Pfaff associada
a forma pfaffiana 0§,
0§ =0,

€ chamada exata se, e somente se, 6§ for uma diferencial exata, 6§ = d; se, e
somente se, a forma pfaffiana 6§ for integravel, a equacdo de Pfaff associada é
chamada de integrdvel.

Se 6¢ for uma forma pfaffiana que constitui uma diferencial exata, entao 6§ = d§
e a equagao de Pfaff associada d§ = 0 possui como solugao & = &(x1, za, ..., Tp) =
constante, o que se trata geometricamente de uma hipersuperficie de dimensao n—1
em B.

Por outro lado, se ¢ for uma forma pfaffiana que é uma diferencial inexata,
porém, integravel, entao 06 = 0 ocorre nos mesmos caminhos em que di» = 0, i.e.,
onde 0§ = udiyp vale, conforme a Definicdo 1.2. Nessa situacao, a solugao de 6§ =0
¢ Y = Y(x1,29,...,x,) = constante, o que define uma hipersupeficie de dimensao
n — 1, agora, em A. Naturalmente, se §¢ for uma forma pfaffiana nao integravel,
entao a solucao da equacao 6§ = 0 nao precisa delimitar nenhum objeto geométrico
restringido a n — 1 dimensoes como nos casos anteriores.

Isto posto, j4 podemos realizar a pergunta principal: em quais situagoes uma
forma pfaffiana é integravel? As se¢oes 2 e 3 nos dao essa resposta.

2. INTEGRABILIDADE LOCAL

Esta secao trata das condicoes de integrabilidade que possuem carater local para
as formas pfaffianas; i.e., condigoes que, quando satisfeitas, o sdo restritamente a

Isso pode ser exemplificado com alguns usos das equacoes de Pfaff na fisica. Na Mecéanica
Analitica, os vinculos mecanicos sdo frequentemente modeladas por uma equagdo de Pfaff [9], e na
Termodinamica Classica a representacao usual de um processo infinitesimal adiabatico §Q = 0 é
precisamente a equagio de Pfafl da forma pfaffiana calor, 6Q [10].

‘su SBM
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alguma vizinhanca M contida em B, em torno de um algum ponto p de B. Isso
ficard mais claro na secao 3, onde discutiremos condi¢oes para uma integrabilidade
global. Por ora, é interessante que uma definicdo para a integrabilidade local seja
formalizada.

Definicao 2.1. (Integrabilidade local). Se a forma pfaffiana 6 nao-singular é
integrdvel restritamente a alguma vizinhanga M C B de todo ponto p € B, dizemos
que 0§ € localmente integrdvel em B.

Vamos discutir primeiro os casos mais simples para a integrabilidade local: os de
formas pfaffianas em duas e em trés variaveis.

2.1. Formas pfaffianas em duas e em trés variaveis. Para evitar repetigoes
desnecessérias, daqui em diante passaremos a assumir apenas formas pfaffianas néo-
singulares. De acordo com a Definicao 1.2, seja uma forma pfaffiana 6§ em duas
variaveis, ry e xs:

(1) 65 = Fl(l‘l, xz)dl’l + FQ((El, Ig)dﬂfg.

A respectiva equagao de Pfaff associada a forma pfaffiana da expressao (1), é,

(2) Fl(.ZEl, (Eg)dl'l + FQ($1,$2)d(E2 = 0,

a qual define a seguinte equacao diferencial ordinaria de primeira ordem,

dry _ _F1($1,$2)

(3) T% B FQ(l’hJJz)

onde xy = wo(x1). Agora, pelo Teorema da Existéncia e Unicidade para equagoes
diferenciais ordinarias®, se forem f(x1,72) e Of(x1,25)/0x5 continuas no aberto B,
dado algum ponto p = (71°,2,°) € B C R?, existe entdo em B uma tnica curva
¥(x1,z2(x1)) = constante, parametrizada por z;, que fornece a fungdo zy = wo(x)
solucao da equagao (3), tal que satisfaz 7, = x9(x;°) em algum intervalo aberto
I contendo z,°. Garantimos que as fungoes F(x1,z2) e Fy(xy,25) sdo C* em B
por definicao, e devemos assumir aqui que também sao, por construcao, nao-nulas
em B, dada a arbitrariedade gerada por montarmos a equagao (3) de modo que
xo = x9(x1), a0 invés de 1 = x1(x2). Do contrario, por essa arbitrariedade, poderia
ser 6¢ identicamente nula, ou indeterminada. Estas coloca¢bes permitem o uso deste
teorema para a equagao (3). Com isso em mente, estamos aptos a tratar de um dos

mais importantes teoremas da teoria da integrabilidade das formas pfaffianas.

Ef($1,l’2>,

Teorema 1. Toda forma pfaffiana em duas varidveis em um aberto B € localmente
integrdavel em B.

3Atencao despendida para enunciar formalmente esse teorema é redundante ao proposito deste
artigo. Para maiores detalhes desse teorema fundamental sugerimos a leitura do livro de Codding-
ton e Levinson [11].

"‘% RMU ?l‘
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Demonstracao. Toda equacao de Pfaff de uma forma pfaffiana em duas variaveis,
sendo essa equacao exata ou nao, define uma equacgao diferencial ordinaria de pri-
meira ordem como a equagao (3) que garante, pelo Teorema da Existéncia e Unici-
dade, ao menos localmente, a existéncia de uma tunica curva solucao ¥ (1, x2(z1)) =
constante. Considere di) em um aberto B C R?:

_ Y

Observe que a equagao (4) descreve as mesmas curvas rs = 2(x1) que a equagao
(3). Substiuindo entdo a equagao (3) na equagao (4), nos temos:

_ o F1(551>$2) o B
(5) dy = axld:cl Fo(ty, 22) 22 dxy = 0.

Reorganizando a equagao (5), e em vista da Defini¢ao 1.2, somos convidados a
definir a fun¢do p = p(zq,x2), claramente nao nula, dada por,

1 w1
Fl(l’l,l"Q) O0xy Fz(i‘hﬂ’h)aﬁ@?

de onde imediatamente segue que:

(6) plar,22) " =

(7) pdy = Fy(xy, xe)dxy + Fo(xy, x9)dzs = 6E.

O
Outra prova para o Teorema 1 pode ser encontrada em [12|. No estudo da inte-
grabilidade de uma forma pfaffiana 6§ em trés variaveis, x1, 9 e x3,

(8) 08 = Fi(xq, 29, x3)dzy + Fo(x1, 22, x3)dre + F3(21, 22, 23)d23,

é mais pertinente o uso da notagao vetorial: F = (F}, Fy, F3), dr = (dxq, dxs, dxs).
Assim, §€ e a sua equacao de Pfaff associada sdo representadas por, respectivamente:
0§ =F-dr e F-dr =0. Em um conjunto aberto, a verificacao da seguinte equacao
é necesséria e suficiente para a integrabilidade da forma pfaffiana em questao:

9) F.-VxF =0.

A afirmacdo anterior é um teorema. A prova deste resultado usando dos meios
discutidos até agora ¢ longa, em particular se a equagao (9) é suficiente para a
integrabilidade, e por isso serd omitida neste artigo. Adiante, quando tratarmos
da integrabilidade de formas pfaffianas em um numero qualquer de variaveis, a
demonstra¢ao da condigao (9) para o caso de trés varidveis serd imediatamente
recuperada. Um fato a ser destacado agora é que na demonstragao da condigao de
integrabilidade (9) se faz uso do Teorema 1 para a conclusao da integrabilidade das
formas pfaffianas em trés variaveis [13]. Como previamente discutido, o Teorema 1
possui carater exclusivamente local. O resultado disso é que a condi¢ao (9) garante

B
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a integrabilidade de formas pfaffianas em trés varidveis também apenas localmente,
para um aberto B C R? apropriado.

Teorema 2. Uma forma pfaffiana em trés varidveis em um aberto B € localmente
integrdvel em B se, e somente se, F-VXF =0 em B.

Demonstracao. Observando o Teorema 1, veja o Capitulo 1 do Livro de Sneddon
[13].

Entretanto, nao ¢ dificil de ver que a equagao (9) é uma condi¢ao necessaria para
a integrabilidade de uma forma pfaffiana em trés variaveis. Vejamos, adotando a
notagao vetorial dada apos (8), do Calculo Vetorial tiramos que se VXF # 0 entao
0¢ é uma diferencial inexata, gragas ao Teorema de Schwarz. Para que 0§ seja
integréavel é preciso entao que exista uma fungao u tal que Vx(u~'F) = 0. Ou seja,

(10) p 'V xF +V(p ) xF =0.

Multiplicando escalarmente (10) por F, obtemos que a condi¢ao procurada é:

(11) F-VxF =0.

Para formas pfaffianas em n varidveis, comegamos por encontrar uma condi¢ao
necesséria para a integrabilidade que generaliza (11).

2.2. Formas pfaffianas em n variaveis. Os importantes primeiros resultados que
seguem foram inicialmente [5] obtidos por Clairaut.

Lema 1. Uma condi¢do necessdria a integrabilidade de uma forma pfaffiana em n
varidveis € que Rjy,

OF, _ o,

Ox;  Oxyp,

oF, O,
Ox,  Ox;

OF, OF,
81’,— &rj

J

Rijr = I k

)

se anule, para quaisquer i, j, k.

Demonstracao. Comegamos escrevendo uma forma pfaffiana 0§ em n varidveis,
L1, X2y ey Tyt

(12) 6§:ZE($lzx27"'7$n)dmi-
i=1
Da Definigao 1.2, se §€ é integrével, entao existem fungoes i e ¥ que, nas condigoes
apropriadas, satisfazem 0§ = udiy. Disso vem que, para cada i:

0 1.

5'%'_M

(13)

Agora, se derivarmos a equagao (13) com relagao a alguma outra variavel, a saber
x;, teremos,

% rRmu = sBm
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ol ot oF;
= F+p =,
Ox;j0x;  Ox; TH Ox;

Pelo Teorema de Schwarz, 0% /0x;0x; = 0% /0,0, logo,

(14)

Ot _LOF;  ou™! _,OF;
15 F; L= F, T
( ) 81’1 I + K (%1 8xj + H 895]-
Reagrupando (15) e multiplicando toda a equagao por p,
oF; OF; out ou1
16 I = F — uk; .
( ) 8:61- (9xj H axj HE 81’,—

Em comparacao com a condic¢do (11) para trés variaveis, o lado esquerdo de (16)
nos convida a procurar meios de anulé-lo e, assim, obtermos uma condi¢ao de inte-
grabilidade que dependa apenas das derivadas das fung¢oes F;. Isso ocorre se mul-
tiplicarmos (16) por uma outra fungdo Fj, e entdo somarmos ciclicamente termos
analogos a F;[0F;/0x; — OF;/0x;] de modo que,

OF, _OF,

o), p[or _om
an al'k

OF, OF,
8Ii a{L’j

J

(17) ﬂ‘iijk EE k = 07

porque os termos do lado direito de (16) se cancelam com os termos analogos quando
noés os adicionamos. O
Imediatamente se vé a recuperagao da condigao (11) ao fixarmos (7, 7, k) = (1,2, 3)
m (17). A reciproca do Lema 1 é valida, ao menos localmente. Para mostrar isso,
primeiro precisamos observar que: se a quantidade fR;j; ¢ nula em uma colecao de
varidveis, permanecerd nula por uma mudanca de variaveis.

Lema 2. A nulidade de RR;jj, € invariante por uma mudanga de varidveis.

Demonstracao. Seja uma forma pfaffiana 6§ em n variaveis x1, s, ..., T, tal que sofra
uma mudanga de varidveis para novas n varidveis ¥, o, ..., Tp. O diferencial de uma
variavel x; = z;(Z1, Ta, ..., T,) €, entdo:

J

j=1

dz;.

A forma pfaffiana 6§ pode ser representada em ambas as colegoes de varidveis,
com as respectivas fungoes associadas. Logo,

n

(19) 6£ = ZE(ZL‘l,IQ, ,l‘n)dl'l = ij(fhfg, ...7fn)dfj,

i=1 j=1
onde, substituindo (18) em (19), obtemos:

B
% rRMu @"% sBm
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n
— 837@

(20) Fj(i’l,fg, ,i‘n> = . T@E(xl,x% ,LL’n)

Suprimindo a dependéncia explicita com as variaveis, por (17), na cole¢ao das
novas variaveis, a quantidade R;j;, é:

|oF  oF,
81'] 6[?]C

oF _oh,

oF, OF,

(21) ozr; 01

Vamos analisar inicialmente apenas o segundo termo de (21), substituindo assim
apropriadamente as novas fungoes dadas em (20). Fazendo isso,

(22) Z SZ

=1

= 0x; Oz, (%ck c%ck 8xk ox;
vemos que obtemos um termo proporcional ao primeiro termo de fR;;;, uma vez

que as derivadas parciais de segunda ordem nas varidveis somem, pelo Teorema de
Schwarz. Repetindo o mesmo para os termos restantes de (21), temos que:

Ox; 0x; Oxy,
(23) z]k - [ZZZ 8.Tj 8x2 axz] %Wk
=1 j=1 k=

Logo, se Rijr = 0, entdo, Ry, = 0. .

Teorema 3. Uma condicao suficiente a integrabilidade local de uma forma pfaffiana
em n varidveis, em um aberto B, € que R;j; se anule, para quaisquer i, j, k.

Demonstracao. Apresentaremos uma prova via inducao finita que, inicialmente,
busca mostrar que a condi¢ao R;;, = 0, para quaisquer ¢, j, k, ¢ suficiente para a
integrabilidade. Disso vird que o maximo que podemos afirmar sobre tal condicao é
que, de fato, ela é suficiente a uma integrabilidade local, apenas.

Para uma forma pfaffiana em uma variével, x1, por construcao, fica evidente que
0 é sempre integravel. Ja para uma forma pfaffiana em n variaveis,

(24) & = ZE(:cl,xg,...,xn)dwi,
i=1

supomos que R;;, = 0, para quaisquer ¢, j, k. Em seguida, escolhemos examinar 6§
por um caminho em um aberto B C R"™ tal que dx,, = 0. A forma pfaffiana que
resulta de fixarmos o valor da variavel x,, em (24), é

(25) on = Zﬂ(xl,xg,...,xn)dxi,

% rRMu = sBm
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de forma que naturalmente R;;;, = 0 permanece inalterada em (25), como a hipotese
de inducao, uma vez que a nulidade dessa quantidade nao muda por fixarmos uma
varidvel. Supomos entao que 67 ¢ integravel, sob a circunstancia R;j, = 0, para
quaisquer i, j, k diferentes de n em B. Por conta disso, devem existir fun¢oes A, com
Mx1, Ty oy y1) #£0, e 0 = o(x1, T2, ..., T_1), em algum aberto A C B, tais que:

n—1

(26) on=xo =2 gadxi.
- i

Agora, deixando x,, variar, podemos reescrever 0§ em funcao de dn, com dn inte-
gravel por hipdtese, como colocamos. Isto é,

(27) 0§ = Mo + Fdz,,

onde, uma vez que §§ é uma forma pfaffiana em n variaveis, escrever (27) equivale
a uma mudanga de varidveis em 0&, das variaveis xy, xa, ..., T, para certas novas
variaveis i, Zs, ..., Tn_2,0,T,. Nessa nova colecdo de varidveis ocorre que F; =
0, para todo i = {1,2,...,n — 2}. Do Lema 2, a hipotese da nulidade de R
permanece para a nova colecao de variaveis. Novamente, essa relacao se preserva ao
examinarmos apenas a colecao de variaveis Ty, Zs, ..., T,_9. Explicitamente,

- oF, o\
28 Ri =A— —F,— =0,
( ) ijk 8@ "837;1
e obtemos que, nas variaveis T, T, ..., T_2, 0, T,, 0 quociente F,, /) deve depender
unicamente de o e z,,. Com \ # 0, podemos reescrever (27) como:

(29) 0=\ (da + ]f\ndxn> ,

O termo em parénteses em (29) é uma forma pfaffiana em duas variaveis, que é,
pelo Teorema 1, localmente integravel. Portanto, existem fungoes p e 1, tais que,

(30) 5¢ = ud,

nas condicoes apropriadas, e assim 0§ é localmente integrével em B. O
Apresentaremos agora um ultimo resultado. Originalmente obtido na formaliza-
¢ao da Termodinamica Classica de C. Carathéodory em 1909 [14], e provavelmente
figurando como o critério para integrabilidade das formas pfaffianas mais ausente
nos livros didaticos de equacgoes diferenciais desde entdao. Esta é uma verificacao
que fornece a integrabilidade local de uma forma pfaffiana a partir de uma condigao
topologica do conjunto B ao qual reside a forma pfaffiana em questdao. A prova desse
teorema é apresentada aqui com um pouco mais de detalhes do que nas obras que
primeiro a investigaram [15, 16|, apds a prova original de Carathéodory [14].

B
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Teorema 4. (Teorema de Carathéodory). Uma condi¢ao necessdria e suficiente
integrabilidade local de uma forma pfaffiana 0§ em n varidveis em um aberto B, €
que em toda vizinhanca M C B arbitrariamente proxima de um ponto qualquer p€ B
existam pontos inatingiveis desde p pelas curvas tais que 6& = 0.

Demonstragao [15]|. Sejam a forma pfaffiana 6 em n variaveis, num aberto B CR",

_ 0 0 0 _ * * * _ *% Kk LS
ep= (2" 2% ..., x,0), ¢ = (x1*, xo*, ... ), 7 = (1™, 2™, ..., x,**) pontos de B.

Sejam as curvas 7y, e o em B, suaves, parametrizadas por um parametro ¢,

(31a) 1(t) = (f1(t), f2(D), s fu(t))

= (1)),
(31b)  a(t) = (f1(t) +vgu(t), f2(t) + vg2(D), ., fult) + vg

n(t) = (fi(t) +vai(t)),

com v real, tais que 6§ = 0, com as seguintes condigoes, respectivamente,

(32a) T(to) =p, () =g,
(32b) Ya(to) =p,  Yaltw) =T,

onde ty < ty < tu, com |t, — to| < €1 € |tw — ti| < €9, para €1 e €g arbitrariamente
pequenos. Com um v suficientemente pequeno, nosso objetivo é examinar a situacgao
ea — 0. A equagao de Pfaff a qual 75 é solugao se da por,

Z Fi(Ai(t) +va(t))d(fi(t) +vai(t) =0
(33) -
= Z F(fi(t) + va)[fi(t) + va:(t)],

com df;(t)/dt = fi(t), dg;(t)/dt = §;(t). Derivando (33) por v, em v = 0,

(39 ZF TOTURS p ot MR

i=1 j=1

ou

(3) > RGm0 = -3 3 O g0

=

A equagao (35) ¢ equivalente a escolhermos n — 1 das fungoes g;(t) de maneira
arbitraria e a n-ésima asseguramos obedecer (35). Seja entao essa n-ésima fungao
gr(t), de modo que, isolando os termos de indice k, temos:

% rRMu = sBm
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OF.(filt
)) g (t +Z 81:; fi(t)gr(t) =

(36) o AP
_ZF s — 323 ) gy )
7k g ’

A funcéo gx(t) entao se torna o objeto a ser estudado se fazemos es — 0. O lado
esquerdo de (36) é uma equagao diferencial ordinéria de primeira ordem linear em
gr(t), logo, pelo método de Leibniz do fator integrante, seja a fungao n = 7(t), nao
nula, tal que:

ay LORGDR0) L +28Fai?k fithanto)|.
z;ék

Desenvolvendo o lado esquerdo de (37):

d(n(t)Fr(fi(t))gr(t))
dt

(38) ~ 0F(filt))

= n(t) FL(AO)3(0)Fn(t) Y =252 (1) g () + (1) FL(f(0) 9u0).
= l

e com a comparacao entre (37) e (38) segue,

(39) D F(fi(t) = n(t) fi(t) Y
=

OF(fi(t) amfl(t))]

Agora, perpetuando o método de Leibniz e multiplicando os dois lados de (36)
por 7(t), usando (38) e (39), podemos isolar gx(t) pela integragao do lado esquerdo
de (37), o que se revela ser igual ao lado direito de (36) quando multiplicamos o
ultimo por 7(t). Temos entao:

(40)

o R0 = [ ot ZF 7030 +22Wﬁ(t)gj(t)]dt,

s J#k ik

onde g;(tg) = 0 para todo 7, pelas condigoes (32). Integrando por partes o primeiro
termo no integrando de (40), usando (39) e novamente que g;(top) = 0, obtemos
diretamente:

7 RMU @% sBm
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(41)
/ ZF fi(t) ZF A
J#k gyék
i) | OF(A() — OF(fi() | | OF;(fi(1))
/0 sz il ( FLA®) | o or, | o, )dt'
75 ];ék

Substituindo (41) em (40), e colocando a funcao Fj(fi(¢)) em evidéncia no inte-
grando, temos:

(42)
(") Fu(fit) g ZF A
J#k
e ( oy [ 2L _ OFLite)
2k T2k Z

+ R((t)| 52 o

OF;(filt) 3E(fz(t))]> i

Uma vez que, pela curva 7, é verdade que,

(13) S RO fi(t) =

entao,

oF(fi(t))  OF;(fi(t))

dt = 0.
896]- 8xk

w3y / S10)

i=1 j=1
i#k j#k

Substituindo (44) em (42), isolando gx(t') no processo e identificando R;j; no
integrando, temos:

, 1
g(t') = (?5')Fk(flt'{ ZF (fult

1) - ka “n(t) fi(t)g;(t)
) f;(0)gi(t
£y [ 1R }
win

REVISTAMATEMATICAUNIVERSITARIA . S0CIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA



Sobre a integrabilidade de formas pfaffianas no R" 188

Se t'—t,, com €; arbitrariamente pequeno, onde |t, — tg| < €1, bem como €3, onde
|tex —ts| < €2, entdo, no limite e — 0, teremos a formagao de uma vizinhan¢a M C B
em torno de p, arbitrariamente proxima de p, tal que existem pontos atingiveis desde
p pelas curvas nas quais 6§ = 0. A unica excessao a isso é se toda fungao g (t) for
identicamente nula, para todo t. No integrando de (45), isso requer que:

(46) Z fz(t)%zjk — O,

iZh
uma vez que, por construcao, n = n(t) #0, as g;(t) ndo podem ser fixadas como
zero e, obviamente, Fy(fi(t))"" #0, para todo k. Uma vez que as f;(t) podem ser

arbitrarias, exceto fi(f), a qual ndo comparece em (46), concluimos que R;;;, = 0,
para todo 4, j, k. Pelo Lema 1 e o Teorema 3 essa prova se encerra. (|

3. INTEGRABILIDADE GLOBAL

O Teorema de Carathéodory 4 tem sido historicamente colocado em debate por
garantir apenas uma integrabilidade local para as formas pfaffianas [17|. No entanto,
seu uso na Termodinamica Cléassica fornece pistas de que sua natureza local reside
na generalidade de sua premissa em termos topoldgicos. Mais do que isso, quando
analisado de acordo com as necessidades descritivas da Termodinamica Classica [10],
esse teorema parece pedir mais do que se precisa para obter um fator integrante, ao
presumir uma relagao de nao conexao entre pontos no espago (no presente contexto,
o R™) valido para qualquer vizinhanga, arbitrariamente pequena, neste espago.

Isso indica a possibilidade de um contetido oculto no Teorema de Carathéodory
que pode ser revelado pela modificacao apropriada da nocao de vizinhanca. Faremos
isso a seguir e obteremos como resultado uma condicdo suficiente para a integrabi-
lidade das formas pfaffianas em todo B, exceto para um conjunto de medida nula
contido em B; o que chamaremos aqui de integrabilidade global em B.

Definigao 3.1. (Reta cercante). Dado um ponto p = (11°,25°,...,2,°) € B CR",
para a reta 1l(x;) dos pontos (x1°,25°; ..., i, ..., ,°), com a varidvel arbitrdria w;
chamada de varidvel livre, damos o nome de reta cercante a p associada com x;.

Perceba que a uniao |J;_, II(x;) das n retas cercantes II(x;) possiveis a um ponto
p € B CR"™ nao constitui uma vizinhanga M de p.

Teorema 5. Uma condicao suficiente & integrabilidade global de uma forma pfaffi-
ana 0§ em n varidveis em um aberto B € que na reta cercante I(x;) de um ponto
qualquer p € B, para alguma varidvel livre x;, existam pontos arbitrariamente pro-
ximos de p inatingiveis desde p pelas curvas tais que 6§ = 0.

Demonstracao. Sejam a forma pfaffiana 0¢ em n varidveis, num aberto B C R", e
p= (1% 2% ..., 2,°) um ponto arbitrario de B. Sejam também ¢ = (21°, z5°, ..., z,,*)
um ponto da reta cercante a p associada a variavel x,,, II(x,), e v uma curva em B

tal que:

B
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(47) > Fi(y)dai(y) = 0.

Com |z,,* — x,°| < &, vamos supor que 7 passa por p mas nao passa por ¢, para
qualquer ¢ arbitrariamente pequeno. Segue disso que a equagao,

Fli(z'la L2y weny xn)

(48) dx,(T1, Ty oy Tpo1) = — dz;,

Fo(x1, 29, ..., 2y)

advinda de (47), denota dx,, como o diferencial de uma fun¢ao x,, = x,,(x1, 2, ..., Tp_1),
de modo que, como sabemos, a fun¢ao F,(z1, 2, ..., z,) nao ¢ identicamente nula.
Obtemos x,, = x, (1, T2, ..., Tp—1) explicitamente integrando (48),

L1,L2,.., Ty — n—1
0 (@12 n-1) E(xl)x%'“)xn)
dl'i,
(

(49) Tn(T1, Ty ooy Tp1) = Ty —
n ) PREEPRI ) n 210,250,z 10) = Fn(fbl,l'g, ,In)

onde z,,° = x,(21°, 25°, ..., ,_1°). Agora, se fizermos as quantidades z1°, x5°, ..., 2, _1°

variarem, teremos i, Ts, ..., ,° como as novas variaveis independentes das quais
a fungdo z,, agora x, = x,(x1,T9,...,1,"), depende. A fungao x, ¢ continua
em relacdo as variaveis x,, T, ..., Tn_1, 2,", e diferencidvel em relacdo as variaveis

X1, To, ..., Ty_1, gracas a (48). Portanto:

Orn _ F

(50) r

Além disso, pela equacao (49), os quocientes F;/F, poderdo depender de w,°
de alguma forma. Porém, se fixarmos as outras variaveis xi, zs, ..., T,_1, em (49),
obteremos que ¥, = z,(v1,Zs,...,2,°) é uma fungdo mondtona de z,°. Isso nao
muda para qualquer intervalo fechado contido em II(z,) no qual possamos assumir
as mesmas hipoteses que foram postas até aqui. Como consequéncia, pelo Teorema
de Lebesgue da Diferenciagao [18], z,, = z,, (1, o, ..., ,°) ¢ uma fungao diferenciavel
de 2,° em todo B, com excecao a um conjunto de medida nula contido em B.
Assim, observamos que o diferencial da fungao x, = z,(z, 79, ..., z,°),

n—1
oz, oz,
(51) day, (1, Ty ..y 2,°) = ; a—xid:ri + axnoda@no,

da mesma maneira se refere a todo B, com exce¢do ao mesmo conjunto de medida
nula contido em B. Retomando (47) explicitamente, e usando (51) e (50), temos:

% rRmu = sBm
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n—1
06 =Y Fidx; + F,da,
i=1
52 B 8l‘n 8xn 0
(52) Z Fdz; + F, Z R e L
03:
=F,—dz,°.
0x,,° v
Logo, §£ ¢ integravel em quase toda parte de B. O

4. APLICACOES E COMENTARIOS FINAIS

Neste artigo apresentamos ao leitor as condig¢oes de integrabilidade das formas
pfaffianas no R™, com exce¢ao do conhecido Teorema de Frobenius. Dividimos nossa
discussao entre aspectos locais, na se¢ao 2, e aspectos globais, na se¢ao 3, no que
diz respeito & integrabilidade. Inspirado no Teorema de Carathéodory, e seu uso
na Termodinamica Cléssica [10], um critério de integrabilidade de caréater global, a
saber, o Teorema 5, foi obtido na secao 3.

O Teorema 5 quando aplicado & Termodinamica Cléssica pode gerar um resultado
muito importante: a construcdo de uma funcgdo entropia diferenciavel em quase
toda parte, de modo que as regioes onde a diferenciabilidade desaparece sejam,
pela justificativa experimental da teoria, os pontos no espaco termodinédmico de
estados relacionados com transi¢coes de fase. Com efeito, introduzindo a lei zero
da termodinidmica e consequentemente o conceito de temperatura empirica ¢, esta
quantidade pode agora ser identificada como a variavel livre no contexto do Teorema
5; ou seja, assumimos que ¥ = x,. Em seguida, de acordo com [16], identificando
também §¢ como a quantidade de calor §Q, F,, = Fy, e 2, = 9°, a tltima expressao
em (52) pode ser reescrita se observarmos a deducao da premissa do Teorema 5 a
partir do enunciado de Kelvin, ou Clausius, da segunda lei da termodinamica [10].
Entao, fazendo uma mudanga para novas variaveis, u e o, obtém-se,

0Q = udo,
onde nao é dificil verificar que ¢ é uma funcao diferenciavel em quase toda parte das
variaveis apropriadas em considera¢ao. Com um pouco mais de argumentos [16],
obtemos a segunda lei da termodinamica para processos quase-estaticos,

0Q =T4dS,
sendo T a temperatura absoluta e & a entropia absoluta. Esta funcgdo entropia
absoluta, ou simplesmente fungdo entropia, possui as seguintes propriedades: a)
aditividade (sobre sistemas termodinamicos); b) extremizacao (maximizagao ou mi-
nimizacdo?) sobre um processo adiabético irreversivel (a premissa do Teorema 5 pode

4Para o leitor com familiaridade em fisica, a aparente lacuna da possibilidade de maximizagao
ou minimizagao, e a auséncia de uma propriedade de variagdo mondtona crescente da entropia em
relagdo & energia interna, sdo caracteristicas suportadas por vérias evidéncias experimentais [19].

% RMU = s
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ser generalizada a partir do ponto de vista da termodinédmica de processos irrever-
siveis); c) diferenciabilidade em quase toda parte. Com a suposi¢ao experimental
de varia¢ao localmente limitada das grandezas termodinamicas [20], podemos as-
sumir que a funcao entropia também tem suas primeiras derivadas com a mesma
propriedade de variacao localmente limitada. Isso, juntamente com a propriedade
de diferenciabilidade em quase toda parte, gera uma propriedade final para a funcao
entropia em questao: d) continuidade localmente Lipschitz. Na verdade, devido ao
Teorema de Rademacher, as propriedades desta fungao entropia podem ser resumi-
das em: aditividade, extremizacao, e continuidade localmente Lipschitz.

Também na Mecanica Analitica, a aplicagdo de um critério de integrabilidade para
formas pfaffianas é o procedimento que leva a verificar se os vinculos nao-holénomos
sao, ou nao, integraveis. Vinculos sao relacoes entre as coordenadas mecanicas ge-
neralizadas, velocidades generalizadas e, eventualmente, a coordenada de tempo;
quando um vinculo é uma relacdo apenas entre as coordenadas generalizadas e o
tempo, ele é chamado de holénomo, caso contrério, é chamado de nao-holénomo. Um
conjunto de n vinculos nao-holénomos impostos a um sistema mecanico sao frequen-
temente representados por n correspondentes equagoes de Pfaff: & =0, ..., &, = 0.
Ha uma importancia pratica para a Mecanica Analitica na verificagdo da integrabi-
lidade de vinculos nao-holénomos: os vinculos podem ser aplicados diretamente na
funcao lagrangiana do sistema mecéanico, facilitando assim a obtencao das equacgoes
de movimento resolvendo as equagoes de Euler-Lagrange [21]. Além disso, o método
tradicional para fazer o teste de integrabilidade é utilizando o Teorema de Frobe-
nius, que exige manuseio de algebra exterior e conhecimento analitico das equacgoes
de Pfaff em questao.

Por outro lado, em termos do Teorema de Carathéodory 4, o teste de integrabi-
lidade para vinculos nao-holénomos pode ser realizado sem mais recursos matemaé-
ticos, ao invés disso fazendo uso de inferéncias fisicas no espaco de fase do sistema
mecanico e suas respectivas restri¢oes. Por exemplo, o problema tradicional de um
cilindro perfeito rolando sem deslizar em um plano inclinado pode ser facilmente vi-
sualizado na perspectiva de que existem estados no espago de fase do sistema que nao
sao acessiveis gragas ao vinculo de rolar sem deslizar, portanto, esse vinculo precisa
ser integravel. Nesse ponto de vista, o Teorema de Carathéodory 4 mostra-se fisica-
mente mais substancial do que o Teorema de Frobenius, embora este ltimo tenha
maior rigor e seja mais tutil, especialmente com vinculos mais complicados. No en-
tanto, a aplicagao de um derivado do Teorema de Carathéodory 4, como o Teorema
5, na integrabilidade de vinculos nao-holénomos deve ser melhor investigada.
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