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O METODO DE ENUMERACAO DE POLYA-REDFIELD EM
MODELOS GEOMETRICOS DE MOLECULAS: UMA
EXPLICACAO AMIGAVEL PARA ESTUDANTES

ROBERTO RIBEIRO PATERLINI

REsuMO. O método de enumeracao de Polya-Redfield é celebrado tanto no campo
da Matemaética quanto no da Quimica, quigd também em outras areas. Lemos em
[6], pag. 56 e seguintes, que problemas de enumeragio e catalogacao de compostos
em Quimica foram os principais incentivos para G. Pdlya criar o seu método ([9]).
Esse método ja havia sido referido por J. H. Redfield ([11]) alguns anos antes,
mas nao foi notado de imediato porque usava uma linguagem pouco compreen-
sfvel e com auséncia de aplicagoes. Neste texto pretendemos explicar o método
atuando diretamente na enumeragao de compostos moleculares que usam figuras
geométricas como modelo.

1. INTRODUCAO

Vejamos em que consiste o problema da enumeracao de compostos moleculares
exemplificando com uma situagao significativa. Para isso tomamos o modelo hexa-
gonal do benzeno, uma molécula constituida por seis atomos de carbono e seis de
hidrogénio.

Desde tempos ancestrais ¢ muito conhecida a goma de benjoim, extraida do benjo-
eiro, uma arvore oriental. Dessa goma foi obtido o benzeno, descoberto pela primeira
vez pelo cientista britanico M. Faraday em 1825. Posteriormente, em 1834, o qui-
mico alemao E. Mitscherlich determinou sua férmula molecular CgHg. Entretanto,
a geometria do benzeno (isto é, a forma com que os seis atomos de carbono e os
seis atomos de hidrogénio se organizam no espago) desafiou os quimicos por algum
tempo. Varios formatos foram propostos, até que, em 1865, o quimico alemao F.
A. Kekulé, interpretando um sonho no qual viu uma cobra abocanhando o proprio
rabo, se decidiu pela forma hexagonal. Na Figura 1, desenho da esquerda, vemos
uma representacao dessa ideia.
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FIGURA 1. A esquerda, representacao espacial do benzeno, obtida de
[12]. A direita, desenho do esqueleto do anel benzémico.

Nesse modelo os &tomos de carbono ocupam os seis vértices de um hexégono, cujas
arestas representam as ligagoes de cada atomo de carbono com seus dois vizinhos.
Cada um dos seis atomos de hidrogénio se liga a um dos atomos de carbono. Para
completar a tetracovaléncia do carbono, cada um desses atomos tem uma ligagao
dupla com um atomo de carbono vizinho, de modo que as ligagoes duplas se alternam
nos seis lados do hexdgono. Como o hidrogénio é monovalente, essa combinacao se
estabiliza, formando uma molécula.

O modelo de Kekulé é hoje chamado modelo estdtico do benzeno. Ele foi aperfei-
¢oado, pois posteriormente se descobriu o fendmeno da ressonancia. Segundo essa
propriedade, as ligagoes duplas se “movimentam” ao longo do anel, mantendo sempre
a alternancia, e nunca se fixando em nenhuma das duas posigoes. Esse é o modelo
ressonante do benzeno.

Com o desenvolvimento da Quimica logo se percebeu que outros atomos ou radi-
cais monovalentes podiam ocupar o lugar dos atomos de hidrogénio. Considera-se,
assim, o chamado esqueleto benzémico, ou anel benzémico, como mostrado na Figura
1, desenho da direita. Ele consiste de um hexagono cujos vértices sao ocupados por
atomos de carbono, e seis posicoes vacantes, cada uma conectada a um atomo de
carbono. Essas posi¢oes vacantes, que aqui etiquetamos com os ntimeros de 1 a 6,
podem ser ocupadas por atomos monovalentes, como o cloro Cl, o bromo Br e o
flaor F, além do ja considerado hidrogénio H. Podem ser ocupadas também por
radicais monovalentes, como o etil C5H5 e o metil C'Hz, ou por combinagoes mais
complexas. Nesse contexto esses atomos e radicais sao chamados substituintes. Na
Figura 2 vemos dois exemplos. No primeiro, a esquerda, temos o composto 1,3-
dibromo-2,4-diclorobenzeno, em que as posigoes vacantes do esqueleto do benzeno
sao ocupadas por dois atomos de hidrogénio, dois de cloro e dois de bromo. Por-
tanto, sua formula é Cg HoCly Bry. No segundo, a direita na mesma Figura, temos o
composto 4-bromotolueno, com féormula C7; H;Br, no qual as posi¢oes vacantes sao
ocupadas por quatro atomos de hidrogénio, um de bromo, e por um radical metil
CHs.

Vejamos como sao algumas das possiveis moléculas com quatro &tomos de hidrogé-
nio e dois de cloro, usando como modelo o anel benzémico. Temos seis posigoes para
serem ocupadas por dois atomos de cloro, de modo que isso fornece (g) = 15 possi-
bilidades (dois dtomos de mesmo tipo sdo considerados indistinguiveis). As outras
quatro posi¢oes vacantes sao automaticamente ocupadas pelo hidrogénio. Cada uma
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FIGURA 2. A esquerda, representacio do 1,3-dibromo-2,4-
diclorobenzeno. A direita, representacdo do 4-bromotolueno.
Figuras obtidas de [12]. Correspondéncia das cores: cinza escuro para
o carbono, branco para o hidrogénio, verde para o cloro, e vermelho
para o bromo.

dessas possibilidades sera chamada configurag¢ao. Vemos, na Figura 3, algumas des-
sas configuragoes. Observamos que, para destacar as simetrias e facilitar a listagem,
nossos desenhos sao planares e simétricos, mas essas moléculas sao tridimensionais,
em geral nao sao simétricas, e podem ser imaginadas “soltas no espago”.

Nessas configuragoes é irrelevante a posicao relativa dos atomos H e C! confron-
tada com as ligacoes simples ou duplas dos 4tomos de carbono. Adotamos o modelo
ressonante do anel benzémico, no qual as ligagdes duplas nao estao fixadas. Assim
sendo, examinando os desenhos da Figura 3, observamos que (a), (e) e (f) represen-
tam a mesma molécula, sendo que a diferenca dos desenhos se deve apenas a relativa
posi¢ao em que se coloca o observador. Do mesmo modo se vé que (b)=(d).

Cl H
Cl 0—4 *—OH 0—4 }—o 0—4 ;—o
H H
(a)
Cl H

F1GURA 3. Algumas das 15 configuragoes CgH,Cly com geometria hexagonal.

Se o estudante se der ao trabalho de desenhar as 15 configuragoes possiveis, vera
que, essencialmente, elas descrevem apenas trés moléculas, representadas pelas con-
figuragoes (a), (b) e (c). Essas configurac¢oes sao denominadas padraes.

Com essas ideias antecipamos teoricamente que devem existir trés moléculas di-
ferentes com formula CgH,Cls e com geometria hexagonal. Para confrontar essa
previsao com a realidade, podemos consultar compéndios de Quimica, ou, mais fa-
cil, acessamos um repositorio como [12|. Na caixa da pagina de entrada digitamos
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C6H4CI2, e o sistema fornece uma lista de compostos, dos quais essencialmente trés
tém o formato hexagonal. Na Figura 4 vemos representagoes espaciais e os nomes
dessas trés moléculas.

o )

FIGURA 4. Da esquerda para a direita, representacoes do 1,2, do 1,3 e
do 1,4-diclorobenzeno, respectivamente, os trés isdbmeros com férmula
CsH4Cly e com geometria hexagonal. Figuras obtidas de [12].

Neste texto chamamos de isdmeros geométricos, ou, simplesmente, isdmeros, mo-
léculas que tém a mesma formula e o mesmo esqueleto geométrico, mas que apre-
sentam propriedades quimicas diferentes. A diferenca entre elas se deve a variagao
do posicionamento dos d&tomos nas posi¢oes vacantes.

Do ponto de vista da Quimica, o problema com que estamos lidando aqui € a
contagem de possiveis isomeros. Do ponto de vista da Matematica, é a contagem de
padroes.

Para encerrar esta introdugao observamos que nosso singelo exemplo nao deve
dar a entender que a contagem de isdmeros pode sempre ser feita manualmente. O
numero de isdmeros costuma crescer exponencialmente. Antecipando um calculo
que explicaremos mais adiante, suponhamos que seis substituintes estejam sendo
considerados para as posicoes vacantes do anel benzémico. O total de configuragoes é
6% = 46.656, e, depois de eliminadas as configuracoes repetidas, o nimero de padroes
¢ 4.291. Atualmente a contagem e descri¢ao desses padroes sao feitas por aplicativos
computacionais. Por isso é necessaria uma abordagem algébrica do problema, de
modo a propiciar a construgao de algoritmos.

2. MOLECULAS COM O ESQUELETO DO ETENO

A ideia é descrever todos os procedimentos usando recursos da Algebra. Examine-
mos de forma completa um exemplo bem simples. O eteno é um hidrocarboneto tipo
alceno, formado por dois 4tomos de carbono com ligagao dupla, e completado por
quatro atomos de hidrogénio. Sua féormula molecular é HyC=C H», ou, mais simples-
mente, CyH,. E também chamado etileno. Na Figura 5 vemos duas representacoes
do eteno, uma planar e outra espacial. Nossas representagoes nao pretendem re-
tratar as angulagoes entre os atomos e nem os comprimentos relativos das ligagoes,
mas apenas destacar as caracteristicas combinatorias.

O esqueleto do eteno é um desenho formado com dois 4tomos de carbono com
ligacao dupla. Como a valéncia do carbono é 4, sobram, em cada atomo de carbono,
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FIGURA 5. A esquerda, representacdo plana do eteno. No centro,
representagao espacial da mesma molécula, obtida em [12]. A direita,

esqueleto do eteno com dois &tomos fixos de carbono com ligacao dupla
e quatro posigoes vacantes etiquetadas com niimeros.

duas posigoes vacantes. Temos assim quatro posi¢oes vacantes a serem ocupadas
por atomos ou radicais monovalentes. Etiquetamos essas posi¢coes com os niimeros
1, 2, 3 e 4, como mostrado na Figura 5, desenho da direita.

2.1. Configuragoes do esqueleto do eteno com hidrogénio e cloro. Comega-
mos nosso estudo considerando as configuracoes obtidas colocando-se, no esqueleto
do eteno, atomos de hidrogénio H ou de cloro Cl. Existem 2 possibilidades de
escolha para cada uma das 4 posicoes vacantes, e as escolhas sao independentes.
Aplicando o Principio Multiplicativo, contamos 2 -2 -2 -2 = 2* = 16 possibilidades
de combinagoes, de modo que temos 16 configuragoes. Cada configuracao pode ser
descrita algebricamente como uma aplicagao E : {1,2,3,4} — {H,Cl} (e sao usadas
todas as aplicagoes possiveis). A Figura 6 exibe um desenho de cada configuragao
com a aplicacao correspondente. A etiquetagem das posi¢gdes vacantes segue a da
Figura 5, desenho da direita.

Certamente que o estudante nao encontrara dificuldade em nossa forma peculiar
de escrever as aplicagdes E;. Por exemplo, F4(1,2,3,4) = (C1,Cl, H, H) significa

A primeira contagem que fizemos dessas configuracoes foi o seu total, quando
obtivemos 2* = 16 configuracoes. Uma contagem com mais detalhes pode ser feita
através de um inventario:

1  configuracao com 4 atomos de hidrogénio e 0 de cloro;
configuragoes com 3 atomos de hidrogénio e 1 de cloro;
configuragoes com 2 atomos de hidrogénio e 2 de cloro;

configuragoes com 1 atomo de hidrogénio e 3 de cloro;

= o O

configuragao com 0 atomos de hidrogénio e 4 de cloro.

Esse esquema é denominado inventdrio das configuragoes. Cada ntimero de con-
figuragoes pode ser calculado pelo binomial (f), 0 <17 <4, que fornece o numero de
possibilidades para ¢ atomos de cloro ocuparem 7 casas vacantes. O estudante que
j& teve essa experiéncia sabe que esses niimeros sao os coeficientes da expansao do
polinémio (x + y)2.

Representando com a varidvel h o d4tomo de hidrogénio e com a variavel ¢ o
atomo de cloro, denominamos, mais apropriadamente, inventdrio das configuragoes
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Ei(1,2,3,4) = (H,H,H,H) 5(1,2,3,4) = (Cl,H,H . H) 5(1,2,3,4) = (H,Cl,H,H) Ey(1,2,3,4) = (H,H,Cl,H)
B5(1,2,3,4) = (H,H, H,Cl) s(1,2,3,4) = (Cl,Cl, H, H) F+(1,2,3,4) = (Cl, H,CI, H) Fg(l 2,3,4) = (Cl, H,H,Cl)
H H
Cl @]
Ey(1,2,3,4) = (H,Cl,Cl, H) Fm(l 2,3,4) = (H,Cl,H,Cl) Ey(1,2,3,4) = (H,H,CL,Cl) E(1,2,3,4) = (CL,CL,CL, H)
Cl cl H Cl
/ \ H H
Cl H cl cl
E3(1,2,3,4) = (Cl,Cl, H,Cl) Eu(1,2,3,4) = (Cl,H,C1,Cl) E5(1,2,3,4) = (H,C1,CI,Cl) E4(1,2,3,4) = (C1,C1,CL,Cl)

FIGURA 6. Desenhos das 16 configuracoes do esqueleto do eteno com
hidrogénio H ou cloro Cl nas posi¢oes vacantes.

ao polinémio

4 4 4 4 4
(1) (h+c)t = (0) ht + (1> h?c + (2) h*c* + <3> he® + (4>c4
= h* + 4h3c 4+ 6h3* + 4he® + .

Uma forma de interpretar (h + ¢)* é¢: em cada posi¢ao vacante do esqueleto do
eteno podemos escolher h ou ¢, dai temos a soma h+c¢ (em combinatéria a conjungao
“ou” é interpretada com adigao). Por outro lado, a escolha nas quatro posigoes sao
independentes, daf temos o produto (h+c¢)-(h+c¢)-(h+c¢)-(h+¢) = (h+c)* (em
combinatoria escolhas independentes sao intepretadas com multiplicagao).

No polinémio (1) cada mondémio tem um significado preciso. Por exemplo, 6h?c?
indica que existem 6 configuracoes do tipo h%c> = h-h-c-c, em que o atomo de
hidrogénio foi escolhido em duas casas e o de cloro em duas casas.

2.2. Isdbmeros do esqueleto do eteno com hidrogénio e cloro. Prosseguindo
nossa investigagao, verificamos que, se considerarmos que cada configuracao deve
representar uma molécula, entdao na listagem das 16 configuragoes existem muitas
moléculas repetidas. Precisamos distinguir as configuracoes que correspondem a
mesma molécula. Escrevemos F; = E; quando os desenhos de E; e E; podem ser
movimentados no espago e serem sobrepostos, resultando iguais. Nesse caso dizemos
que E; e Ej sao equivalentes. Caso contrario, escrevemos E; # E;, e dizemos que E;
e E; sao nao equivalentes. Os dois d4tomos de carbono nao sao diferenciados. Assim
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as configuracoes F;, 1 < i < 16 podem ser organizadas em classes, de modo que
E; = E; quando E; e F; estao na mesma classe, e F; # F; quando nao estao.
Lembrando que os desenhos da Figura 6 estao “soltos” no espago, aplicamos a
cada um movimentos que o facam coincidir com outra configuracao. Nesse caso as
duas configuracoes sao equivalentes. Fazendo isso obtemos o inventario das classes:

Classe 1: E; (4 atomos de hidrogénio e 0 de cloro)

Classe 2: Fy = F3 = E; = E5 (3 atomos de hidrogénio e 1 de cloro)
Classe 3: Fg = F1; (2 atomos de hidrogénio e 2 de cloro)

Classe 4: F; = Fy (2 atomos de hidrogénio e 2 de cloro)

Classe 5: Fs = Fy (2 atomos de hidrogénio e 2 de cloro)

Classe 6: E19 = E13 = E1y = Ep5 (1 atomo de hidrogénio e 3 de cloro)
Classe 7: Ejg (0 atomos de hidrogénio e 4 de cloro)

Escolhemos uma configuracao de cada classe para representé-la, e a configuragao
escolhida se diz ser um padrao. Existem assim sete padroes, que podem ser

Ey\, E,, Es, Fr, Eg, Eiz, Eis.

O inventario das classes nos sugere considerar o inventdrio de padréoes, que consiste
em traduzir o inventario das classes em um polindémio, como segue:

(2) h* 4 h3c + 3h*c* + he® + ¢t

No polinémio (2), o monémio h3c nos diz que existe um tinico padrao com 3 Atomos
de hidrogénio e 1 de cloro (correspondente & classe 2), e o monémio 3h%c? nos diz
que existem trés padroes com 2 atomos de hidrogénio e 2 de cloro (correspondentes
as classes 3, 4 e 5). De modo analogo se interpretam os outros mondmios.

Cada padrao (ou classe) corresponde a um possivel isomero geométrico. O inven-
tario de padroes (2) indica, por exemplo, que podem existir trés moléculas diferentes

com a formula Cg HyCls e com geometria do esqueleto do eteno. Para as outras com-
binagoes o inventéario prevé um tnico isdmero.

Ao obter o inventdrio de padroes, alcan¢amos nosso objetivo para esse problema.

O total de isbmeros possiveis é o numero de classes ou padroes, e pode ser calculado
somando-se os coeficientes de (2), que resulta ser 7, como ja sabemos.

2.3. Procurando os is6meros previstos. Se estivermos interessados apenas nos
aspectos matematicos, nao precisamos checar a existéncia dos isdbmeros previstos.
Mas faremos isso dessa vez.

Abrimos o repositorio [12], e na caixa da péagina de entrada digitamos as formulas
de interesse, que sao C2H4, C2H3Cl, C2H2CI12, C2HCI3 e C2Cl4. Nas listas de molé-
culas fornecidas pelo repositorio procuramos aquelas que tém como base geométrica
o esqueleto do eteno. Fizemos isso e pudemos colecionar os isbmeros que correspon-
dem aos padroes previstos. Seus nomes e representacoes espaciais sao mostrados na
Figura 7.

Alertamos que nem sempre encontramos em repositorios puiblicos todos os isdme-
ros previstos na teoria. Pode ocorrer que a molécula nao seja conhecida, ou nao
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F1iGURA 7. Na primeira linha, da esquerda para a direita, represen-
tagoes do eteno, do cloroeteno, do 1,1-dicloroeteno e do trans-1,2-
dicloroeteno. Na segunda, do cis-1,2-dicloroeteno, do tricloroeteno e
do tetracloroeteno.

existe de forma natural e nao houve interesse ou possibilidade na sua sintese, ou,
quem sabe, seja secreta.

3. ESTUDANDO MELHOR O ESQUELETO DO ETENO

Por tudo que vimos até agora ficou claro que precisamos de outra metodologia
para calcular o inventario de padroes. Devemos obter um método algébrico para
determinar as classes a partir de uma cole¢ao de configuragoes. O estudante que
conhece um pouco de Teoria dos Grupos certamente ja viu como movimentos que
conservam figuras formam um grupo. E é por ai que vamos comecar.

3.1. O grupo de simetrias do esqueleto do eteno. O estudante pode notar
que os movimentos que utilizamos para classificar as configuracoes da Figura 6 sao
essencialmente uma rotacao de 180° no plano e duas rotagoes no espaco. Elas estao
descritas na Figura 8. As duas rotagoes no espago podem ser vistas também como
reflexdes no plano, uma com relagao ao eixo horizontal de simetria, e a outra com
relagao ao eixo vertical.

()

< p(1,2,3,4) = (3,4,1,2) o(1,2,3,4) = (2,1,4,3) (1, 27374? =(4,3,2,1)

F1GURA 8. Movimentos do esqueleto do eteno correspondentes a ro-
tacao de 180° no plano e as duas rotacoes no espaco.

O movimento de rotagao de 180° pode ser descrito pela aplicagao p(1,2,3,4) =
(3,4,1,2), a reflexdo em torno do eixo horizontal por o(1,2,3,4) = (2,1,4,3), e
a reflexdo em torno do eixo vertical por 7(1,2,3,4) = (4,3,2,1). Consideramos
também o movimento neutro e(1,2,3,4) = (1,2,3,4), pois qualquer configuragao
deve ser equivalente a si mesma.
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Notemos que e, p, o e 7 s@o bije¢oes de {1,2,3,4}. Aplicagbes desse tipo sao
chamadas permutacoes. A composi¢ao p o o é igual a 7, pois

poo(l,2,3,4) =p(2,1,4,3) = (4,3,2,1) = 7(1,2,3,4),

e temos também que oo p =T.
Essas permutacoes, consideradas como um conjunto
D2 = {evpa g, 7—}7
formam um grupo com relagao & operagao de composigao. Sua tabela de operagoes
é

(3)

ol e p o T
el e p o T
pl p e T 0O
ol o T e p
T| T 0o p e

Como todo grupo, cada elemento de Dy tem seu inverso, e o conjunto dos inversos
é o proprio Do. Em particular, nesse grupo temos et = ¢, p !l =p, 0l =0 e

=1

O grupo Dy é chamado grupo diedral de ordem 4, e aqui o estamos considerando
como o grupo de simetrias do esqueleto do eteno.

Observamos que uma figura geométrica pode ter varios grupos de simetria. Aler-
tamos que a determinagao do grupo de simetrias de um modelo geométrico molecular
deve ser cuidadosamente conduzida. No caso em pauta, o esqueleto do eteno, disse-
mos acima que sao os “movimentos que conservam o desenho da configuracao”. Essa
atitude constitui uma abstracao. O desenho que adotamos para as configuracgoes sao
planos e simétricos, mas as moléculas podem ter angulagoes no espaco. Se atomos
diferentes ocuparem as posicoes vacantes, as distancias podem nao determinar uma
figura tao simétrica como a que adotamos. Pode interessar incluir certos movimentos
no grupo de simetria, e nao incluir outros.

Alguns textos de Quimica trazem orientacoes para a determinacao de grupos de
simetrias de moléculas para diversas finalidades. No caso do esqueleto do eteno, no
que concerne a enumeracao de isdbmeros, seguimos as orientagoes de [6], pag. 63.

3.2. Como usar o grupo de simetrias. Ao classificar as configuragoes da Figura
6 usamos um método “visual”, mas agora o fazemos com uma técnica algébrica.

Na Subsegao 2.2 aplicamos um movimento a E3 para obter Fy (ou o contrario),
e escrevemos Fo = F3. Podemos interpretar isso como a aplicacao da reflexao o a
Es5 para obter Fsy (ou o contrario). A Figura 9 pode auxiliar na compreensao desse
modo de proceder.

Algebricamente isso pode ser descrito como E3 oo = Ej. De fato,

Eyo00(1,2,3,4) = E3(2,1,4,3) = (Cl,H, H, H) = F»(1,2,3,4).
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a H
c c
H H
Ey(1,2,3,4) = (Cl,H,H,H) E4(1,2,3,4) = (H,Cl,H,H)

F1GURA 9. Aplicando a reflexao o a configuracao F3 se obtém Fs, ou
vice-versa.

A relacao E5 00 = Fy também pode ser escrita como F3 = Fy 0 0~!. Como os
inversos de g € D, formam o proprio D, aplicando a Es todos os elementos g de
Dy obtemos as configuragoes equivalentes a Fy. Podemos fazer isso agora:

Eyoe(1,2,3,4) = Ey(1,2,3,4)

Eyop(1,2,3,4) = Fy(3,4,1,2) = (H, H,Cl, H) = E4(1,2,3,4)
Fpo00(1,2,3,4) = E5(2,1,4,3) = (H,Cl, H, H) = E5(1,2,3,4)
Fr07(1,2,3,4) = F5(4,3,2,1) = (H, H, H,Cl) = E5(1,2,3,4)

de modo que Fy; = F3 = E4 = E5, como ja sabemos.

De forma mais geral, aplicar os movimentos de um grupo de permutacoes G a um
conjunto £ de configuragoes ¢ o mesmo que aplicar a seguinte a¢ao de G sobre &:

(4) V:GxE—=E, Y(gE)=FEog'paratodoge G, EcE.
Dado FE € &, sua classe, também chamada de drbita de E, é o subconjunto de &

Op={Y(g,E)|geG}={Eog'|geG}={Eog|geg}

O que obtivemos logo acima foi que O, = {F», Es3, Ey, F5}. Podemos completar
os célculos e obter todas as 6rbitas. Em resumo temos:

OEG = {EG,EH}, pOiS E6 oce = E67 E6 Op = Ell, E6 o0 = Eﬁ, (§] E6 oT = EH;
Op, = {Er, Ew}, pois Eroe = Er, Erop=Ey, Ero0 = Ey, BroT = Ep;
OEg :{ES,EQ}, pOiS ESOGZEg, EBOpZEg, ESOO':Eg, EgOT:EB;

Op,, = {Ew, F13, B, 15}, pois Eipoe = E, Eipop = Ey, Eiyo0 = By,
E12 oOT = E15.

Temos também Op, = {E1} e Op,, = {F16}, € aqui nao sdo necessarios célculos,
pois se E' e F' pertencem a mesma Orbita, entao o niimero de atomos H de E e o de
F' é 0 mesmo, assim como o de CI.

Construimos o mesmo inventario de padroes, mas agora de forma totalmente
algébrica:

Y

Classe 1 ou orbita Op, (4 atomos de hidrogénio e 0 de cloro

Classe 2 ou orbita Op, (3 atomos de hidrogénio e 1 de cloro);

Classe 4 ou 6rbita Op, (2 atomos de hidrogénio e 2 de cloro

7 )

( )
( )
Classe 3 ou orbita Op, (2 atomos de hidrogénio e 2 de cloro);
( )
( )

Classe 5 ou orbita Op, (2 atomos de hidrogénio e 2 de cloro

Y
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Classe 6 ou orbita Op,, (1 atomo de hidrogénio e 3 de cloro);
Classe 7 ou orbita Og,, (0 a&tomos de hidrogénio e 4 de cloro).

obtendo novamente o inventario de padrdoes h* + h®c + 3h2c® + he3 + c*.

No céalculo das orbitas o estudante pode ter perguntado se foram calculadas todas
elas, e por que nao calculamos a orbita de FEj3, por exemplo. Ocorre que, como
E;5 € Og,, temos Op, = Op,. Por isso, depois de calcular Op,, a proxima orbita a
ser calculada é Og,.

Em resumo, tendo o grupo de simetrias da molécula, podemos calcular o inven-
tario de padroes usando manipulacoes algébricas. O estudante ficou talvez com a
impressao de que aumentou o trabalho, e estd certo. Mas o método algébrico é
passivel de ser programado para execucao em computadores digitais. Além disso,
estamos no caminho para aplicar o método de Poélya-Redfield, que trard uma grande
economia de célculo.

3.3. O Indice de Ciclos de D,. Continuamos nosso caminho para obter o poliné-
mio inventario de padroes de forma mais direta. O que esta faltando é uma conexao
entre o grupo D, e os polinémios. Esse é o papel do Indice de Ciclos, uma ideia que
apareceu em fins do Século XIX.

Inicialmente precisamos escrever os elementos de Dy com uma notagao especial,
chamada notagao em ciclos disjuntos. Um ciclo tem a forma (ajasas...ag_1ax),
indicando que a; — as, as — as, ..., a1 — a; € ap — a;. Esse é um ciclo de
comprimento k.

Uma permutacao pode ser escrita como um ciclo ou um produto de ciclos disjuntos.
Vejamos o caso da rotagao p(1,2,3,4) = (3,4,1,2). Como 1 — 3 e 3 — 1, isso ja
nos dé um ciclo, e comegamos escrevendo p = (13) ... Como 2 — 4 e 4 — 2, abrimos
outro ciclo e completamos p = (13)(24). Nao importa qual elemento inicia um ciclo
e nem a ordem dos ciclos. Assim p é o produto de dois ciclos de comprimento 2.

Escrevendo os elementos de Dy como produtos de ciclos disjuntos, temos:

e=(1)(2)3)4), p=(13)(24), o= (12)(34) e = (14)(23).

A cada ciclo de comprimento k é associada a variavel polinomial x; do anel de
polinémios Q[z1, za, ..., x,], em que n é o comprimento do maior ciclo que pode
comparecer nas permutagoes do grupo. Assim, seja g um elemento de um grupo de
simetrias, escrito como um produto de ciclos disjuntos. Se um ciclo de comprimento
k se repete j vezes em g, associamos a ele o produto zyz...x, = 7. Se g tem
ciclos de diferentes comprimentos k, tomamos o produto dos diversos :z:f€ Forma-se
assim um mondémio, que é chamado tipo ciclico de g. Os tipos ciclicos dos elementos
do grupo Dy sao:
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A média desses mondémios é o indice de ciclos do grupo de simetrias. No nosso
caso, o indice de ciclos de Dy é

1
(5) oy = (x‘f + 31‘%)
O indice de ciclos do grupo de simetrias é uma ponte entre o grupo e os polinémios.

Vejamos como ele é usado.

3.4. O Inventario de Padroes de D, nas variaveis h e c. O método de enume-
ragao de Polya-Redfield preconiza que o inventario de padroes Z[E, Do, {h,c}| de &€
relativamente a D, nas varidveis h e ¢ pode ser obtido substituindo-se, no indice de
ciclos (5) de Dy, cada variavel x; por h* + ¢'. Portanto z] deve ser substituido por

(i 4 ).
Fazendo isso calculamos
1
(6) I[E, Dy, {h,c}] = 1 {(h+c)* +3(h° + *)*}

= k' + hPc+ 3h°2 + he® + ¢,
e novamente obtemos o mesmo inventério de padroes, mas agora usando diretamente
o grupo de simetrias.

Esse procedimento provém do Teorema de Polya-Redfield. Demonstragoes e mais
detalhes sobre esse teorema podem ser estudados em [5], [7] e [15]. Vejamos algumas
consideracoes indicativas de sua validade para a situagao presente.

Um resultado de Teoria dos Grupos, um pouco mais antigo do que o método de
enumeracao de Polya-Redfield, chamado Lema de Burnside, nos diz que podemos
calcular o nimero de classes, isto é, de padroes, somando as cardinalidades dos
conjuntos de configuragoes invariantes pelos elementos de Ds, e dividindo a soma
pelo nimero desses elementos. Mais detalhes sobre o Lema de Burnside podem ser
consultados em [5], [7] e [15].

Uma configuracdo E;, 1 < ¢ < 16, para ser invariante por p = (13)(24), por
exemplo, precisa ter o mesmo dtomo nas posigoes vacantes 1 e 3, e o mesmo atomo
nas posigoes vacantes 2 e 4. Um caso é a configuracao E7, como se vé na Figura
10. A rotacao p de 180° movimenta F;, mas, devido & sua configuragao, o resultado
ainda é FE-.

Cl H
1 4
C C
C C
H Cl
) 3 E+(1,2,3,4) = (CL, H,CI, H)

FIGURA 10. A esquerda, desenho para lembrar as etiquetas das posi-
¢oOes vacantes do esqueleto do eteno. A direita, desenho da configura-
cao Fr.

Lembrando que p~! = p, a forma algébrica de verificar isso é
Erop(1,2,3,4) = By op(1,2,3,4) = E7(3,4,1,2) = (Cl, H,Cl, H) = F(1,2,3,4)
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portanto E; o p~! = E;, e E; é invariante por p. Dizemos também que p fixa E.
Dado qualquer grupo G, e para todo g € G, indicamos por F, o conjunto das
configuragoes invariantes por g. Tendo presente que

Dy ={e=(1)(2)B)4), p = (13)(24), 0 = (12)(34), 7 = (14)(23)},

e usando a Figura 6, o estudante podera verificar a seguinte lista:

F. = todas as configuracgoes;
fp = {El, FEr, E, E16}5
Fo = {Eb FEg, Eqa, Elﬁ};
.FT — {Eb Eg, Eg, Elﬁ}-

Confrontando o Lema de Burnside com o nosso caso, temos
1 1 1
€/ Dol = 7 [Fel + | Fpl + | Fol + | Fr| ] = 16+ 4+ 4+ 4] = 228 =7

e o numero de classes é 7, como ja sabemos.

Observemos agora que, mesmo sem encontrar os elementos de F,, podemos ante-
cipar que |F,| =4, e, a0 mesmo tempo, associar a p seu inventéario de configuragoes
invariantes. Conforme vimos, para que uma configuracao seja invariante por p, ela
precisa ter nas posicoes 1 e 3 o mesmo atomo, que pode ser H e H, ou Cl e CI.
Traduzimos essas possibilidades por h-h + ¢ - ¢ = h? + ¢®. De forma independente,
essa configuragao precisa ter nas posicoes 2 e 4 o mesmo atomo, que pode ser H e H,
ou Cl e Cl, e temos novamente h? + c2. As possibilidades entao sao representadas
pelo produto (h? + ¢?)(h% + ¢?). Como esse produto ¢ h* + 2h2%c? + ¢, ele nos da a
informacgao de que p fixa uma configuracao com quatro atomos de hidrogénio, duas
com dois atomos de hidrogénio e dois de cloro, e uma com quatro atomos de cloro.
Em particular, p fixa quatro configuragoes. Dizemos que (h?+c?)? = ht+2h%c* +¢?
é o tnwentdrio das configuragoes invariantes por p.

Nao ha como deixar de observar que o inventario de configuracoes invariantes por
p pode ser obtido substituindo-se a variavel z, de seu tipo ciclico por h? + 2.

O mesmo procedimento pode ser feito com os outros elementos de Dy, permitindo
obter diretamente, para cada um, o inventario das configura¢bes invariantes. A
Tabela 1 mostra todo o panorama.

’ g€ Dy \ config. invariantes \ t(g) \ inventério das config invariantes ‘
e=(1)(2)(3)(4) | todas de € z1 | (h+c¢)* = h* 4+ 4hPc + 6h* A+
+4hc® +

(13)(24) E;, i=1,7,10,16 | 23 | (b*+ *)? = h* + 2h%* +
(12)(34) E;, i=1,6,11,16 |23 | (b*+ *)? = h' +2h%* +
T = (14)(23) E;, i=1,8,9,16 |23 |(b*+c?)?=h*+2h* + ¢!

TABELA 1. Configuragoes invariantes e seus inventarios. t(g) é o tipo
ciclico de g.

P
o
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S6 para sermos mais completos, para que uma configuracao seja invariante pela
identidade e = (1)(2)(3)(4), ela precisa ter H ou Cl na posi¢cao 1, H ou Cl na
posi¢ao 2, e o mesmo nas posigoes 3 e 4. Portanto, pode ser qualquer configuragao.
A representacao polinomial para essas possibilidades é h + ¢ para a posicao 1, e o
mesmo nas outras posi¢oes. Como as possibilidades sao independentes, o inventario
de configuracoes invariantes de e ¢ o produto (h + ¢)*, o mesmo inventario de todas
as configuracoes. Como o tipo ciclico de e ¢ xf, vemos que esse inventario pode ser
obtido diretamente substituindo x; por h + c.

O Teorema de Polya-Redfield conecta os conjuntos invariantes com as classes,
validando o procedimento descrito no inicio desta segao. Acompanhando as expli-
cagoes dadas, o estudante nao tera dificuldade em ver que o procedimento se aplica
igualmente a esqueletos com qualquer nimero de posi¢oes vacantes, assim como para

qualquer nimero de atomos ou radicais substituintes.

3.5. Isbmeros do esqueleto do eteno com hidrogénio, cloro e flior. Vejamos
como calcular o inventario de padroes usando o método de Pélya-Redfield para o
caso em que o esqueleto do eteno é completado por atomos de hidrogénio (H), cloro
(Cl) e flaor (F).

Em cada uma das quatro posi¢oes vacantes do esqueleto do eteno temos 3 escolhas,
de modo que o total de configuracoes é 3* = 81. Desejamos calcular o inventéario de
padroes sob o mesmo grupo de simetrias Dy:

Dy ={e=M)(2)B)(4), p= (13)(24), 0 = (12)(34), 7 = (14)(23)}.

Portanto o indice de ciclos continua o mesmo:

1
4 2
Lp, = — (a:l + sz).
4
Associamos aos atomos H, Cl e F' as variaveis h, c e f, respectivamente. Assim
sendo, na férmula do indice de ciclos substituimos 21 = h+ f +c e 29 = h2+ f2 + 2.
O inventario de padroes é

1
(7)  Z[E, Dy, {h,c, f}] = 1 {(h—|— FH+ort+3h+ 2+ 02)2}
= B4 [ R et b 4 fPet he® + fé+
+ 322 4 3122 + 302 + 32 fe + 3hfie+ 3hfcP.

Examinando o monoémio 3hf2c desse inventario, por exemplo, vemos que existem
3 padroes com um atomo de hidrogénio, dois de fliior e um de cloro. Apresentamos
esses isomeros na Figura 11.

Somando os coeficientes desse inventério, constatamos que sao 27 os padroes,
cada um representando uma possivel molécula. Na verdade, essas 27 moléculas
sao conhecidas, e seus desenhos e propriedades podem ser verificadas no repositorio
publico [12].

Observamos que a soma dos coeficientes de I[€, Dy, {h,c, f}] pode ser obtida
substituindo h =1, c =1 e f = 1. Outra forma é substituir, diretamente no indice
de ciclos tp,, 11 =h+c+ f=3exy=h*+ 2+ f2=3.

lﬁ"ﬁ RMU @ sBMm
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‘o.:o ‘_0-.- o OO
FIGURA 11. Da esquerda para a direita, representagoes do 1,1-
difluorocloroeteno, do 1,2-difluoro-1-cloroeteno e do 1-cloro-1,2-

difluoroeteno, respectivamente, os trés isomeros geométricos com for-
mula CyH F>Cl. Desenhos captados de [12].

3.6. Isbmeros do esqueleto do eteno com hidrogénio, cloro, fliior e bromo.
Podemos calcular agora, pelo menos teoricamente, quantos sao os isdbmeros forma-
dos pelo esqueleto do eteno completado com os atomos H (hidrogénio), F (fluor),
Cl (cloro) e Br (bromo). Usaremos, para representé-los, as variaveis h, f, ¢ e b,
respectivamente. Na verdade, esse célculo se aplica a quatro substituintes quaisquer.

O ntimero de configuracoes é 4* = 256. O grupo de simetrias ¢ o mesmo grupo Dy
anterior, e seu indice de ciclos é dado por (5). Nessa formula fazemos as substituigoes
vy =h+f+ct+bexy=h>+ f2+c+ b Assim

(8) Z[E, D2, {h, f,c,b}]

= i {(h+ f+c+b)*+3(h*+ f2+ 2+ 1)}

=ht+ Pt
+ 13 f+ B3 e+ R0+ hfP+ e+ 2o+ he® + fE+ Wb + 62 + E3b+ b+
+ 3h%f2 + 3h3c + 3h76* + 32 + 370 + 3PP+
+ 3h*fc+ 3h% fb + 3h*ch + 3hf?c + 3f%bc + 3hf2b+
+ 3hfc® + 3hc®b + 3fcb + 3heb® + 3hfb* + 3fch*+
+ 6hfcb.

Somando os coeficientes de (8), ou fazendo x; = 4 em (5), constatamos que existem
76 classes ou padroes.

O inventario (8) nos diz que existem 6 classes hfcb, que devem corresponder a
seis moléculas com a férmula CoH BrClF. Uma delas esta apresentada na Figura
12. Os outros dois desenhos da mesma Figura correspondem a dois dos trés padroes
do tipo heb?. O estudante podera desenhar por conta propria todos os padroes dos
tipos hfchb e heb?.

4. RETOMANDO O ESTUDO DO ESQUELETO DO BENZENO

Fizemos, na Introducao, consideragoes sobre o esqueleto do benzeno. Vamos
retomar esse estudo, agora inteiramente sob o ponto de vista algébrico. A primeira
providéncia é a escolha do grupo de simetrias.

Como ja observamos, a escolha das simetrias que devem ser aplicadas a um es-
queleto molecular precisa ser bem criteriosa, e levar em conta as caracteristicas dos
possiveis compostos a serem estudados. Em Geometria, o grupo natural de simetrias
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F1GURA 12. Da esquerda para a direita, representacoes do 2-bromo-
1-cloro-1-fluoroeteno, com férmula CoHBrCIlF, do 1,1-dibromo-
2-cloroeteno e do 1,2-dibromo-1-cloroeteno, ambos com férmula
CyH BryCl. Desenhos captados de [12].

do hexagono regular ¢ o grupo diedral de 12 elementos, normalmente anotado pela
sigla Dg. Seguindo [2], pag. 1005, esse ¢ o grupo que adotamos aqui.

Uma das simetrias basicas de Dg é a rotacao p de 60° em torno do centro do
hexagono. Sua acao esta descrita na Figura 13, desenho da esquerda, em que adota-
mos o sentido anti-horéario. Essa rotagao corresponde a permutacao dos elementos
do conjunto {1,2,3,4,5,6}, definida por p(1) = 2, p(2) = 3, p(3) = 4, p(4) = 5,
p(b) =6 e p(6) = 1. Assim a representacao de p em ciclos ¢ p = (123456).

As outras rotacoes, que também sao simetrias do hexagono regular, sao: p* =
(135)(246) (rotagao de 120°), p* = (14)(25)(36) (rotagao de 180°), p* = (153)(264)
(rotagao de 240°) e p° = (165432) (rotagao de 300°).

A identidade e = (1)(2)(3)(4)(5)(6) também pode ser vista como uma rotagao de
0° ou 360°.

Outra simetria de Dg é a reflexdao o do plano em relacao & mediatriz comum
dos lados 12 e 45 do hexdgono. Em termos de ciclos disjuntos podemos escrever
o = (12)(36)(45). Na Figura 13, desenho da direita, vemos a agao de o.

A reflexao o = (12)(36)(45)

A rotagao p = (123456)

FIGURA 13. A esquerda, desenho do esqueleto do anel benzémico
mostrando a agao da simetria de rotagao p. No desenho da direita,
vemos a reflexao o.

Existem seis simetrias do esqueleto do benzeno que sao reflexdes: uma para
cada mediatriz comum de lados opostos, e uma para cada reta que contém vér-
tices opostos. Assim, além de o, temos po = (13)(2)(46)(5) (relativa a reta que
passa por 2 e 5), p’c = (14)(23)(56) (relativa a mediatriz comum por 23 e 56),
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po = (15)(24)(3)(6) (relativa a reta que passa por 3 e 6), ploc = (16)(25)(34) (re-
lativa & mediatriz comum por 16 e 34), e p°c = (1)(26)(35)(4) (relativa a reta que
passa por 1 e 4).

Formamos o conjunto

Dg = {e, p, 0% p*, 0", 0°, 0, po, p*0, p’0, p'o, pPo}

que satisfaz as condi¢oes: Dg é gerado por p e o, p® = e, 0? = e e p°c = op. Essas

condigbes definem Dg como o grupo diedral de ordem 12, de acordo com [3], pag.

177.
Os tipos ciclicos dos elementos de Dg estao descritos na Tabela 2.

| \ g € Dg [ t(g) |
L [e=M2)B)4)(5)(6) |
2. | p=(123456) Ty
3. > = (135)(246) 3
4. | p® = (14)(25)(36) x5
5. | p* = (153)(264) 3
6. ° = (165432) Ty
7. = (12)(36)(45) x5
8. |po =( 3)(2)(46)(5) | 273
9. |pPo=(14)(23)(56) |3
10. 3 = (15)(24)(3)(6) | 73
11, 4 = (16)(25)(34) | x5
12, 5 = (1)(26)(35)(4) | fa)
TABELA 2. Os tipos ciclicos t(g) do grupo Dg de simetrias do esque-

leto do anel benzémico.

O indice de ciclos de Dg é a média dos tipos ciclicos de seus elementos:

1
s = 15 (Z‘? + 37375 + 4wy + 225 + 2:1:6).

A partir desses dados podemos calcular o inventéario de padroes para qualquer
ntumero de variaveis. Por exemplo, se as variaveis forem h e ¢, representando os
atomos H e CI (ou dois substituintes quaisquer), pomos x; = h’ + ¢ na férmula do
indice de ciclos. O método de Polya-Redfield nos diz que o inventario de padroes é

(9)
2[87 D67 {h7 C}]
=5 i+ )’ +3(h+ )’ (W + )P+ 4R+ )P +2(h° + )P+ 2(h° + F°)}
= K% + WPe+ 3h*c® + 3h3¢ + 3h%* + he® + 5.

Vemos que existem 13 padroes, que podem corresponder (e correspondem) a 13
compostos diferentes. Em particular, o monémio 3h*c? nos informa que existem 3
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padroes que correspondem a formula Cg H4Cls, conforme adiantamos na Introducao.
Na Figura 4 vemos os trés isomeros correspondentes.

Por outro lado, se estivermos interessados nos substituintes H, Cl, F' e Br pode-
mos, como antes, usar as variaveis h, ¢, f e b, e substituir x; = h* + ¢ + f* + b’ na
formula do indice de ciclos. Obtemos a descricao de 430 padroes captados dentre
45 = 4.096 configuracoes iniciais.

Se acrescentarmos dois radicais, temos seis substituintes. O total de configuragoes
é 6° = 46.656, e o total de padroes é 4.291.

4.1. E se o grupo de simetrias for menor? O grupo de rotagoes

Re = {6, P p27 /037 p47 pS}
com p = (123456) é um subgrupo de Dg e, portanto, também é um grupo de simetrias
do esqueleto do benzeno. O que acontece se ele for adotado nos calculos?

A principio, como Rg é menor do que Dg, pode ocorrer que existam duas configu-
racoes que foram colocadas na mesma classe por Dg nao o sejam por Rg. Eventu-
almente isso pode acarretar uma quantidade maior de classes se usarmos Rg em vez
de Dg. Assim as moléculas correspondentes foram consideradas diferentes em uma
analise mas iguais em outra.

Examinando a Tabela 2 vemos que o indice de ciclos de Rg €

1
LRg = 6 (:1/;613 + o5+ 203 + 291;6).
Para as variaveis h e ¢ o inventéario de padroes é:
(10) I[E, Rs, {h,c}] = h® + hPc 4 3h*c® 4 4h*c® 4 3h*c* 4 he® + ¢,

com 14 classes. Comparando com o inventéario correspondente a Dg dado em (9),
vemos que aumentou uma classe. A diferenca esta no tipo h3c?®, que antes tinha trés
classes, e agora tem quatro.

Examinemos com mais detalhes. Vemos, na Figura 14, os desenhos de quatro con-
figuracoes correspondentes as classes h3¢®. Como nenhuma rotacao de Rg leva um
desenho sobre outro, esses desenhos representam os quatro padrdes h3c® do inven-
tario Z[€, Rg, {h, c}]. Entretanto, evidentemente, My e M, sdo a mesma molécula,
e a reflexdo em relacdo & mediatriz dos lados 16 e 34 coloca M, e M, na mesma
classe. Portanto os padroes que interessam sao 3, e o grupo de simetrias correto a
ser adotado para o esqueleto do benzeno é Dg.

C c ¢ C C H C C
| Q " ) Q | | QC | Q |
C H c H H
P W M, M M, ¢

FIGURA 14. Representacoes de quatro classes do tipo h®c? sob o grupo
de simetrias Rg.
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5. ENUMERACAO COM O ESQUELETO DO CUBANE

O cubane é um hidrocarboneto com férmula Cg Hg, em que os 8 &tomos de carbono
ocupam os vértices de um hexaedro isomorfo ao cubo. Por sua vez, os 8 4tomos de
hidrogénio se ligam, cada um, a um &tomo de carbono. A Figura 15 traz uma
representagao obtida de [12]. O cubane é uma substancia solida cristalina, um dos
hidrocarbonetos platonicos e, em 1964, foi sintetizado pela primeira vez por Philip
Eaton e Thomas Cole [16].

Y 5 6
FIGURA 15. A esquerda, representacdo espacial do cubane, um hidro-
carboneto com formula CgHg. A direita, o esqueleto do cubane com
as posicoes vacantes etiquetadas.

O esqueleto do cubane € uma figura formada por um cubo e mais oito posi¢oes
vacantes. Os oito vértices do cubo representam oito atomos de carbono, e as arestas
representam as ligagoes simples entre esses atomos. Cada uma das posicoes vacantes
esta representada por um ponto ligado a um atomo de carbono. Nomeamos esses
pontos como 1, 2, 3, ..., 8, conforme a Figura 15.

Como antes, os atomos de carbono sao indistinguiveis, e cada posi¢ao vacante pode
ser ocupada por um atomo ou um radical monovalente, denominados substituintes.

Nas Figuras 16 e 17 vemos exemplos de compostos com a formula CsH,,Cl,, Br,F,,
em que as posi¢oes vacantes no esqueleto do cubane sao ocupadas por d&tomos mo-
novalentes. As cores usadas sao: cinza para o carbono C, branco para o hidrogénio

(H), verde para o cloro (C1), azul para o flior (F') e vermelho para o bromo (Br).

F1GURA 16. Da esquerda para a direita, representagoes do bromocu-

bane CyH;Br, do clorocubane CgH;C'l, do 1-fluorocubane CsH7F e
do dibromocubane CgHgBry. Desenhos adaptados de [12].
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FiGura 17. Da esquerda para a direita, representacoes do 1,2-
difluorocubane, do 1,4-difluorocubane, e do 1,3-difluorocubane, os trés
com formula CsHgF5, e do 1,2,4,7-tetrafluorocubane CgH4F,. Dese-
nhos adaptados de [12].

5.1. O grupo O de simetrias rotacionais do esqueleto do cubane. Sabemos
da Geometria que o cubo tem dois tipos de simetrias, rotagdes em torno de retas
e reflexoes relativas a planos, assim como composicoes desses dois tipos. Essas
simetrias formam um grupo que costuma ser anotado por Oy, e denominado grupo
octaedral. As rotacoes formam o subgrupo O, e é com ele que vamos iniciar nossa
analise.

Para determinar o grupo O das simetrias rotacionais, consideremos todos os eixos
de simetria do cubo. A Figura 18 ilustra alguns deles. E possivel identificar 24
simetrias rotacionais, que listamos a seguir.

1
1
4 ! 3 4" 3 4 4 3
1
‘A . ,’
1 .~ ' ]
' ~ \ 1 L
1 1 Fo 2 1 Seel N\ 2 ! 2 P
_.E: :,,1 ~~~ “ ’__— L -~ G
EEE EE ] EEESLEEE CEL Y EN -
e v\"~~ Hl _.--1~ ”
‘E: \ o - A
) 8 \ ~e ) "
B 7 \ 7 ! 7
+ . "
1 A3 é
5 1 6 5 5 'k 6
I 6% !

FI1GURA 18. O cubo com alguns de seus eixos de rotagao.

(a) Separamos a identidade e = (1)(2)(3)(4)(5)(6)(7)(8).

(b) Rotagoes em torno dos eixos que passam pelos centros de faces opostas. Sao trés
eixos:

(bl) Sejam A o centro da face 1234 e B o da face 5678. As rotagdes em torno do
eixo AB, de angulos 7/2, m e 37/2 sdo, respectivamente:

ap = (1234)(5678), = (13)(24)(57)(68), a5 = (1432)(5876).

(b2) Sejam C' o centro da face 1485 ¢ D o da face 2376. As rotagdes em torno do
eixo @, de angulos 7/2, m e 37/2 sdo, respectivamente:

as = (1485)(2376), a5 = (18)(27)(36)(45),  ag = (1584)(2673).
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(b3) Sejam E o centro da face 1265 e I’ o da face 4378. As rotagdes em torno do
eixo BE , de angulos 7/2, m e 3w /2 sdo, respectivamente:

a7 = (1562)(3487),  as = (16)(25)(38)(47), g = (1265)(3784).

(c) Rotagoes em torno dos eixos que passam pelos pares de vértices opostos. Sao
quatro eixos:

(c1) Eixo T7. Esse eixo ¢ a mediatriz dos tridangulos equilateros 254 e 368 (reta
perpendicular ao plano do tridngulo pelo seu centro). A rotacao de 27 /3 gira o
tridangulo 254, gerando o ciclo (254), e gira o triAngulo 368, gerando o ciclo (368).
Isso da a permutagdo ;g abaixo. A rotagao de 47/3 gira o triangulo 254, gerando o
ciclo (245), e gira o triangulo 368, gerando o ciclo (386). Isso da a permutagao aq;
abaixo.

a0 = (1)(254)(368)(7),  aun = (1)(245)(386)(7).

(c2) Eixo 5. A rotagao de 27/3 gira o tridngulo 163, gerando o ciclo (163), e gira
o triangulo 457, gerando o ciclo (457). Isso d4 a permutagao ;o abaixo. A rotagao
de 47/3 gira o triangulo 163, gerando o ciclo (136), e gira o triAngulo 457, gerando
o ciclo (475). Isso da a permutagao ay3 abaixo.

s = (163)(2)(457)(8),  aus = (136)(2)(475)(8).

(c3) Eixo % A rotagao de 27/3 gira o tridngulo 168, gerando o ciclo (168), e gira
o tridngulo 274, gerando o ciclo (274). Isso da a permutacdo ay4 abaixo. A rotagao
de 47 /3 gira o triangulo 168, gerando o ciclo (186), e gira o tridngulo 274, gerando
o ciclo (247). Isso da a permutagao a;s abaixo.

ayy = (168)(274)(3)(5), a5 = (186)(247)(3)(5).

(c4) Eixo 9. A rotagao de 27 /3 gira o tridngulo 183, gerando o ciclo (183), e gira
o tridngulo 257, gerando o ciclo (257). Isso da a permutacdo ay¢ abaixo. A rotagao
de 47 /3 gira o triangulo 183, gerando o ciclo (138), e gira o tridngulo 257, gerando
o ciclo (275). Isso da a permutacdo a7 abaixo.

are = (183)(257)(4)(6),  axr = (138)(275)(4)(6).

(d) Rotagoes em torno dos seis eixos que passam pelos pontos médios de pares de
arestas opostas. Sao eles:

(d1) Sejam H o ponto médio de 15 e G o de 37. Consideremos uma rotagao (do

espago) de angulo m em torno do eixo ﬁ Esse eixo liga os pontos médios dos
lados opostos 15 e 37 do retangulo 1375, o que gera a permutagao (15)(37). Ainda,
¢ perpendicular ao plano do retangulo 2684, e, considerando as diagonais 28 e 46
desse retangulo, gera a permutagao (28)(46). Isso da a permutagao:

s = (15)(28)(37)(46).
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(d2) Consideremos o eixo que passa pelo ponto médio de 26 e o de 48. Isso da a
permutacao:
ag = (17)(26)(35)(48).

(d3) Consideremos o eixo que passa pelo ponto médio de 23 e o de 58. Isso da a
permutacao:

ag = (17)(23)(46)(58).

(d4) Consideremos o eixo que passa pelo ponto médio de 14 e o de 67. Isso da a
permutacao:
a1 = (14)(28)(35)(67).

(d5) Consideremos o eixo que passa pelo ponto médio de 34 e o de 56. Isso da a
permutacgao:
anz = (17)(28)(34)(56).

(d6) Consideremos o eixo que passa pelo ponto médio de 12 e o de 78. Isso da a
permutacao:

ags = (12)(35)(46)(78).

Obtivemos assim O = {e, a4, ..., a3}, que é um grupo em relagdo a operagao de
composicao. Para mais detalhes confira [8], pag. 221.

5.2. O Indice de ciclos de O. Os tipos ciclicos dos elementos de @ estao na
Tabela 3. O indice de ciclos de O é entao:
1

(11) to =5, (:pf + 82323 + 913 + GxZ).
5.3. O inventario de padroes do esqueleto do cubane. Vejamos o inventario
de padroes considerando-se apenas dois substituintes: o hidrogénio H e o fliior F', re-
presentados, respectivamente, pelas varidveis h e f. O nimero total de configuracoes
é 28 = 256.

Para obter o inventario de padroes aplicamos o método de Poélya-Redfield:

(12)  Z[£,0,{h, f}]
= 2—14 [(h + f)S + 8(h + f)Q(hEI + f3)2 + 9(h2 + f2)4 n 6(h4 n f4)2}

= WS+ BT f 4| 3RO f2 |+ 317 f2 + | Th* f4 ]+ 3R° 7 + 3R2 f° + hfT + f°.
Somando os coeficientes vemos que existem 23 padroes. Como destacado, existem
3 classes hYf?, que correspondem a trés isdmeros CyHgF,. Esses trés compostos
estao representados na Figura 17.

Na expressdo (12) destacamos ainda que existem 7 classes h*f*. Faremos comen-
tarios mais detalhados sobre isso na Subsegao 5.4.

Para termos uma ideia de como cresce o nimero de padroes, se tivermos quatro
substituintes para o esqueleto do cubane, o niimero de configuracoes é 4° = 65.536,
e o numero de padroes é 2.916. Se tivermos seis substituintes, o nimero de configu-
racoes é 6 = 1.679.616, e o ntimero de padroes ¢ 70.911.
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[ aco @ Jes [7(y) |
L Je= (1)(2)(3)(4)(5)(6)(7)(8) vi |joe=j=(7)(28)(35)(46) |,
2. = (1234)(5678) 27 || oo = (1836)(2547) o
3 T = (BRGNS o5 | jom = (HROENES) |
4. | ag = (1432)(5876) 7 [ joas=(1638)(2745) x5
5. | = (1485)(2376) 22 | joas = (1683)(2574) o
6. | as = (18)(27)(36)(45) v, | joas=(12)(34)(56)(78) 5
7. [ = (1584)(2673) 22 || joas = (1386)(2475) o
8. [y = (1562)(3487) 22 | joar = (1368)(2754) 22
9. as = (16)(25)(38)(47) vy, | joos = (14)(23)(58)(67) T
10. | g = (1265)(3784) 22 | joay = (1863)(2457) o
11. am = (1)(254)(368)(7) 2323 || j o ayg = (17)(234856) TyTg
12. [ aq; = (1)(245)(386)(7) 2323 || j oy = (17)(265843) oy
13. | agp = (163)(2)(457)(8) 2323 || j o ang = (143765)(28) Ty
T4 | ars = (136)(2)(475)(8) 2222 || j o ans = (156734)(28) P!
15. | are = (168)(274)(3)(5) 2222 || j o any = (148762)(35) 2lz]
16. | ay5 = (186)(247)(3)(5) 2323 || j o ays = (126784)(35) TiTE
17. | ap = (183)(257)(4)(6) 2323 || j o ang = (123785)(46) oy
18. | gy = (138)(275)(4)(6) 2223 || j o anr = (158732)(46) rixg
19. | ang = (15)(28)(37)(46) v, | joais=(13)(2)(4)(57)(6)(8) | xix)
20. | ong = (17)(26)(35)(48) vy [ joa=(1)(24)(3)(5)(68)(7) | 7123
2T L am = (IN@)A0)ES) 7| 700w = (D) E)AO)7) | 12
22. | ag = (14)(28)(35)(67) v, | joom =(16)2)B)AE7N)(5)() | zjx)
23. | agy = (17)(28)(34)(56) vy, | Joom = (1)(2)(36)45)(T)(8) | zjx)
2 oy = (12)(35)(16)(78) 55| joas = (19N AGI0) | 2l

TABELA 3. Tipos ciclicos das rotagoes a € O e das simetrias indiretas

joa.

5.4. Acao do grupo octaedral O; no esqueleto do cubane. O grupo completo
de simetrias do cubo é o grupo octaedral Oy, que inclui as rotagoes, ja consideradas,
as reflexdes em relagao aos planos de simetria, assim como composi¢oes desses dois
tipos. Nao detalharemos a construgao dessas simetrias, mas vejamos como podemos
lista-las.

Uma forma simples de listar os elementos de O, — O, denominadas simetrias

indiretas, consiste em considerar a inversao de R? j : #+ — —x. Como simetria do
cubo essa permutagao pode ser escrita na forma j = (17)(28)(35)(46). Calculamos
os produtos j o a para todo a € O, obtendo o conjunto jO, a classe lateral de O
determinada por j. O grupo octaedral é entao dado por O, = O U jO. A Tabela

3 traz a lista dessas simetrias, assim como seus tipos ciclicos.

confira o Teorema 4.5.1, pag. 240, de [8].

Para mais detalhes

Somando os tipos ciclicos das simetrias indiretas, temos 6x{x3 +4x3 + 8xox6 + 623
Adicionando aos tipos ciclicos de O e tirando a média, o indice de ciclos de O, é:

@~ sBm
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(13) o, = 35 (2} + 8ata3 + 6aias + 1375 + 8wawg + 1227).

Aplicamos agora o método de Pélya-Redfield para obter o inventario de padroes
nas variaveis h e f:

(14> I[S’Oha{hv f}]
— hS +h7f+3h6f2+3h5f3 + 6h4f4 +3h3f5+3h2f6 +hf7+f8

Somando os coeficientes vemos que existem 22 padroes, um a menos do que quando
consideramos apenas as rotacoes. E justamente uma classe do tipo h*f*. Vejamos
com mais detalhes o que isso significa.

Nao é dificil desenhar as 7 configuracoes do tipo h*f* nao equivalentes pela acao
das rotagoes. Acompanhando a Figura 19, come¢amos com a configuracao C, em
que os quatro atomos de fliior ocupam os vértices 1, 2, 5 e 6 de uma face. Em
seguida, retiramos o atomo F de 6, e vemos que ele tem quatro possiveis casas
para ocupar, e obtemos assim as configuragoes Cs, C3, Cy e (5. Prosseguindo, da
configuragao C' retiramos os atomos F' de 6 e 2, e as Unicas casas que agora podem
ocupar é 3 e 7, e temos Cg. Finalmente, na configuracao C%, os atomos F' ocupam
arestas diferentes.

FIGURA 19. Nos desenhos C-C7, representantes das 7 classes h*f4
relativas a . Excetuando a classe Cs, as restantes representam as
seis classes relativas a Oy,

Dos sete representantes das classes h* f* relativas a O, sabemos que existem dois
que sao equivalentes por alguma simetria indireta. Examinando os desenhos, des-
confiamos que sejam C5 e (5, pois ambos tém dois L’s seguidos de atomos F', mas
esses dois L’s se desenvolvem em sentidos diferentes. Para confirmar isso, rotaciona-
mos C5 por ag = (1265)(3784), obtendo a configuragao equivalente C%, e esta, por
sua vez, é equivalente a Cy pela reflexdio em relacdo ao plano mediador da aresta 12.
A Figura 20 pode facilitar esse exame.
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C

FIGURA 20. Desenhos das configuragoes C5, Cf e Ch.

Nao héa como deixar de observar, na Figura 20, que Cf e C; sao figuras especulares.
Portanto, C5 e C5 sao enantiomorfas. Consequentemente, os possiveis isdmeros sao
quirais. Vemos assim que, se a pesquisa de isémeros visa diferenciar e enumerar
moléculas quirais, entao deve ser usado apenas o grupo das simetrias rotacionais O.
Caso contrario, se nao interessa diferenciar essas moléculas, entao pode ser usado o
grupo octaedral O, das simetrias completas do cubo.

6. CONCLUSAO

Apresentamos neste texto a versao mais simples do método de enumeracao de
Polya-Redfield. Vimos como essa versao se aplica a contagem de isémeros de com-
postos moleculares cujo esqueleto béasico é uma figura geométrica com simetrias.
Estudamos trés exemplos, mas muitos outros podem ser considerados. O artigo [14]
indica varios compostos moleculares que o estudante pode pesquisar.

Nos textos de Matematica especializados em Combinatoéria, esse método é corren-
temente utilizado na contagem de padroes de coloracoes. Nessas situagoes o nosso
conjunto A = {ay,as, ..., a,} de substituintes (4tomos ou radicais monovalentes) é
trocado por um conjunto C = {¢y,¢,...,¢n} de cores. Citando alguns exemplos,
podemos colorir as casas de um tabuleiro, contas de colares, os vértices ou os lados
de poligonos regulares, os vértices ou arestas ou faces de poliedros, tais como os po-
liedros de Platao. Em todos esses casos, depois de determinado o grupo de simetria
e seu indice de ciclos, o método fornece diretamente o inventério de padroes.

Existem féormulas para o indice de ciclos dos grupos ciclicos C), e para os grupos
diedrais D,,. Para outros grupos de permutacoes existem técnicas que ajudam no
calculo do indice de ciclos. Mais detalhes e exemplos podem ser vistos na literatura,
por exemplo, em |7].

A literatura especializada costuma apresentar versoes mais completas e gerais do
método. A versdo mais conhecida é a que usa uma aplicacao peso w : A — R, em
que R é um anel comutativo contendo os racionais.

A versao com pesos permite substituir outros polinémios no indice de ciclos, em
vez de usar z; = a} + a4+ - - + @, como fizemos. Pode-se assim obter o inventério
de padroes nas mais diversas situagoes. Um caso importante é a classificacao de
grafos. Resultados e exemplos podem ser vistos em [7], a partir da pag. 71, e em
[15], a partir da pag. 186.

Outra versao, as vezes denominada G x H, admite, além da agao de um grupo
G, ja considerada, outra acao de um grupo H no conjunto contra-dominio A (ou C)
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das configuracoes E : I, — A. Para um estudo dessa versao e aplicacoes, confira
[15] a partir da pag. 191.

O método de enumeracao de Polya-Redfield é um dos recursos mateméticos mais
importantes no ramo da Quimica denominado Quimica Combinatéria, conforme
relata [10]. Em seu texto [9] (1937), Pélya explica como usar o método para enumerar
os isdbmeros de compostos cujas moléculas tém como modelo geométrico o esqueleto
do benzeno. Poélya tratou também da enumeracao de alcanos, cujo modelo sao grafos
tipo arvores, e publicou um pequeno texto em separado sobre esse problema para
consumo dos quimicos. Os autores de [10] listam varias situagoes em que problemas
de enumeracao de compostos moleculares sao resolvidos com o método de Poélya-
Redfield.
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https://pmo.sbm.org.br/wp-content/uploads/sites/5/sites/5/2023/02/art5_vol11_SBM_PMO_2023.pdf
https://en.wikipedia.org/wiki/Cubane
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