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O NASCIMENTO DAS EQUACOES DIFERENCIAIS
PEDRO ROBERTO DE LIMA

REsSUMO. O presente texto aborda o conceito de “equagao diferencial” apresen-
tando alguns fatos e personagens associados ao seu desenvolvimento. Com isso,
espera-se fornecer uma perspectiva de como ocorreu o seu surgimento localizando,
no tempo, o ponto em que a definigao atual passou a ser utilizada.

1. INTRODUCAO

Um problema bastante antigo da mateméatica é o hoje chamado problema da
tangente, que consiste em determinar a reta tangente a uma dada curva num dado
ponto. Modernamente, determinar a tangente significa encontrar sua equagao. Po-
rém, versoes desse problema vém sendo estudadas desde a antiguidade — época na
qual a determinacao da tangente era feita por meio de uma construcao geométrica.
Por exemplo, o Corolario da Proposi¢ao 16 do Livro III da célebre obra Os Elemen-
tos, de Euclides de Alexandria (= 300 a.C.), resolve o problema da tangente no caso
em que a curva é um circulo. Disse Euclides:

Disso, entao, é evidente que a tragada em angulos retos com o didmetro, a
partir de uma extremidade, é tangente ao circulo ([8], p. 167).

Em outras palavras: para obter a tangente a um circulo num ponto P, basta
tracar o diametro que tem P como extremidade e, por P, a reta perpendicular ao
diametro (veja a Figura 1). Cabe salientar que Euclides entendia a reta tangente a
um circulo como sendo uma reta que apenas tocava o circulo, sem o cortar quando
prolongada ([8], p. 151).

A obra de Euclides nao é a tnica da antiguidade a tratar sobre retas tangentes.
Por exemplo, as proposigoes 33 e 34 do Livro I da obra Cénicas, de Apolénio de
Perga (= 225 a.C.), resolve o problema da tangente no caso em que a curva ¢ uma
conica (isto é, uma elipse, hipérbole ou parabola). Para Apolonio, a tangente a
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Ficgura 1. Como demonstrou Euclides, a reta que passa pelo ponto
P de um circulo perpendicularmente ao didmetro que tem P como
extremidade é tangente ao circulo.

uma coOnica era uma reta que possuia um ponto em comum com ela, mas que ficava
inteiramente do lado de fora dela (|21], p. 94). A descri¢ao da construgao geométrica
de Apolénio pode ser vista em [9].

O estudo das tangentes subsistiu através do tempo até que, no século XVII, diver-
sos matematicos dispunham de métodos proprios para determina-las. Por exemplo,
os métodos de Isaac Barrow, René Descartes e Pierre de Fermat podem ser vistos
em [23]|. Na verdade, o método de Descartes (publicado em sua obra A Geometria,
que teve importante papel no desenvolvimento da geometria analitica) nao abordava
o problema da tangente diretamente, mas sim o problema equivalente de determi-
nar a reta normal (perpendicular a tangente). A importancia desse problema foi
manifestada por Descartes do seguinte modo:

E ouso dizer que esse é o problema mais ttil e mais geral, nao somente do
qual tenho conhecimento, mas também aquele que sempre desejei conhecer
na geometria ([24], p. 405).

Dispondo de métodos para determinar tangentes a curvas dadas, alguns matemaéti-
cos comecgaram a pensar no problema inverso — que ficou conhecido como problema
(ou método) inverso das tangentes: determinar uma curva a partir de propri-
edades conhecidas de suas tangentes ([15], p. 1). Em correspondéncia destinada
a Christiaan Huygens em 1691, o mateméatico alemao Gottfried Wilhelm Leibniz
manifestou a importancia desse problema do seguinte modo:

De tudo o que nos resta para investigar em geometria, nada é mais impor-
tante do que o método inverso das tangentes, ou seja: dada uma proprie-
dade das tangentes de uma curva, ser capaz de encontrar a construcao da
propria curva. Porque, na aplicacdo da geometria & fisica, acontece com
bastante frequéncia que uma curva é conhecida a partir da propriedade de
suas tangentes, de onde sua construgao e outras propriedades devem ser
investigadas ([27], p. 67).

Como sera visto nas proximas secoes, o problema da tangente e o problema in-
verso das tangentes estao intimamente relacionados ao surgimento das equacgoes
diferenciais, enquanto nome e enquanto conceito.
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2. O SIGNIFICADO DE “DIFERENCIAL’ NO CALCULO DE LEIBNIZ

Como seré visto na Secao 3, a expressao “equacao diferencial” foi introduzida por
Leibniz. Assim, para compreender o seu significado, é necessario comegar compre-
endendo o significado de “diferencial” no Calculo de Leibniz — aqui entendido como
sendo o Calculo introduzido por Leibniz publicamente em [11], desvendado e pra-
ticado principalmente pelos irmaos suicos Jakob e Johann Bernoulli e apresentado
numa versao mais madura pelo francés Guillaume Frangois Antoine de I’'Hopital
(aluno de Johann) em [12].

Em linhas gerais, o objetivo do Célculo moderno é o estudo de fungoes por meio
de derivadas e integrais (as duas ultimas definidas através de limites). Entretanto,
na ocasiao de seu surgimento no final do século XVII, o objetivo do Caélculo de
Leibniz era outro. Conforme aponta [13] (p. 5), a perspectiva era geométrica e o
objetivo principal era o estudo de curvas — o que fica explicito no titulo do primeiro
livro de Calculo Diferencial da historia, publicado em 1696 por I'Hopital: Andlise
do infinitamente pequeno, para o entendimento das linhas curvas (|25], p. v). No
contexto da época, a analise era feita por meio do estudo de equacgoes que envolviam
diversas variaveis geométricas definidas a partir de um ponto variavel sobre a curva,
dentre as quais estao a abscissa, a ordenada, a tangentes e a subtangente — mostradas
na Figura 2 (num diagrama moderno, para facilitar a compreensao).

F1GurA 2. No Calculo de Leibniz, o estudo de uma curva C era feito
por meio meio de variaveis definidas geometricamente a partir de um
ponto variavel P sobre curva, como por exemplo a ordenada y (seg-
mento vertical que liga P ao eixo horizontal), a abscissa = (segmento
horizontal que liga a base da ordenada ao eixo vertical), a tangente a
(veja descrigao na Figura 3) e a subtangente b (segmento horizontal
que liga a ordenada a intersecgao da tangente com o eixo horizontal).

Nessa situagao, a curva C' era entendida como sendo formada por infinitos segmen-
tos de comprimentos “infinitamente pequenos” ligando pontos “infinitamente proxi-
mos” e a tangente no ponto P como sendo o prolongamento do segmento que contém
P ([25], p. xlix e 11; [13], p. 14-15; [26], p. 49). A Figura 3 ilustra essa ideia (que
nao é satisfatoria para os padroes atuais).

A ideia de “infinitamente pequeno” aparecia relacionada nao s6 a definicao de
tangente mas também ao conceito de “diferencial”, o qual foi introduzido publica-
mente por Leibniz num artigo publicado em 1684 no peridédico cientifico da época
Acta FEruditorum com o titulo Novo método para mdximos e minimos, bem como
para tangentes, que nao se detém ante as quantidades fraciondrias ou irracionais,
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FicurA 3. No Calculo de Leibniz, uma curva era concebida como
sendo formada por segmentos de reta ligando pontos “infinitamente
proximos” e a tangente num ponto P como sendo obtida pelo prolonga-
mento do segmento “infinitamente pequeno” que contém P. Note que
prolongando o segmento a esquerda de P conforme a figura, obtém-
se um segmento diferente daquele que esta indicado como tangente
de modo que a tangente parece nao estar bem definida; isso ocorre
porque nao é possivel desenhar dois pontos “infinitamente proximos”
(conceito esse que tem significado apenas intuitivo e nao é satisfatorio
para os padroes atuais).

e € um singular género do cdlculo para estes problemas (|26], p. 47). Nesse texto,
hoje considerado a primeira publicagao sobre Célculo Diferencial da histéria ([3], p.
403), Leibniz:

(i) Definiu o diferencial dy de uma ordenada y como sendo o segmento de reta
que satisfaz a proporcao j—g = ¥, onde dr é um segmento dado e b ¢ a
subtangente ([13], p. 63).

(ii) Forneceu um conjunto de regras para a determinagao de diferenciais (de
somas, produtos, quocientes e poténcias) chamando-o de cdlculo diferencial,
sendo esta a primeira ocorréncia da expressao que nomeia a disciplina até os
dias de hoje ([21], p. 377; [5], p. 271).

(iii) Apresentou aplicagoes na determinacao de extremos (onde usou a condigao
dy = 0), de pontos de inflexao (onde usou a condi¢ao d dy = 0) e de tangentes
(|21], p. 377; [5], p. 271).

Apesar desses topicos serem familiares aos estudantes atuais de Calculo, o artigo
nao era facil de entender na época de sua publicacao tendo sido descrito como “um
enigma ao invés de uma explicagdo” por Johann Bernoulli ([7], p. 355-356). Foi
s6 a partir de 1696, por intermédio do livro de 'Hépital, que o método de Leibniz
comegou a se popularizar; antes dessa data pouquissimas pessoas o entendiam —
dentre as quais os irmaos Bernoulli (|25, p. v-vi) que, apesar da dificuldade do
artigo, foram capazes (nas palavras do proprio Johann) de “dominar todos os seus
segredos em poucos dias” ([7], p. 361).

A palavra originalmente utilizada por Leibniz, hoje traduzida como “diferenciais”,
foi differentiae — que em latim significa “diferencas” ([5], p. 271). Entretanto, o
significado das “diferencas” nesse contexto nao ficou claro porque a conexao entre
sua definigao (conforme o item (i) acima) e as quantidades “infinitamente pequenas”
nao foi feita de forma clara por Leibniz nesse primeiro artigo ([13], p. 63-64).
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A mesma palavra “diferencas”’, em sua versao francesa différences, foi utilizada no
livro de I'Hopital ([25], p. 2) — mas dessa vez o significado foi dado com maior
clareza. Nesse livro, que foi fortemente influenciado por Johann Bernoulli (]25],
p. X), o diferencial de uma variavel é definido como sendo a “por¢ao infinitamente
pequena pela qual uma quantidade variavel continuamente aumenta ou diminui”
(|25], p. 2) e a interpretagdo geométrica ¢ dada explicitamente: o diferencial dy
¢ a diferenca entre a ordenada y e uma ordenada tomada infinitamente proxima
enquanto dx é a diferenca entre as respectivas abscissas. O ponto crucial é que,
em razao das ordenadas serem tomadas infinitamente préximas, a hipotenusa do
triangulo de lados dx e dy esta sobre a tangente a de modo que (por semelhanca de
triangulos) vale a relagio % = ¥ ([25], p. 11). A Figura 4 ilustra essa ideia (que
esta fortemente baseada na concepg¢ao da curva como sendo formada por segmentos
de reta infinitamente pequenos e da tangente como sendo o prolongamento de um
desses segmentos).

/ )

b

dy

FI1GURA 4. Interpretacao geométrica dos diferenciais dz e dy no Cal-
culo de Leibniz. Como dx é “infinitamente pequeno”, a hipotenusa do
triangulo de catetos dx e dy cai sobre a tangente a (prolongamento de
um segmento que une dois pontos “infinitamente proximos”) de modo
que o triangulo de lados dz e dy é semelhante ao triangulo de lados b

ey.

3. ORIGEM DA EXPRESSAO “EQUAGAO DIFERENCIAL’

Segundo [6] (p. 3), a expressao “equagao diferencial” (no original em latim, aequa-
tio differentialis) foi utilizada pela primeira vez por Leibniz em 1676 para designar
uma equagao que relaciona duas variaveis x e y com seus diferenciais dzr e dy. A obra
mencionada nao cita qual é o texto de Leibniz de 1676, mas um registro de uso com a
referida acepgao pode ser encontrado em [11] — artigo de Leibniz de 1684 que, como
visto na Segao 2, introduziu publicamente o conceito de “diferencial”. Nesse texto de
Leibniz, a expressao aequatio differentialis (equagdo diferencial) ocorre duas vezes:
uma na pagina 469 e uma na pagina 472. Na primeira ocorréncia, lé-se

Daqui pode-se escrever com qualquer equagao proposta sua equagao di-
ferencial (|26], p. 49; grifo nosso).

Em seguida, Leibniz explica como fazer isso: substituindo cada termo da equacao
por sua “quantidade diferencial” que é calculada conforme o conjunto de regras
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previamente apresentado (|26], p. 49). Esse procedimento pode ser visto como uma
versao ancestral do moderno “derivar os dois lados da equacao” e fica ilustrado na
segunda ocorréncia da expressao:

Portanto teremos w igual hv/1 + ry/m, cuja equagao diferencial desta
equacao (suposto que dw seja 0, no caso de minimo) é 0 igual a +hdl :
2v/1 + rdm : 2y/m, segundo as regras de nosso calculo dadas ([26], p. 51;
grifo nosso).

Note que, interpretando os diferenciais com uma perspectiva moderna, o resultado
descrito na citagao precedente pode ser obtido derivando w(z) = hy/l(x)+7/m(zx),
igualando a zero e multiplicando os dois lados por dx — entretanto Leibniz nao
dispunha do conceito de derivada (|13], p. 8) de modo que sua ideia de diferencial,
apesar da semelhanga de notagao e nomenclatura, difere da moderna; os diferenciais
que Leibniz tinha em mente eram as quantidades “infinitamente pequenas” descritas
na Secao 2.

Diante do exposto, parece correto afirmar que a expressao “equacgao diferencial:

e Foi concebida por Leibniz com significado original “equacao envolvendo dife-
renciais” (onde os “diferenciais” sdo entendidos conforme descritos na Secao
2).

e Foi publicada pela primeira vez em [11]| (primeira publicagao de Leibniz sobre
o Célculo Diferencial que ¢, também, a primeira da histéria sobre o tema) de
modo que, no que se refere a publicac¢oes oficiais, nasceu junto com o proprio
Calculo.

e Surgiu no contexto do problema da tangente, pois é com a resolugao e apli-
cagoes desse tipo de problema que [11] se preocupa.

4. ORIGEM DO CONCEITO DE “EQUAGCAO DIFERENCIAL’

A raiz do conceito moderno de equacao diferencial estd no que era chamado “pro-
blema inverso das tangentes”. Sao exemplos desse tipo de problema:

e Problema da is6crona (ou tautocrona): Determinar a curva sobre a
qual um peso sob influéncia apenas da gravidade (desconsideradas quaisquer
outras forgas como, por exemplo, o atrito) gasta sempre o mesmo tempo para
atingir o ponto mais baixo, independentemente do ponto de partida (veja a
Figura 5). Esse problema, que ja tinha sido resolvido por Huygens em 1659,
foi resolvido em 1690 com o Calculo de Leibniz por Jakob Bernoulli ([20], p.
97).

¢ Problema da catenaria: Determinar a curva gerada por um cabo flexivel e
inextensivel fixado pelas extremidades e sujeito apenas a forga de seu proprio
peso (veja a Figura 6). Em 1638, Galileu Galilei tinha sugerido que essa curva
seria uma parabola — o que Huygens demostrou estar incorreto em 1646. Em
1691, Leibniz e Johann Bernoulli encontraram a solugao correta de forma
independente ([15], p. 5-6).
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FIGURA 5. Sobre uma rampa no formato da curva isécrona e sob
influéncia apenas da gravidade, bolinhas que partem de posigoes dis-
tintas chegam sempre juntas no ponto final. Veja uma ilustracao di-
namica no link https://www.geogebra.org/m/p7efrp8b.

FIGURA 6. A catenaria é a curva gerada por cabos flexiveis e inexten-
siveis suspensos entre postes. Seu formato muda a depender da altura
dos postes e da distancia entre eles. Veja uma ilustracao dinamica no
link https://www.geogebra.org/m/udqxbhsb.

e Problema da tractriz: Determinar a curva gerada por um peso puxado por
um cabo inextensivel que tem a outra extremidade movida ao longo de uma
reta que nao contém o peso (veja a Figura 7). Esse problema foi proposto
por Claude Perrault a Leibniz na década de 1670, que o resolveu e publicou
uma solugdo utilizando seu Céalculo em 1693 ([14], p. 1 e 22).

e Problema da braquistécrona: Determinar a curva sobre a qual um peso
sob influéncia apenas da gravidade (desconsideradas quaisquer outras forgas
como, por exemplo, o atrito) desliza de um ponto a outro (que esta fora
da mesma vertical) no menor tempo possivel (veja a Figura 8). Esse pro-
blema foi resolvido por Johann Bernoulli e por ele proposto em 1696 como
um desafio aos matematicos da época, dentre os quais enviaram solugoes
corretas: Leibniz, L'Hépital (com ajuda de Johann Bernoulli, que recebia
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FIGURA 7. A tractriz é a curva gerada por um peso atado a uma
corda inextensivel que tem a outra extremidade puxada ao longo de
uma reta que nao contém o peso. Veja uma ilustracao dindmica no
link https://www.geogebra.org/m/jktckreq.

por sua tutoria), Jakob Bernoulli (certamente sem ajuda de Johann, dado
que a relagdo entre os irmaoes era conflituosa) e Isaac Newton (que tinha
desenvolvido seu proprio Célculo, independentemente de Leibniz). A solu-
¢ao de Newton foi enviada anonimamente, mas Johann Bernoulli identificou

seu dono afirmando ser capaz de “reconhecer o ledo por sua garra” ([20], p.
104-106).

arco de braquistécrona
parabola (arco de cicloide)

FI1GURA 8. Dentre todos os formatos possiveis de rampa ligando dois
pontos dados (ndo ambos sobre a mesma vertical), a braquistocrona
é aquela sobre a qual uma bolinha sob influéncia apenas da gravidade
chega ao fim no menor tempo possivel. Veja uma ilustracao dinamica
no link https://www.geogebra.org/m/tkm3gmxb5.

A relagao entre os enunciados apresentados e as tangentes (o que justifica eles
serem chamados de “problemas inversos das tangentes”) nao é 6bvia. Para visualiza-
la, é necessario reformular os problemas. Dentre os exemplos vistos, a reformulagao
mais simples é a da tractriz: como (em qualquer curva) a tangente tem a dire¢ao
do movimento, e como (na tractriz) o movimento do peso se da na dire¢ao do cabo
que o puxa, o cabo é tangente em cada ponto da curva descrita. Assim, resolver o
problema da tractriz equivale a determinar a curva que possui todas as tangentes
com o0 mesmo comprimento (onde a tangente é entendida como definida na Secao 2;
veja a Figura 9).
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FIGURA 9. Na tractriz, todas as tangentes possuem o mesmo comprimento.

Em termos de diferenciais (veja a Figura 10), obtém-se:

—d
d_:cy = % (semelhancga de tridngulos)
[aZ — 42
dx = —+———dy (Teorema de Pitagoras)

)
que (conforme [14], p. 22) foi a equagao obtida por Leibniz.

b

FIGURA 10. Interpretagao geométrica dos diferenciais para a tractriz.
Nesse caso, o lado vertical do “triangulo infinitesimal” mede —dy em
razao de dy representar um decréscimo.

Para as demais curvas, argumentos mais sofisticados produzem

Sy~ — de _ v _ r
(1) dy/by — a® = daVad, dy N e dy = dx —
que (conforme [22], p. 471; [15], p. 6 e 23) foram as equagdes encontradas por Jakob
Bernoulli para a isécrona e por Johann Bernoulli para a catenaria e braquistocrona,
respectivamente.

Note que as igualdades vistas sao “equagoes diferenciais” no sentido original ex-
posto na Secao 3 (“equagoes envolvendo diferenciais”). A diferenga é que, nesses
casos, a curva que gera a equagao nao ¢ conhecida. Foi o desenvolvimento do estudo
desse tipo de equacao que culminou no conceito atual. Na época, “determinar a
curva” (o que pode ser interpretado como sendo uma versao do moderno “resolver
a equagao”) significava apresentar uma constru¢ao geométrica para ela ([15], p. 5).
Por exemplo, da equacao da braquistécrona Johann Bernoulli concluiu que curva
procurada era uma cicloide (veja a Figura 11). Como a cicloide era uma curva de
construcao conhecida, o problema era considerado resolvido.
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F1GURA 11. A cicloide é a curva gerada por um ponto de um cir-
culo que rola sobre uma reta. Veja uma ilustragao dinamica no link
https://www.geogebra.org/m/ctt62ymn.

Entretanto, nem sempre a equacgao diferencial produzia uma curva ja conhecida
de construcao simples. Assim, em geral, tentava-se utilizar a equacao diferencial
para deduzir uma construgao da curva por meio do processo de “quadratura” ([14],
p. 21-22), isto é, construgao de retangulos com &reas iguais a de regides limitadas
por curvas. Por exemplo: da equagao da catenaria, Johann Bernoulli obteve uma
construgao baseada na quadratura da hipérbole (veja Figura 12).

D

Ay=2 A,

Ficura 12. Construgao da catenaria pela quadratura da hipérbole
por Johann Bernoulli. Seu objetivo era construir uma curva satisfa-
zendo a segunda equacgao de (1), onde a > 0, pois ele ja tinha provado
que essa era a equacao diferencial da catenaria. A descricao original e
sua explicagao podem ser vistas em [16]; aqui, para facilitar a compre-
ensao, apresenta-se a ideia da construcao utilizando notagoes moder-
nas: Seja O a origem. Chamando o eixo horizontal de y e o vertical de
x, trace a hipérbole (z+a)?—y? = a?, o segmento OP de comprimento
a sobre a parte negativa do eixo vertical e tome um ponto D = (0, x)
sobre a parte positiva do mesmo eixo. Trace DC' horizontal que en-
contra a hipérbole em C' = (—v/2? 4+ 2ax,z). Marque G = (y,0)
de modo que a area do retangulo GOPF seja duas vezes a area da
regiao OC'P. Variando D, o ponto E = (y,x) descreve uma curva.
Para cada ponto (y,x) dessa curva, tem-se (por constru¢ao) ya =

2[area(PDC') — area(ODC)| = (x + a)Vz? + 2ax — 2 fox V12 + 2at dt.
Dat, Z_gj = % Va? + 2ax + \}% —2vx? 4 Zax} = \/#m Isso
mostra que a curva construida de fato satisfaz a equacao diferencial
desejada.
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Construgoes como a de Johann Bernoulli, baseadas na quadratura de circulos
ou hipérboles, eram consideradas satisfatorias. Porém, construgoes baseadas na
quadratura de curvas mais complicadas nao eram consideradas solucoes completas
([14], p. 23; [27], p. 153-154), o que fica ilustrado pela seguinte declaragao de Leibniz
em correspondéncia destinada a Huygens em 1694:

Eu sou da sua opiniao, senhor, no que vocé acredita que o problema ainda
nao estd bem resolvido quando apenas tem-se reduzido-o a alguma qua-
dratura ([27], p. 154).

Conforme aponta [15] (p. 8-9), com o passar do tempo, a perspectiva mudou: o
Calculo deixou de ser visto apenas como uma ferramenta para estudar curvas, as
equagoes diferenciais passaram a ser estudadas de forma independente (sem conexao
com problemas geométricos) e a construcao das curvas associadas as equagoes deixou
de ser requerida — o que ocorreu devido & influéncia do matematico suico Leonhard
Euler que considerou o Calculo como “sendo sobre expressoes formais e substituindo
o conceito de curva pelo de fun¢ao”. A perspectiva de Euler, que entendia nao sé6 o
Calculo mas também a matematica em geral como sendo “uma ciéncia de expressoes
formais”, “reestruturou amplamente a teoria matematica”. No contexto das equagoes
diferenciais ele ‘nao via necessidade de uma interpretacao geométrica”.

Um registro dessa mudanca de perspectiva é a obra Fundamentos do Cdlculo
Integral, de Euler, que busca apresentar como obter a relagao entre x e y a partir
de uma dada relagao entre dx e dy ([19], p. 1) ou, em palavras modernas, busca
apresentar métodos de resolucao de diversos tipos de equacoes diferednciais. Por

Y

exemplo, no contexto da abordagem de Euler, a solugao da equagao 32 = %T_y é

a expressao In(z —y) = C — £ ([19], p. 432-433); nenhum apelo geométrico é
utilizado, nem na formulacao do problema nem na apresentacao de sua solugao.

Entretanto, a abordagem de Euler possui uma caracteristica substancialmente
diferente da moderna: o entendimento dos diferenciais. Euler ainda trabalhava com
a ideia introduzida por Leibniz, de grandeza infinitamente pequena. Aqui esta como
ele os descrevia:

[...] uma vez que eles sdo sem quantidade, eles também sdo chamados
de infinitamente pequenos. Portanto, por sua natureza, eles devem ser
interpretados como absolutamente nada [...] ([18], p. vii).

Assim, apesar da abordagem de Euler ter muita similaridade com parte daquilo
que geralmente ¢é feito modernamente num primeiro curso de equagoes diferenciais,
a formulagao conceitual se assentava numa perspectiva tedrica bastante distinta.

Com o passar do tempo, o conceito de derivada se desenvolveu e as nogoes de
“diferenciais” e de “equacoes diferenciais” foram reformuladas em termos dele. Por
exemplo, na década de 1820 o matemaético francés Augustin-Louis Cauchy ja utili-
zava formulagoes mais proximas das atuais: a derivada ¢y = f'(z) de y = f(x) foi

definida como sendo o limite (caso existisse) da razao L= (14] p. 11-12), os

%
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diferenciais dy e dr foram definidos também em termos de limites de tal modo que
satisfaziam a relagao usual dy = f'(x)dx (4], p. 17) e as equagoes diferenciais foram
definidas como sendo equagoes envolvendo esses diferenciais ou derivadas ([1], p. 1).
Entretanto, a nog¢ao de “limite” utilizada por Cauchy (ver [10, 17]) ndo era baseada
na definigao -0 exatamente como é apresentada modernamente (que viria a ser in-
troduzida pelo matematico alemao Karl Weierstrass apenas em 1861). Exceto pelo
rigor na definicao de limite implicitamente utilizada na definicao de “equagao dife-
rencial”, a mesma definicao atual j& estava em circulagao em meados do século XIX.
Por exemplo, a seguinte definicao que poderia fazer parte de um livro introdutoério
moderno data de 1870:

Chamamos de equagdo diferencial de ordem m a uma relagao
dy d? dm
F x?Zyviy)%a"'aiy =0
dr’ dx dzx™
entre uma variavel x, a funcao y dessa varidvel e as derivadas de diversas

ordens dessa fun¢ao em relagao a essa variavel até a m-ésima inclusive (|2,
p. 211).

5. CONSIDERACOES FINAIS

Muitas notagoes, nomenclaturas e técnicas de calculos que surgiram nos séculos
XVII e XVIII no contexto das equacoes diferenciais sao utilizadas, praticamente
sem alteracoes, até os dias de hoje. Entretanto, rigorosamente falando, do ponto
de vista conceitual as equacoes diferenciais da atualidade sao coisas diferentes das
equacoes diferenciais dos mateméticos dos referidos séculos: devido ao aperfeicoa-
mento natural pelos quais os conceitos matemaéaticos passam no decurso do tempo
em busca do aumento da generalidade, precisao e rigor, aquilo que originalmente foi
chamado de “equacao diferencial” nao coincide com aquilo que modernamente recebe
esse nome; aquilo que originou o que hoje recebe o nome de “equagao diferencial”
nem sempre foi assim chamado (tendo, inicialmente, recebido o nome de problema
inverso das tangentes). O objetivo do presente texto foi destacar fatos e personagens
que ilustram momentos distintos dessa transicao — desde o surgimento da expressao
equacao diferencial no final do século XVII até a formulagdo moderna do conceito
que apareceu em meados do século XIX.
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