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Introdugao: Os Paradoxos, Godel e a maquina DIN-DIN

A idéia de demonstrar que algo “nio se pode demonstrar”
é em si mesma fascinante, e em raras ocasides os estudantes e
mesmo os matemdticos profissionais tém oportunidade de encon-
trar fendmenos matematicos desse tipo. Em geral, tais argumentos
86 ocorrem nas provas de impossibilidade de solu¢do dos “proble-
mas classicos gregos” (trisseccdo de angulo, quadratura do circulo
e duplicagdo do volume do cubo, usando apenas régua e compasso).

O objetivo deste trabalho é explicar, de maneira clara e sim-
ples, como é possivel compreender o fenémeno de que certos resul-
tados combinatérios finitos, que sio corretos, nio podem ser de-
monstrados na Aritmética formal (isto é, na Aritmética de Peano).
Para isto a idéia principal estd nas chamadas “funcdes de cresci-
mento muito rdpido”, tdo rdpido, como veremos, que escapam ao
poder de prova da Aritmética.

*Este artigo foi escrito enquanto W. A. Carnielli visitava a Universidade de
Miinster, como bolsista da Fundacio Alexander von Humboldt. Queremos
agradecer ao revisor deste trabalho pelas cuidadosas observagdes feitas.




24

Nosso tema estd ligado ao grande debate sobre os fundamen-
tos da Matemadtica travado no primeiro ter¢o do século, envol-
vendo as figuras de David Hilbert, Kurt Gédel e seus seguidores.
Em particular, desempenham papel central nesse debate os fa-
mosos teoremas de Gddel, ainda muito pouco compreendidos pe-
los matemdticos. Mostramos a seguir uma versdo dramdtica do
1? teorema da incompletude de Godel, e esperamos explicar ao lei-
tor sem nerhum conhecimento prévio de Légica Matemadtica, como
tudo isso se relaciona.

Os teoremas de incompletude de Godel, de 1931, representam
de certa forma o fim da idade romantica da Matemadtica. Antes de
Gédel, fazia parte de um amplo projeto de trabalho liderado por
David Hilbert, conhecido como Programa de Hilbert, acreditar que
todo problema matemdtico fosse solivel. Nas préprias palavras
de Hilbert, num congresso em Miuster, em 1925: “Se existe um
problema, ache a solugio; vocé pode encontri-la apenas pensando,
pois nao ha ignorabimus em matemdtica”.

De forma bastante simplificada, podemos colocar em dois
pontos o que Hiibert e sua escola propunham:

1) Axiomatizar todo o corpo de conhecimento matemdtico
(inclusive com objetivo de provar que todo problema matemdtico
fosse soldavel).

2) Provar, por meios esiritamente finitarios, que a axiomdatica
em 1) é consistente.

Por meios estritamente finitdrios entende-se aqui métodos de
prova que nao fagam apelo ao infinito atual como infinito comple-
tado (em contrapartida ao infinito potencial). Em termos simples,
Hiibert propunha que as teorias poderiam se referir ao infinito sim-
bolicamente, mas a consisténcia deveria ser provada por métodos
combinatorios, sem que se usasse a nogio de infinito como um
processo terminado.

Na verdade, a nogio de “meios finitdrios s6 foi plenamente
entendida bem depois da proposta de Hilbert. Do ponto de vista
moderno, podemos identificar “finitdrio com “computdvel ou “re-
cursivo no sentido das funcdes recursivas, tratadas em qualquer
livro texto bdsico em ciéncias da computagdo. Alguns autores vio
mais longe, a ponto de identificar os “meios estritamente finitdrios”
de Hilbert as fungdes primitivas recursivas, uma sub-classe bem
mais restrita das fungdes computdveis.
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Os esforgos para levar a efeito 2) deram origem & chamada
teoria da prova'. A preocupagio em provar a consisténcia da
Matemadtica, e provd-la com os métodos que pareciam mais seguros
(isto é, por meios estritamente finitdrios), era compreensivel apés
a crise desencadeada pela descoberta, no comeco do século, de que
paradoxos podiam ser expressos matematicamente. Em particular,
o conhecido Paradoxo de Russell® despertou suspeitas sobre os
conceitos impredicativos ou circulares em Matemdtica.

Um conceito € é impredicativo quando sua definicio faz uso
de uma totalidade & qual C j4 pertence. O Paradoxo de Russell
propunha que se toda propriedade define um conjunto, entdo a
propriedade de “ndo pertencer a si mesmo”, definiria um conjunto
R, a saber, o “conjunto de todos os conjuntos que nio pertencem a
si mesmos”. Como R é um conjunto, se ele pertence a si mesmo,
isto &, se R € R, entdo néo é um elemento de R, isto 4, R ¢ R.
Analogamente se R ¢ R, entdo R € R, o que significa: R € R se
e somente se R ¢ R, uma contradigio.

O conjunto proposto por Russell é impredicativo, j4 que sua
definicao leva em conta todos os conjuntos, inclusive R. No en-
tanto, nem todos os conceitos impredicativos levam a contradigdes,
pelomenos a contradigdes imediatas: a defini¢io usual de supremo,
de um conjunto de nimeros reais por exemplo, como “0 menor
dos limites superiores”, define o supremo a partir da totalidade &
qual ele pertence, e aparentemente nio leva a contradi¢io. Dessa
forma, um problema central nos fundamentos da Matemstica é
saber quais procedimentos impredicativos levam a paradoxos que
resultem em contradi¢do. '

Os paradoxos, em si, sao muito meis antigos do que o de-
bate desencadeado por Russell; talvez uma das indicacBes mais
elogiientes da importincia deles para os fundamentos da Ma-
temadtica seja o fato notdvel de que a preocupagio em evita-los foi

!Na verdade, fazia parte também do Programa de Hilbert uma proposta de
eliminacdo dos elementos ideais em Matemdtica. Esta parte do Programa foi
de certa maneira realizada. Uma boa introdugio i teoria da prova com todos
os detalhes ¢ o livro de Pohlers [12].

2Uma discussio detalhada do Programa de Hilbert, dos Teoremas de Gadel,
e de como iss0 se relaciona com a teoria da computabilidade pode ser encon-
trada em {5]. Os principais paradoxos formuliveis matematicamente e suas
conseqiiéncias sdo também discutidos nesse livre.
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uma das causas do Programa de Hilbert, e uma sutjl formulagéo
Matematica do Paradoxo do Mentiroso, conhecido ja dos antigos
gregos, foi seu fim.

Gddel foi capaz de mostrar que:

12 Teorema de Incompletude: Em todo sistema formal con-
sistente 5, com um minimo de Aritmética, é possivel formalizar
uma sentenga U tal que U possa ser interpretada intuitivamente
como a afirmacio de que ela prépria é indemonstrdvel em §.

Essa sentenca U é formalmente indemonstravel em S, e por-
tanto ela expressa um fato verdadeiro. Contrariando o que Hilbert
acreditava, U constitui um legitimo ignorabimus em Matemdtical
Em segundo lugar, Gddel mostrou também que:

22 Teorema da Incompletude: A prova da consisténcia
para sistemas formais (nas condigdes que Hilbert queria) nio pode
ser formalizada dentro do préprio sistema®.

Um exemplo literirio que ilustra a idéia desenvolvida por
Godel (no 12 Teorema de Incompletude) é o seguinte: um conhe-
cido politico que havia mentido durante toda sua vida piblica, an-
tes de retirar-se da carreira politica, afirmou o seguinte, tentando
salvar sua memdria: “Eu sempre menti em toda minha carreira, e
esse é um fato que pode ser provado”.

Seus adversdrios quiseram provar que ele realmente havia
mentido a vida toda. No entanto, depararam-se com um pro-
blema: se inclusive essa dltima frase {osse falsa, ou ele ndo havia
mentido a vida toda, ou esse fato nio poderia ser provado. Seus
companheiros, por outro lado, tentando argumentar que ele nio
havia mentido a vida toda, encontraram um problema semelhante:
como a tnica esperanga era argumentar que a ultima frase fosse
verdadeira, o que seria admitir que se poderia provar que ele hou-
vera realmente mentido sempre.

Portanto o fato U: “ele sempre mentiu” é tal que nem U
e nem - U (onde o simbolo “-” significa “negacdo”) podem ser
provados, thas é contudo verdadeiro, porque ele sempre mentiu,
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inclusive ao afirmar que U poderia ser provado!® A prova formal
desse teorema basela-se no fato de que todas as nogdes envolvidas
podem ser expressas aritmeticamente, isto é, com os “meios estri-
tamente finitirios” que Hilbert exigia. No fundo o aspecto mais
importante desse processo é que a aritmetizacio acaba referindo-se
a sl mesma.

Uma outra tentativa de ilustrar esse aspecto, evitando--
se a questio aritmética e enfatizando-se a questdio da auto-
referéncia é o seguinte exemplo, adaptado livremente de um
quebra-cabecas proposto pelo légico R. Smullyan, que chamaremos
de “maquina DIN-DIN”. A miquina DIN-DIN imprime, numa
fita, combinagbes arbitrarias dos simbolos D, I, N e —. Algumas
combinagbes especiais sio chamadas sentengas: sao elas quaisquer
seqiiéncias do tipo I-X, ID-X, NI-X e NID-X, onde X é uma
seqiléncia arbitraria. Dizemos que o mecanismo que faz DIN-DIN
imprimir seqiiéncias na fita é um sistema formal. Por outro lado,
uma interpretagdo (ou um modelo) do sistema formal consiste em
atribuir um sentido is sentengas e um valor-verdade (“verdadeiro”
ou “falso”) a tal sentido, da seguinte maneira:

1) I-X significa “X € imprimivel”, e é verdadeira se e somente se
X aparece (mais cedo ou mais tarde) impresso na fita.

2) ID-X significa “X-X ¢ imprimivel” (isto é, o dobro de X é
imprimivel) e é verdadeira see X-X aparece (mais cedo ou mais
tarde) impresso na fita.

3) NI-X significa “X ndo € imprimivel”, e é verdadeira see X nunca
aparece impresso na fita.

4) NID-X significa “X-X nfo é imprimivel”, e é verdadeira see
X-X nunca aparece impresso na fita.

Pode-se ver af claramente que a interpretagio (que associa
“imprimivel” a I, “dobro” a D, e “ndo” a N) é uma proprie-

3Este exemplo é particularmente interessante pela seguinte razio: se Pr(z) é
o predicado de “provabilidade” em PA, e 41 é o nimero de Gédel de ¥, a
sentenga proferida é da forma:

P — =Pr(l o) AP(T-Pr(fp)T).

Pode-se mostrar que para U := = Pr([ ¢ 1), valem:
(i) U ¢é verdadeira, -
(iiy PA¥ U,
(i) PAY¥ -U.
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dade fora da mdquina, que “fala sobre” a maquina, ao contririo
da nocao de sistema formal, que de certa forma *é a prépria”
maquina. Fazemos ainda uma hipétese adicional ao sistema for-
mal:

Hipdtese de corregdo: Quando DIN-DIN imprime sentengas, essas
sentengas sao verdadeiras. Isso ndo significa que DIN-DIN im-
prime somente sentencas, nem que ela imprime todas as sentencas
verdadeiras possiveis, mas apends que DIN~DIN nfo imprime sen-
tengas falsas,

Considere agora a sentenga NID-NID; essa sentenca é verda-
deira see o dobro de NID, isto é, NID-NID, nunca aparece impresso
na fita, ou, em outras palavras, a sentenca NID-NID afirma que
ela prépria é verdadeira see nio é imprimivel. Temos entio que,
ou ela é falsa e imprimivel, ou é verdadeira e nao imprimivel. O
primeiro caso ndo pode ocorrer, pela Hipdtese de corregio; por-
tanto NID-NID é um exemplo de sentenga verdadeira mas que
DIN-DIN ndo pode imprimir!

O 2°Teorema de Incompletude leva em conta que a as-
sercao “S ¢ consistente” também pode ser formulada em termos
aritméticos dentro de 5, digamos pela férmula CON(S), e que
pode-se demonstrar a implicagio CON(S) — U. Portanto, se
CON(S) pode ser demonstrada em 5, U também serd. Dessa
forma, os teoremas de Gédel mostram que ezistern problemas in-
soltiveis em Matemdtica, em particular na Aritmética, e que a con-
sisténcia das teorias matemdticas nao pode ser formalizada usando
seus proprios recursos, em particular a consisténcia da Aritmética
nao pode ser provada usando préprios recursos aritméticos ou “es-
tritamente finitdrios”.

Como podemos ver, uma das idéias basicas por tras dos argu-
mentos de Gddel é a auto-referéncia usada diabolicamente, como
no Paradoxo do Mentiroso: se alguém afirma “Eu estou mentindo
agora”, sua afirmagdo é verdadeira ou falsa? Ou mais simples-
mente, a sentenga “Esta sentenca é falsa”. é verdadeira ou falsa?

2. A Prova de Gentzen

No entanto, apesar dos Teoremas de Godel, Gerhard Gen-
tzen, um assistente de Hilbert em Géttingen, conseguiu obter em
1936 uma prova da consisténcia da teoria dos nimeros. A prova
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de Gentzen, embora nio salvasse o Programa de Hilbert, foi ex-
tremamente importante porque conseguiu mostrar que os “meios
néo-finitarios” necessdrios a prova da consisténcia localizavam-se
exatamente no esquema de indug¢do. Meios ndo-finitdrios eram
claramente necessarios, ji que Godel mostrara que somente por
meios finitarios tal prova seria impossivel. Em particular, Gen-
tzen mostrou que a consisténcia da teoria dos nimeros sem o es-
quema de indugdo pode ser facilmente demonstrada por meios fi-
nitarios. Como conseqiiéncia, o aparentemente inocente esquema
da inducdo da Aritmética torna-se o principal suspeito por even-
tual conspirag¢do contra a consisténcia da Matemadtica.

Gentzen inventou o cilculo de dedugdo natural®, uma for-
mulagio do célculo de predicados radicalmente diferente da usual
{do tipo “axiomas + regras de derivacio”, chamada de “axiomiti-
ca do tipo Hilbertiano”). A nova idéia embutida na dedugao natu-
ral é que as regras para os operadores légicos podem ser divididas
em dois tipos: as regras de “introdugao” e as de “eliminagdo”.
Assim, por exemplo, regras de “A-introdugio” e “A-eliminagio”
sdo, respectivamente,

A, B . AAB
AAB A, B

significando “se A e B sido verdadeiras, o conectivo A pode ser
introduzido fazendo A A B verdadeira”, e “se AA B é verda-
deira, o conectivoOA pode ser eliminado, fazendo A e B ambas
verdadeiras”. Formulando-se regras desse tipo para os conectivos
V, A, — — e para os quantificadores ¥, 3 obtém-se um cdlculo
légico com grande énfase na simetria das provas.

Pouco mais tarde, Gentzen formulou uma nova versio desse
célculo conhecido como cdlculo de segiientes. Uma regra impor-
tante desse cilculo é a regra do corte, formulada como segue:

;A Ty -A
r

Essa regra significa que, se alguma das férmulas do conjunto T,
ou a formula A for verdadeira, e por outro lado uma das formul=s

3

4Uma formulagio similar foi proposta independentemente pelo iégico polonés
Jaskowski.
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de T, ou - A, é verdadeira, entdo a férmula verdadeéra deve estar
em I' {pois, caso contrdrio, A e - A teriam que ser verdadeiras).

A regra do corte tem uma caracteristica muito importante:
ela é a fnica regra do calculo onde uma componente {no caso
a férmula A) pode ser eliminada. Assim, se a regra do corte foi
usada, conhecendo-se somente o final da prova, nio é possivel saber
se alguma férmula foi introduzida na prova e em algum momento
cancelada. Em outras palavras, a regra do corte concentra todo o
indeterminismo das provas, como veremas.

Gentzen conjecturou que poderia ser possivel transformar
toda prova légica numa certa forma normal, onde a regra do corte
pudesse ser dispensada. Essa conjectura foi provada no conhecido
“Hauptsatz” ou “Teorema Principal” (também chamado “Teo-
rema de Eliminacdo do Corte”). Como conseqliéncia do “Haup-
tsatz” pode-se obter a propriedade da subformula: em todo sis-
tema livre de corte, todas as férmulas usadas numa prova estio
presentes no seqilente (isto é, na assercao final). Dessa forma,
em sistemas livres de corte, se duas pessoas provam independen-
temente um resultado matematico, essas provas nao podem ser
muito diferentes!

Esse resultado aproxima entdo, tanto guanto possivel, o ato
de provar de um ato mecdnico. Niao é surpresa, portanto, que
um tal resultado, ou variante dele, como o Teorema de Herbrand,
obtido por Herbrand em sua tese de doutorado em 1931, constitua
peca fundamental na teoria da prova automdtica de teoremas. De
fato, a linguagem PROLOG, por exemplo, é uma implementacio
de parte do cdlculo de seqiientes, misturado com técnicas de con-
trole, ainda que esse fato passe as vezes despercebido em ciéncia
da computacio.

O método de dedugdo natural de Gentzen influenciou forte-
mente o desenvolvimento do método dos tableauz semdnticos in-
troduzido por Beth e outros métodos de prova conhecidos como
“provas por refutagao de contra-exemplos”.

3. Ordinais e Provas

Gentzen mostrou que para provar a consisténcia da teoria
dos nimeros (que de agora em diante denotaremos por PA ou
Aritmélica de Peano) é necessirio fazer apelo a um principio en-
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volvendo ordinais. Os ordinais transfinitos sdo objetos que se fun-
damentam na relagio de ordem. Uma relagdo de ordem sobre
um conjunto X é qualquer relagdo bindria < que satisfaca, para
quaisquer z,y,z € X as seguintes condigGes:

1) reflexidade (z £ z)
2) antissimetria (z < y e y < z implica z = y)
3) transitividade (z < y e y € z implica z < z).

Dizemos nesse caso que X é ordenado por <. Se, ademais,
todo subconjunto ¥ de X tem um primeiro elemento em relagao a
< (isto é, existe yp € Y tal que 4 < z para todo z € Y') dizemos
que X é bem-ordenado por <.

Um segmento inicial definido por a € X € o conjunto §{a) =
{zeX:z<aez #a}

Um ordinal é um tipo especial de conjunto bem-ordenado ¢,
tal que para todo 8 € a o segmento inicial s(3} coincide com .
Assim, por exemplo, cada ordinal finito n pode ser visto como o
conjunto {0,1,... ,n — 1}.

E facil mostrar que todo segmento inicial de um ordinal é
também um ordinal.

Dois conjuntos X e Y, ordenados respectivamente por € e X,
sao chamados, ordem-isomorfos se existe uma bije¢édo f: X «— Y
tal que a < b see f(a) X f(b).

Pode-se provar que todo conjunto bem-ordenado é ordem-
isomorfo a um unico ordinal. Dessa forma, os ordinais podem
ser vistos como representantes dos conjuntos bem-ordenados, via
ordem-isomorfismo.

Se a é um ordinal, o conjunto a U {a} é um outro ordinal
que nao é ordem-isomorfo a nerhum de seus segmentos iniciais;
denotamo-lo, entio, por a + 1.

Analogamente, se ay,as,... dn, ... € uma sequéncia infinita
crescente de ordinais, pode-se provar, usando axiomas especiais
para conjuntos, que a unido |J ¢; é também um ordinal.

ieN

Mostramos, a seguir, como se definem os ordinais até e,
baseando-se nas operacdes de “somar um e “tomar limites de
sequéncias (que significa, intuitivamente, terminar um processo
infinitdrio, colecionando ordinais em outro ordinal maior):




1) Primeiro, temos a seqiiéncia de nimeros natyrais
0,1,2,...,72,....

2) Num segundo estagio imaginamos esse processo terminado,
o que d& origem ao ordinal w.

3) Num terceiro estdgio, continuamos:

wWwawtl,w+2, ..., wtn, ...,

4) No préximo passo, imaginando esse processo terminado,
obtemos o ordinal w - 2.

5} Analogamente,

w2, w24+ w-24+2, ...

até obtermos w - 3 como o ordinal que significa o término deste
processo.

Obtemos, assim, imaginando cada processo terminado,

W, w2, w3, .., wen, ...

e, imaginando este processo terminado, obtemos w?.
Repetindo todo o processo a partir de w?, obtemos:

wg,w2+1,w2+2,...,w2+w,...,w2+w-2+l,r...

terminando o processo com w?®.

Imaginando agora a seguinte seqiiéncia terminada:

obtemos w*, e repetindo sempre a mesma idéia, imaginando a
proxima seqiiéncia terminada:

obtemos o ordinal ¢, = w*” como uma torre infinita de w’s.
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Vamos denotar por w, uma torre formada pela poténcia de

base w e expoente formado por sua vez como uma torre de (n —
1) w's:

LW
W
Wy = W } 1 Vezes,

De forma precisa, definimos tais ordinais como: w, = 1,
wn41 = W, Note que, por exemplo, wy & w=" ¢ nio (W),

Todos os ordinais definidos “imaginando o processo termi-
nado” sdo os ordinais limites, 0s outros sio os ordinais sucessores.

Se assumirmos o esquema da indugdo transfinita como valida,
na forma: “Se para uma propriedade A vale A(0), e se valendo
A(e) para todo o < 3 implica que vale A(3), entdo vale A(7y)
para todo v < &,”, pode-se demonstrar a consisténcia de PA®.

A idéia é a seguinte: é possivel associar um cédigo ordinal
Ord(p) < ¢, a cada prova p em PA de tal maneira que se
p € a prova de uma inconsisténcia, existe sempre p' tal que p’
também é a prova de uma inconsisténcia e Ord(p') < Ord(p). Se
supusermos que este processo de “descida” deve terminar em um
ndmero finito de passos, tal prova de inconsisténcia é impossivel. A
hipétese “este processo de descida termina em um nimero finito
de passos” equivale a supor uma boa-ordem de tipo transfinito
nos nfimeros naturais, e este é precisamente o ponto onde meios
infinitdrios sdo necessarios e onde ordinais entram na estéria.

Baseados nos ordinais acima, podemos definir fungdes que
crescem rmuito Tapido. Uma das maneiras de se obter fungdes
assim € a seguinte defini¢do indutiva:

F(n)=n+1

Fop1(n} = F}*(n) (istoé, F, composta n+ 1 vezes)
se ¢ & ordinal sucessor,

Fa(n) = Famy(n), onde a{n) é o n-ésimo passo
da seqiiéncia que definiv «,
se a é ordinal limite.

5Na realidade é necessirio muito menes que isso; basta supor este principio
para sentencas A que denotam predicados computdveis.
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Para se ter uma idéia de como essas fungdes crescem rapida-
mente, para o = 0, 1, 2, 3 temos:

Fy(n) > n,
Fl(n) 2 27’1.,

F?(n) 2 .231.’

2

Fs(n) > 97* } n “2’s” empilhados, e n no topo.

Nio é dificil calcular que 927" 5 g1 oy seja, 1 seguido
de 10'9% zeros. Calculando que num livro de 1000 piginas ca-
bem no maximo 107 zeros, precisariamos de 109% desses livros,
certamente mais papel do que existe no munde. Mas esse nimero
é microscépico comparade com F3(13) --- .

A funcio F,, cresce de tal maneira rapidamente que o ordi-
nal €, “marca o limite da demonstrabilidade em PA”, isto é, se
alguma prova é correta em PA, ela deve poder ser analisada por
meio de ordinais menores que £,.° Por outro lado, se uma certa
propriedade combinatéria envolver funcées que crescem mais rapi-
damente que F. entdo esta propriedade combinatéria ndo pode
ser demonstrada em PA, embora possa ser verdadeira. Esse fato
¢ a chave de muitas provas conhecidas sobre indemonstrabilidade
de propriedades combinatérias. _

Resultados desse tipo sobre indemonstrabilidade
constituem exemplos do grande hiato que existe entre o tratamento
axiomatico de um conceito (por exemplo, provas em PA) e o tra-
tamento conjuntista (por exemplo, provas na teoria de conjumn-
tos usual). Basicamente, quando trabalhamos com um conceito
do ponto de vista conjuntista, estamos provando propriedades
de uma determinada construgdo relativa ao conceito (como, por

80 ordinal que marca o limite da provabilidade de uma teoria T pode ser
visto também como “o primeiro ordinal nio demonstrivel em T que consegue
provar a consisténcia de T”. As definigbes e o cilculo de tais ordinais fazem
parte da chamada andlise ordinal.
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exemplo, os nimeros naturais tomados como conju,r\atos), enquanto
que quando o consideramos do ponto de vista axiomdtico {(como,
por exemplo, os nimeros naturais em PA) estamos provando pro-
priedades gerais, sem nos comprometermos com uma determinada
construgao.

Existe, por isso, interesse em estudar subsistemas da teoria
de conjuntos”, em especial os que envolvem quantificacio sobre
conjuntos de mimeros naturais (chamados sistemas de segunda
ordem)®.

4. A Batalha Entre Hércules e a Hidra

Os resultados de Godel, especialmente o 12 Teorema, coloca-
ram uma divida natural para os matemdticos: seria possivel que
um problema aberto, como por exemplo o “Teorema” de. Fermat
ou a Conjectura de Goldbach, fossem indecidiveis? Ou, pelo me-
nos, que se encontrasse uma sentenga indecidivel mas que tivesse
um pouco mais de interesse matemdtico? Essa questio foi parcial-
mente resolvida em 1977, quando J. Paris e L. Harrington desco-
briram que basta uma pequena modifica¢io no teorema de Ram-
sey, caso finito, para que se obtenha uma assercio combinatéria
finita, que embora verdadeira quando interpretada em termos de
conjuntos, é indemonstrdvel em PA.,

A versao que Paris e Harrington consideram (PH) é a seguinte:
dizemos que um conjunto finito de ndmeros naturais é largo se
|s| > min(s). Porexemplo, {5,9,979,10'°} nio é largo, mas {1,4}
é. Os conjuntos da forma {1,2,...,k} sdo trivialmente largos;
dizemos entdo que S é ndo-trivialmente largo se S é largo mas
ndo dessa forma. _

Uma r-coloragdo para k—conjuntos é uma funcio dos conjun-
tos com k elementos em r = {0,1,2,... ,r — 1}.

(PH): Para todo 1,k existe n suficientemente grande tal que
para qualquer coloragdo dos k—conjuntos de B = {k + 1,k +

"Uma grande variedade de subsistemas da teoria de conjuntos ¢ estudada em
[13]. Um exemplo de andlise ordinal para um subsistema importante da teoria
de conjuntos é feita em [14}.

8Harvey Friedman (ver [10]) tem obtide resultados espetaculares em um pro-
grama de trabalho conhecide como Matemdtica reversa. Este programa con-
siste basicamente em isolar e estudar detalhadamente subsistemas de segunda
ordem “fabricados sob medida” para certas dreas da Matematica.
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2,...,n} existe um k-conjunto M C B néo trivi\almente largo
e monocromatico.

O Teorema de Paris-Harrington foi provado por meios seman-
ticos, e sua prova ndo deixa muito claro qual é o aspecto combi-
natério envolvido que se recusa a ser demonstravel®.

Um segundo exemplo de incompletude em PA que nos in-
teressa discutir aqui é uma contrapartida Matemadtica de um
episédio mitolégico. A Hidra era uma criatura de nove cabegas,
contra a qual todos os herdis fracassavam, porque de cada cabega
cortada brotavam outras duas. Coube a Hércules, filho de Zeus,
a tarefa de derrotar a Hidra como um dos seus doze trabalhos, os
quais, realizados, lhe deram o dom da imortalidade.

Suponhamos que por alguma razio olimpica, Hércules, agora
J& imortal, seja incumbido de combater uma outra Hidra, mais
perigosa que a primeira. A Hidra agora é um monsiro finito, em
forma de arvore, constituida de uma raiz e de um nidmero finito
de pescogos (ou nds). Os nds superiores sdo as cabegas. Hércules
deve vencé-la cortando todos os nds, até cortar a raiz.

raiz

Essa Hidra, contudo, tem propriedades regenerativas sur-
preendentes: se denotamos por #(c) o (Gnico) predecessor de um
1o ¢, e por 7(7{c)) o predecessor de 7(¢), a Hidra tem a seguinte
propriedade:

Para qualquer 16 ¢, ela pode gerar em 7(r(¢)) um ntimero
arbitrdrio de cépias do que sobrou a partir de 7(c), caso r(rw(c))
nao seja a raiz.

A prova original de Paris e Harrington pode ser encontrada em [11]. Em
[3] temos um exemplo de outro principic combinatério ¢ la Ramsey, cujos
casos finitos podem ser demonstrados em PA, mas cujo caso infinito é in-
compativel com o Axioma da Escolha, embora seja consistente com todos os
demais axiomas de ZF.
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Caso m(x(c)} ou.m(c) seja a raiz, ndo hd possibilidade de re-

generagao.

LTI,

N{ne)

raiz

antes do corte

cabegas regeneradas

\ . raiz

depois do corte

Como pode Hércules vencé-la?

Na verdade, pode-se demonstrar que a Hidra perde sempre,
independente de qualquer estratégia que Hércules utilize, mas tal

fato ndo pode ser demonstrado em PA.

Uma prova completamente sintitica, que deixa claro todo o
processo combinatério envolvido, pode ser feita atribuindo-se or-
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dinais as Hidras, e mostrando-se que a assercdo “Hércules vence
contra qualquer Hidra” equivale a indugio transfinita sobre o or-
dinal £,.1°

Para se ter uma idéia de como ordinais transfinitos se rela-
cionam com objetos finitos {no caso, as Hidras) definimos expli-
citamente a correspéndencia o H) que associa a cada Hidra um
ordinal:
1) Se H tem um unico né (i.e., somente a raiz) entdo o{ ) = 0.
2) Se H tem mais que um nd, existem sub-Hidras
Hy,H,,... ,H, cujas raizes sdo os nds sucessores a raiz de H.
Se o(Hy),... ,0(H,) sao ordinais asociados a estas sub—Hidras,
definimos, supondo o H1) > o{ Ha) >,... 2 o( Hy) :

ol H) = w4 4 i)

E claro que o( H) < ¢,, e pode-se compreender como assergoes
relativas aos ordinais < ¢, transformaram-se em assergdes a res-
peito das Hidras.

5. Indemonstrabilidade em Subsistemas da Aritmética

De uma certa forma, pode-se medir a compleridade de uma
formula aritmética pela quantidade de quantificadores que ela

contém. Assim, dizemos que uma {érmula é do tipo 3, se ela
for do tipo ' '

(3z1)(Va2) .. (Qui) Rz, 2,0, 2k

onde ¢ = Jse k éimpar. § =V se k é par, e R é um predi-
cado computdvel. Trocando-se cada quantificador ¥V por 3 e vice-
versa define-se, dualmente, as férmulas de tipo II;. Por exemplo a
Conjectura dos Numeros Primos Gémeos, que afirma que existem
infinitos primos da forma p + 2, para p primo, ¢é do tipo Ils:

(Yn)(3p){p > n A p primo A (p+ 2) primo).

Nosso objetivo nesta dltima parte é apresentar as idéias de
um trabalho em conjunto (ver {4]), onde mostramos que em cada

10 A prova a que nos referimos aqui é uma adaptagio da prova de [1} sobre a
indemonstrabilidade da convergéncia das seqiiéncias de Goodstein. Detalhes
podem ser encontrados em [2].
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classe de complexidade ¥ (ou, equivalentemente, II;) existe um
resultado combinatério independente da Aritmética restrita aquela
classe.

Suponhamos que associamos a cada Hidra uma altura, de tal
maneira que Hidras que contenham somente a raiz tenham altura
0, e em geral a altura seja o nimero de nés (excluindo a raiz) no
maior ramo.

Em [4] mostramos que & possivel refinar a batalha entre
Hércules e a Hidra, de tal maneira que se restringimos a altura
mdéxima de Hidra Hy & k,(k > 0), pode-se provar que se H segue
uma estratégia de regeneragdo “nic muito complicada” {em ter-
mos formais, uma estratégia primitiva recursiva) entdo, para todo
k> 1:

1) Hércules vence Hyy1,

2) esse fato pode ser demonstrado em PAj;; (onde PA,
significa a Aritmética de Peano onde o esquema de indugdo so
pode ser utilizado em férmulas do tipo >, } mas

3) ndo pode ser demonstrado em PA,.

A idéia intuitiva desenvolvida é no fundo uma aplicacio do
método diagonal que surgin quando Cantor inventou sua prova do
nio-enumerabilidade dos niimeros reais, e foi depois largamente
utilizada em Matemdtica, em especial na teoria da computabili-
dade.

Vamos aplicar essa idéia a certos pontos fizos envolvendo os
ordinais introduzidos na Segido 3.

Como vimos, w® pode ser imaginado como

w2=w+w+w-§-...;

daf wHlzwt{wrwtwt...)=w’

Portanto w? é o primeiro ponto fixo da operagio w + z , isto é,
2
WHT =T =W .

Concluimos, entio que embora w? possa ser “construido” usando
produto em w’s (simplesmente como w? = w.w) ele ndo pode ser
construido usando-se somente a soma de w’s, pois ele é ponto fixo
da soma. Em outras palavras, sua caracterizagao por meio de soma
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envolve o fato de que ele teria que ser reconhecide como completo
antes que estivesse completo ! »
Analogamente, podemos mostrar que

Wik =2 +— & = Wyyp,
0 que mostra que wyy1 (torre com n+1 w’s) é o primeiro ponto fixo
ndo nulo desta operagdo. Portanto ele nao pode ser construido com
recursos da Aritmética de w, (isto é, com as operagdes de soma,
produto, e poténcia iterada na forma de torre com altura n).

Por dltimo, w® = 2 +— z = ¢,, como pode-se ver facilmente
(de modo completamente similar ao caso w*®). Vemos portanto que
€, € 0 primeiro ponto fixo desta operacio.

Podemos demonstrar que cada um desses pontos fixos marca E
o limite da teoria PA, {em termos precisos, o ordinal da teoria -
PA, é wpy1). Em particular, podemos demonstrar que cada
asser¢ao “Hércules vence as Hidras H, de altura restrita a n”
necessita dos recursos aritméticos de w, para ser provada. Esse
resultado vale para qualquer resultado combinatério que envolva
fungdes que cresgam pelo menos tio rapidamente quanto F .
Temos dai outra idéia intuitiva sobre por qué PA necessita dos
recursos de g, para provar sua prépria consisténcia: como cada
wny1 estd fora do alcance de PA,, e como PA pode ser vista
como o limite de PA,, entdio PA estd fora do alcance do limite
de wyyy (isto é, fora do alcance de ¢,).

Por enquanto, os inicos exemplos conhecidos { pelo menos por
nés) sio as infinitas batalhas de Hércules contra as Hidras H,,
mas em principio é possivel que outros resultados combinatérios
interessantes possam ser encontrados.
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