% rRmuU % sBm

REVISTA MATEMATICA UNIVERSITARIA SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA

Revista Matematica Universitaria, vol. 1, 2025
ISSN: 2675-5254 — DOI: 10.21711/26755254 /rmu20252

RECORRENCIA E DIGITOS DECIMAIS: UMA VIAGEM PELO
TEOREMA DE POINCARE

RODRIGO ANDRADE, CLAUDIO CAMPANA, GERSON LEDESMA

REsSUMO. Neste artigo, introduzimos elementos da teoria ergédica por meio do
Teorema de Recorréncia de Poincaré, que garante que, sob certas condigoes, quase
todos os estados de um sistema dindmico retornam arbitrariamente préximos de
sua condicdo inicial ao longo do tempo. Aplicamos esse resultado & analise da re-
presentacao decimal de ntimeros reais, demonstrando que, para quase todo ntimero
real, qualquer digito (ou bloco de digitos) aparece infinitas vezes em sua expansao
decimal. O trabalho também apresenta uma introdugao acessivel & medida de
Lebesgue e a preservagao de medida, com o objetivo de facilitar o contato com
ideias centrais da teoria ergobdica.

1. INTRODUCAO

Henri Poincaré (1854-1912) foi um matemaético, fisico e filésofo francés, conside-
rado um dos fundadores da teoria dos sistemas dinamicos e da topologia. Contribuiu
de forma decisiva em areas como a teoria do caos, a mecanica celeste, a relatividade,
as equacoes diferenciais e as func¢oes automorfas. Uma de suas ideias mais influentes
na matematica moderna é o Teorema de Recorréncia, pilar da teoria ergddica, que
estuda o comportamento estatistico de sistemas dinadmicos no tempo.

Neste artigo, exploramos o Teorema de Recorréncia de Poincaré e sua aplicagao
a representagao decimal de niimeros reais. Embora o resultado seja classico, apre-
sentamos uma exposicao detalhada e acessivel, utilizando conceitos da medida de
Lebesgue e propriedades de preservacao de medida. Esperamos que esta abordagem
sirva como introduc¢ao amigavel a teoria ergodica, conectando ideias abstratas a uma
aplicacao concreta e intuitiva.

Data de aceitagao: 09 de Dezembro de 2025.
Palavras chave. Medida de Lebesgue, Teorema de Recorréncia de Poincaré, Expansao decimal.
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2. MEDIDA DE LEBESGUE: UMA VISAO INICIAL

Comegamos com a construgao da medida de Lebesgue na reta real R. A nocgao de
medida generaliza conceitos como comprimento, area e volume, permitindo atribuir
um "tamanho"a subconjuntos de um espaco, mesmo quando estes nao possuem uma
forma geométrica regular.

Seja J C R um intervalo com extremos a < b. Definimos seu comprimento por
|J| = b — a. No caso de intervalos ilimitados ou do conjunto vazio, convenciona-se
que |J| = 400 e || = 0, respectivamente.

Um resultado fundamental da analise real afirma que todo conjunto aberto U C R
pode ser escrito como uma uniao enumeravel e disjunta de intervalos abertos I;. O
comprimento de U é entao definido como a soma dos comprimentos desses intervalos

U= 14l
1=1

Entretanto, para podermos atribuir um comprimento a conjuntos mais gerais - que
nao sejam simplesmente intervalos ou uniao de intervalos - introduzimos a chamada
medida exterior de Lebesgue. Seja A C R definimos a medida exterior de Lebesgue
por

o o
(A" (A) = inf { Z |I;] - AC U I; onde os I; sao intervalos limitados } :
j=1 j=1
Esta definicao busca o menor total de comprimentos de intervalos que recobrem o
conjunto A, fornecendo assim uma nog¢ao de "tamanho"apliciavel a conjuntos arbi-
trarios da reta real.

Com isso, podemos ver a A* como uma fungao definida em P(X) (o conjunto das
partes de R), com valores no conjunto dos nimeros reais estendido, denotado por

R=RU{-00,}.

A medida exterior \* satisfaz diversas propriedades fundamentais, a saber:

Proposicao 2.1.
(1) A*(A) >0 para todo A C R.
(2) Se AC B CR, entio \'(A) < \(B).
(3) Para qualquer sequéncia de subconjuntos {A,}>2, C R, verifica-se

A* (U An> <> X(A,) (Subaditividade).
n=1 n=1

(4) Se I € um intervalo limitado de extremos a e b em R, entdo
() =1|Il=b—-a.

Demonstragao. Os itens 1 e 2, seguem diretamente da definicao de medida exterior.

3. Se algum A, verifica A\*(A,,) = oo, entdo o lado direito da desigualdade
é infinito, e a desigualdade é automaticamente satisfeita. Assim, podemos
assumir que A*(4,,) < oo, para cadan € N. Sejae > 0, para cadan € N, pela
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definicao de medida exterior, existe uma sequéncia de intervalos limitados
{In}72 1 C R tal que

A, C U Iin Z |[kn’ < )‘* ) 2n
k=1

Agora, considere a familia de todos esses intervalos Z = {Iy, : k,n € N},
segue que

A= UA CUUI,m J{r: 1€z}

n=1k=1
Assim esta famlha de intervalos torna-se um cobrimento para A, logo

<ZZ|[lm|<Z<X" n>:i>\*(An + €

n=1 k=1

Como € é arbitrario, segue o resultado.
4. Como I C I, segue diretamente da definicao de media exterior que

NI <|I|=b—a.

Por outro lado, seja {I;}°; um cobrimento de I por intervalos limitados e
fixe e > 0 suficientemente pequeno, tal que

[a+e€b—¢ CI.

Assim temos que {I7}$°,, onde Iy denota a parte interior de I, ainda cobre
[a + €,b — €] e portanto existem uma subcolegao finita I, ..., I; tal que

la+eb—¢€ Cl,U---UL,

de onde obtemos que

b—a—2e< Y |L| <) |
j=1 k=1

Com isto, b — a — 2¢ é uma cota inferior para a soma dos comprimentos dos
intervalos que cobrem I, e portanto, pela definicao de medida exterior,

b—a—2e < \(I).
Como isto vale para todo € > 0 pequeno, fazendo ¢ — 0, obtemos
b—a < \(I).
O que termina a prova.

O

Antes de definirmos a medida de Lebesgue propriamente dita, é necessario iden-
tificar quais subconjuntos de R sao adequados para serem medidos. Nem todo
subconjunto da reta real admite uma medida coerente com as propriedades deseja-
das da medida de comprimento. Por isso, restringimos nossa atencao a uma classe
especial de conjuntos, chamados conjuntos Lebesgue mensuréveis, os quais podem
ser bem aproximados por conjuntos abertos. A seguir, formalizamos essa nocao.
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Titulo resumido 18

Definicao 2.1. Seja A C R. Dizemos que A é Lebesque mensurdvel se, para todo
e > 0, existe um conjunto aberto U. C R tal que

AcU. e NUN\A)<e.
Segue diretamente da Definicao 2.1, que o conjunto vazio, assim como todos os
conjuntos abertos da reta real, sao Lebesgue mensuraveis. Além disso, essa defini¢ao
é equivalente a definicao cléssica de conjunto mensuravel, baseada no critério de

Carathéodory, conforme apresentada em [1]. Essa equivaléncia sera estabelecida na
proposicao a seguir.

Proposicao 2.2. Seja A C R. As sequintes condig¢oes sao equivalentes:

1) A € Lebesgue mensurdvel;
2) X(E) = X (ENA) + X(ENAY), para todo E C R.

Demonstracao. (=) Seja E C R e suponha que A é Lebesgue mensuravel. Pela
subaditividade, temos

M(E) < X(ENA)+ \(EnAY).

Para a desigualdade oposta, suponha primeiro que A = U um aberto em R, ou seja,
U =|]Z, I, com cada I; sendo um intervalo aberto. Para qualquer intervalo J, vale

J=|i|<mfi>|_|<<f\|i|fi),

onde cada termo a direita é no méximo uma uniao disjunta de intervalos. Da
definicao do comprimento de intervalos, segue que

(2) [T = I L+ [T\ ] Ll
=1 1=1

Dado € > 0, existe um cobrimento {J;};°, de E tal que

S LI < M(E) + e
=1

A partir desse cobrimento, obtemos os cobrimentos {I; N Ji}§5_; de ENU e {J; \
L2, i}, de E\ U. Assim, usando (2), temos

NEAU)+XN(ENT) <Y SN L -+ [0\ ] 4]
=1 i=1 =1 i=1

(e o]

>, (fjlmfiwul\ljlil)

=1

VAN

i < M(E) +e.

I
WE

=1

Como € é arbitrario, segue que

N(ENU)+X(E\U) < \'(E).
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No caso geral, como A é Lebesgue mensuravel, para todo € > 0 existe um aberto
U, D A com
A (U N\ A) <e
Notando que ENAY = (ENUC)U (EN (U \ A)), pela subaditividade e o caso ja
tratado, temos
MENA) +XN(ENAY) K MN(ENA) +X(ENUS) +X(EN (U \ A))
<N(ENA) +X(ENUS) + X (U A)
<N(E) +e.

En
En

Logo, para todo ¢ > 0, vale
M(ENA)+ M (ENA%) <\ (E),

o que conclui a suficiéncia.
(<) Suponha inicialmente que A\*(A) < oco. Dado € > 0, existe um cobrimento

{I;}72, de A tal que

[e.e]

€
DMl < X(A) + 5.
k=1
Denotando os extremos de I por ag, b, com ay < by, temos
€
I, C]ak_2k+2’bk+2k+2[ Jp, VEkeN.

Assim, {Ji}x ¢ um cobrimento aberto de A. Definindo U = J,, Ji, obtemos

U) < 3l =2 (1l + g ) <X (A) e
k=1 k=1

Como A satisfaz a condigao (2), segue que
NUNA) =XU)—=XNUNA) =XU) - N(A) <e

No caso A*(A) = oo, defina Ay = AN [—k, k|, k E N. Pelo caso anterior, para cada
k existe um aberto Uk D Ay com A*(Uy \ Ak) . Definindo U = |J,, Uy, temos

A(U\A) <N (G Uk\A>

<Y 4)
k=1
Isso conclui a prova. [l

Outro conceito importante para a teoria da medida é o de conjunto de medida
nula. Dado um subconjunto N C R, dizemos que N é um conjunto de medida nula
se AX*(NV) = 0. Agora, usando a reciproca da Proposigdo 2.2, pode-se provar que
todo conjunto de medida nula é Lebesgue mensuravel.

Denotemos a colegao de todos os conjuntos Lebesgue mensuréveis em R por Z.
Quando a medida exterior de Lebesgue \* é restrita a familia ., denotamos essa
restricao por A\. Com isso, temos a seguinte defini¢ao.
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Definigao 2.2. A tripla (R, .Z,\) é chamada de espaco de Lebesgue.
Com esta defini¢ao, temos a seguinte proposigao:

Proposicao 2.3. O espago de Lebesque (R, £, \) verifica:
(1) Se {A;}2, C 2, entao ;2 Ai € Z.
(2) Se A€ .2, entio A° € &Z.
(3) Se {B;} € uma sequéncia disjunta em £, entao

/\(U B;) = Z A(By).

(4) Se AABe £, AC B e ANA) < o0, entdo \(B\ A) = A\(B) — A(A).
(5) Se{C;} é uma sequéncia crescente em £, isto €, C; C Ci.1, para todoi € N,

entao
A ( UCZ) = lim \(C)).

i=1
Demonstracao. (1) Dado € > 0, para cada i € N existe U; C R aberto tal que

A CUi e )\*(Ui\Ai)<;.

Defina U como a uniao de todos os U;. Entao U é um conjunto aberto e
como

U\UAi C U(Ui\Ai).

Segue da Proposicao 2.1,

o

A" (U\GAZ> <A (G(U’L\AZ)> SiA*(Ui\Ai) <Z;:€

i=1 i=1

Concluimos que U A, e”.
i=1
(2) Segue diretamente da Proposigao 2.2.

(3) Seja U, = |_| B;. Pela equivaléncia da Proposicao 2.2, para cada k € N
i=1

N (Up) = N (Up N By) + N (Up N BY) = N (By) + X (Up—y).
De onde, indutivamente temos que
N(U,) = AN(By) + M(Bp—1) + - + AM(Ba) + A\(By)

desta igualdade, para cada n € N obtemos

Fazendo n — oo obtemos o resultado desejado.
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(4) Notemos que B\ A=BNA®=(B°UA) € £ e B=AU(B\ A) assim
A(B) = )\(A LU (B\A))= )\(A) + A(B\ A), de onde segue a igualdade.

(5) Seja C' = LJQ7 se A(C;) = oo, para algum i € N, entdo A\(C;) = oo,

para todo j 2 7. Assim neste caso, o resultado segue. Agora, suponhamos
A(A;) < oo, para todo i € N. Denotando Cy = (), temos que

C = U(Ci \ C;_1).

Assim, usando os itens anteriores temos

AC) = A ( |_|(Cz \ Cil)) = Z ANCi\ Cimr) = klggoz A(Ci\ Ci-y)

i=1

k

= 1im Y (MCi) = A(Ciy)) = lim A(Cy).
k—oo — k—o00

O

Em geral, uma familia &/ de subconjuntos de um conjunto M que satisfaz os
seguintes itens:

1) Medele o

(2) Se A € o7, entao A° € o

(3) Se {An}nen C &, entdo |J,, o An € 5
¢é chamada de o-algebra e seus elementos sao chamados de conjuntos mensuraveis.
Uma funcao p : &/ — R é chamada de medida definida sobre a o-algebra o7, se
satisfaz:

e () =0e u(E) >0, para cada E € &
e 1 é o-aditiva, ou seja, para toda sequéncia de conjuntos disjuntos { A, }nen C

o
1 <|_| An> => nu(A,)
n=1 n=1
O triplo (M, 7, 1) é denominado um espago de medida. Pela discussao feita
acima, o espago de Lebesgue (R, %, \) é um espago de medida.

3. RECORRENCIA E O TEOREMA DE POINCARE

O Teorema de Recorréncia de Poincaré constitui um dos pilares fundamentais da
teoria dos sistemas dindmicos. Neste trabalho, consideramos sistemas dinamicos com
tempo discreto definidos por uma transformacao f : M — M, onde M é um espaco
mensuravel - isto é, um conjunto M munido de uma o-élgebra de subconjuntos,
cujos elementos sao chamados de conjuntos mensuraveis.

Nesse contexto, interpretamos f como uma regra que associa a cada estado x € M
o estado futuro f(x) € M. Dizemos que a transformagao f é mensuravel, se a pré-
imagem de qualquer conjunto mensuravel ¢ também mensuravel.
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O Teorema de Poincaré afirma que, em sistemas conservativos (isto é, que preser-
vam uma medida), quase todo ponto retorna arbitrariamente proximo de sua posigao
inicial. Este resultado revela uma propriedade surpreendente: mesmo em sistemas
aparentemente cadticos, existe uma tendéncia intrinseca de recorréncia aos estados
iniciais.

Definicao 3.1. Seja (M, A, ) um espago de medida e seja f : M — M uma
transformagao mensurdvel. Dizemos que a medida p € invariante pela transformagao
f (ou que f preserva a medida 1) se, para todo conjunto mensurdvel E C M, temos

w(E) = p(fH(E)).

Antes de enunciar o teorema, diremos que uma propriedade é valida para u-quase
todo ponto, num espago de medida (M, A, i) se ela se verifica para todos os pontos
de M, exceto em um subconjunto de medida nula.

Teorema 3.1 (Teorema de Recorréncia de Poincaré). Seja f: M — M uwma trans-
formagao mensurdvel, e seja p uma medida finita invariante por f. Seja E C M
um conjunto mensurdvel tal que w(E) > 0. Entdo, para p-quase todo ponto x € E
existe um inteiro n > 1 tal que f"(z) € E.

Demonstracao.

Figura 1: Teorema de Recorréncia de Poincaré.

Considere o conjunto
Ey={x€E: f'(x)¢ EVn>1}=E\ ] f (&)
k>0

Ou seja, Ey é o conjunto de pontos em E que nunca retornam a F sob iteragoes de
f. Como E ¢é mensuravel e f é mensuravel, o conjunto F;, ¢ também mensuravel,
assim como os conjuntos

E,=fT"(Ey), paracadan > 1.
Pretendemos provar que u(Ep) = 0. Como p é uma invariante por f, temos que

3) p(Eo) = (f7 (Bo)) = p(Ey), ¥n>1

lﬁ"ﬁ RMU @ sBMm
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Mostraremos que os conjuntos F, sao mutuamente disjuntos. Com efeito, suponha
por contradicao que existe x € E; N Ej, com j < k. Entao,

reb,NE,=—r€Ljexc k.
— T < f_j (Eo) exrc f_k(Eo)
= ['(x) € By e [*(2) = [*7 (f'(2)) € Eo.
S—~—
Y
— Y € Eye fk_J(y) € Ey.

Isto significa que y volta pelo menos uma vez a Ejy, o que contradiz a definicao de Ej.
Portanto, as pré-imagens sao disjuntas entre si. Desta forma, usando a aditividade
da medida e (3), temos

" (U En) = () =) n(E).

n=1
Como a uniao dos FE, tem medida finita, pela finitude da medida pu, a tnica possi-
bilidade ¢ que p(Ey) = 0. O

O proximo resultado é uma consequéncia mais forte do Teorema de Recorréncia
de Poincaré. Ele afirma que todo ponto de F retorna a FE infinitas vezes ao longo
da evolugao do sistema.

Corolario 3.1. Nas condigoes do Teorema de Recorréncia de Poincaré, para p-quase
todo ponto x € E, existem infinitos valores de n > 1 tais que f™(z) € E.

Demonstracao. Usando a notacao da prova do Teorema 3.1, definimos o conjunto
By = ()
k=1

que é mensuravel e contém todos os pontos em FE, que retornam apenas uma vez
para E. Como pu(Fy) = 0 e u é uma medida invariante, segue que p(FE;) = 0. De
maneira analoga, definimos o conjunto

E, = U fH(E)
k=1

que contém os pontos que retornam exatamente duas vezes ao conjunto F. Nova-
mente, pela invariancia da medida e o fato p(F;) = 0, temos Fs ¢ mensuravel e que
w1(Es) = 0. Procedendo indutivamente, definimos

E, = U fﬁk(En—l)
k=1

que é mensuravel e é formado pelos pontos que retornam exatamente n-vezes ao
conjunto F, e satisfaz u(E,) = 0 para todo n € N. O conjunto de pontos que
retorna apenas uma quantidade finita de vezes a F é entao dado por

e
k=1
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que é mensuravel e tem medida nula, e assim, para quase todo ponto de FE, os
retornos a F ocorrem infinitamente vezes. 0

Em geral, determinar quando uma transformagao f : (M, A, u) — (M, A, ) pre-
serva a medida nao é uma tarefa simples. Frequentemente, é necessario recorrer a
técnicas especificas ou a teoremas auxiliares — como o Teorema de Radon-Nikodym,
o Teorema de Rokhlin ou propriedades ergddicas — para verificar se uma transfor-
magao ¢ de fato preservadora de medida (ver [2] e [3]).

No entanto, no caso particular do espago de Lebesgue (R,.Z, \), essa verificacao
pode ser consideravelmente simplificada. Nesse contexto, a propriedade de preser-
vacao da medida pode ser deduzida a partir do comportamento da transformacao
em intervalos. Como veremos a seguir, essa caracteristica permite estender a pre-
servacao da medida de classes mais simples de conjuntos, intervalos, para toda a
o-algebra de Lebesgue. Primeiro, veremos que podemos aproximar um conjunto
Lebesgue mensuravel por outro conjunto com a mesma medida e que tem imagem
inversa pela transformacao ainda Lebesgue mensuravel e que preserva a medida.

Lema 3.1. Seja f : R — R uma transformacao tal que para cada intervalo aberto
I de R, valem as sequintes propriedades:

(1) f~Y(I) € mensurdvel e
(2) A7) = A1)
Entao para cada A € L com AN(A) < +oo, existe V € £ satisfazendo:

ACV, fVIeZ, e AJT'(V) = AV) = AA).

Demonstragao. Seja A € £ com A\(A) < +o0o. Para cada n € N| existe um conjunto
aberto U, tal que

ACU, e MNU,\A) <1/n.

Definimos, para cada n € N,
n
Vo= (U
k=1
Cada V,, é aberto, contendo A, e, além disso, verifica

A(Va) < AMU) < MA) + 1/n,

portanto, A\(V,,) < 4+00. Definimos entao

V= ﬁ Va.
n=1

Como a intersecao decrescente de conjuntos mensuraveis com medida finita é um
conjunto mensuravel, temos que V' € £ e, pela Proposigao 2.3, temos

0<AVNA) < AVa\A)=A(V.) —MA) <1/n, YneN.
Tomando limite, conseguimos que A(V '\ A) = 0, e assim

A(V) = A(A).
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Por outro lado, para cadan € N, V,, ¢ um conjunto aberto, podemos escrevé-lo como
unido disjunta (enumerével) de intervalos abertos

“+oo
m=1
onde [, € um intervalo aberto. Pela hipdtese sobre f, temos que
+o0o
f_l(vn> = |_| f_l(jnm>a
m=1
com cada [~ (1) € L e M(f ' (Ium)) = MIym). Portanto, f~1(V,) € L e
)‘(f_l(vn)) = Z )‘(f_l([nm)) = Z AL ) = MVa).
m=1 m=1

Como a pré-imagem da intersegao ¢ a intersecao das pré-imagens, temos que f~1(V) €
Z e pela Proposicao 2.3, temos

MSHV)) = T A (Vi) = lim AV, = A(V).
Assim, o conjunto V € & satisfaz ACV, f7}(V) e &, e
AV) = MfHV)) = MA).
como queriamos demostrar. O
Com este resultado podemos provar o seguinte Teorema.

Teorema 3.2. Seja f : R — R wuma transformacao tal que, para todo intervalo
aberto I C R,

(1) f71(1) € 2,
(2) A7) = A).

Entao f preserva a medida de Lebesgue.

Demonstragao. Seja A € £. Suponha inicialmente que A\(A) < 4+00. Pelo Lema 3.1,
existe um conjunto V € & tal que

ACV, MV)=XA), [H(V)eZ, Mf(V))=AV).
Se chamamos de N = V' \ A, entao
(4) FHA) = [N\ ).
Afirmagao 3.1. f~'(N) é mensurdvel e A\(f~*(N)) = 0.

Com efeito, como A(N) = A(V)—A(A) = 0, segue do Lema 3.1 que existe W € .Z,
tal que:

NCW, ff'W)e, e A(f'(W))=AW)=\N)=0.
Como N C W, entao
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Logo, f~1(N) tem medida nula e de onde concluimos que f~1(N) € £, o que conclui
a prova da afirmacao.

Retomando a demonstragio principal, da equagao (4), segue que f~1(A) € Z e
da Afirmagao 3.1, temos

AMFHA) = AT WNTHI)) = ATHV)) = M) = A(V) = A(A).
Portanto, o resultado vale para conjuntos de medida finita.
No caso geral em que A(A) = +00, escrevemos

A=|JA, onde A,=An[-nn]€Z, MA,) < +oo.

n=1

Pelo caso finito, temos
MFUAY) = MA,), VneN.

Como .
) = U A,
n=1

segue da Proposicao 2.3 que

M) = im A(F(A) = Tim A(A,) = M)

Assim, f71(A) € Z e AM(f7'(A)) = A\(A) em todos os casos. Portanto, f preserva a
medida de Lebesgue. O

4. DIGITOS DECIMAIS E RECORRENCIA

Nesta secao, apresentamos uma aplicagao do Teorema de Recorréncia de Poincaré
a representagao decimal de niimeros reais. Mostraremos que, para quase todo ponto
x €]0, 1] cuja representagao decimal contenha o digito 5 (ou, de modo mais geral,
qualquer digito ou bloco de digitos fixado), esse digito ocorre infinitas vezes na
expansao decimal de x.

Para demonstrar esse fato, consideramos o espago de medida ([0, 1], Z([0,1]), \),
onde A denota a medida de Lebesgue restrita a o-algebra dos subconjuntos mensu-
raveis de [0, 1], e analisamos a transformagao f : [0, 1] — [0, 1] definida por

f(z) =10z — |10z,

onde |10z | representa a parte inteira de 10z, ou seja, o maior inteiro menor ou igual
a 10z. Intuitivamente, essa transformacao remove o primeiro digito da expansao de-
cimal de z, atuando como um deslocamento no sistema decimal. Se x = 0, agaqas . . .,
entdao f(x) =0, ajaqas. ... Esta fun¢do é conhecida como a transformacao decimal,
veja Figura 2.

transformalgho decimal.pdf

Figura 2: Gréfico da transformacao decimal.
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Para poder aplicar o Teorema de Recorréncia, precisamos provar que a medida de
Lebesgue ¢é invariante pela transformagao decimal.

Lema 4.1. X\ € invariante por f.

Demonstragao. Vamos verificar que f satisfaz as duas condicoes do Teorema 3.2.
Para isto, considere |a, b[C [0,1] e entao temos que

flua,bbzg Bl

Desde que esta uniao é disjunta, tem-se que
9 9

e = ({50 55 ) -2 (1545 ) - 55

De onde obtemos que A (f~!(]a,b[)) = b — a. Do mesmo modo podem ser provados
os outros intervalos em [0, 1]. Portanto, pelo Teorema 3.2, tem-se que a expansao
decimal f preserva a medida de Lebesgue . 0

Com este resultado podemos provar o seguinte lema.

Lema 4.2. Quase todo ponto de (0,5, 0,6] tem infinitos digitos 5 na sua expansdao
decimal.

Demonstragao. Como a medida de Lebesgue em [0, 1] é invariante pela transfor-
magao decimal, Lema 4.1, e além disso A([0,5, 0,6[) > 0, segue do Corolario 3.1
que para A-quase todo ponto z € [0,5, 0,6] existem infinitos n € N tais que
f™(z) € 10,5, 0,6], o que é equivalente a dizer que a expansao decimal de A-quase
todo ponto x € [0,5, 0,6] contém infinitos digitos 5. O

Com estes lemas, podemos provar o resultado principal.

Teorema 4.1. \-quase todo ponto x em [0,1], tem infinitos 5 na sua expansao
decimal.

Demonstragao. Para provar este teorema, vamos primeiro mostrar que o conjunto
Ey = {z €[0,1] : 2 nao tem digito 5 na sua expansao decimal}
=[0,1]\ | £ (0.5, 0.6
k>1

De onde temos que este conjunto é Lebesgue mensurével e, além disso, usando o
mesmo argumento da demonstra¢ao do Teorema 3.1, pode-se provar que A(Ey) = 0.
Por outro lado, usando os mesmos conjuntos da prova do Corolario 3.1, pode-se
provar que o conjunto

F={ze€]0,1]: x tem finitos digitos 5 em sua representacao decimal}

é Lebesgue mensuravel e \(F') = 0. Logo temos que a expansao decimal de A-quase
todo z € [0, 1] contém infinitos digitos 5. Note também que alguns nimeros possuem

duas representagoes decimais (como 0,499... = 0,5), mas o conjunto desses pontos
é contavel e, portanto, de medida de Lebesgue nula. Isso nao afeta a validade dos
resultados. 0
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Seguindo estes passos, pode-se provar o mesmo resultado para qualquer outro
digito k € {0,1,...,9} ou qualquer bloco de numeros, por exemplo 32, repete-se
infinitamente na expansao decimal para A-quase todo ponto z € [0,1]. Usando as
translagoes (que também preservam medida) pode-se mostrar que esta propriedade
se estende a reta toda.

Este tipo de resultado ilustra o poder do Teorema de Recorréncia de Poincaré,
que permite revelar regularidades profundas em estruturas que parecem puramente
aleatorias, como a distribui¢ao dos digitos nas expansoes decimais. Assim, este
artigo buscou apresentar de maneira acessivel essa interacao entre teoria ergodica e
propriedades aritméticas, destacando de forma natural e elegante como o Teorema
de Poincaré explica esses comportamentos de longo prazo.
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