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RESUMO. A teoria de categorias assume um papel fundamental na mateméatica
moderna, sendo tanto linguagem quanto ferramenta para importantes avangos.
Portanto, ¢ um conhecimento imprescindivel para o matemético contemporaneo.
Com o objetivo de introduzir e motivar o estudo desta area, apresentamos neste
artigo algumas nogoes elementares desta teoria, demonstramos a equivaléncia ca-
tegorial entre matrizes e transformagoes lineares, e como a mesma equivaléncia
traduz alguns conceitos aritméticos para o contexto de espagos vetoriais.

1. INTRODUCAO

A teoria de categorias surgiu em meados da década de 1940, através dos matema-
ticos Samuel Eilenberg e Saunders Mac Lane em [EM45]|, como um instrumento para
o estudo da topologia algébrica. Esta teoria teve tanto impacto nas grandes areas
da matemaética (algebra, anélise, geometria, logica, etc.) que se tornou mais que um
assunto de pesquisa; na linguagem da matemaética moderna, por exemplo, é através
desta linguagem que sao apresentados os problemas de classificacao de estruturas.
O proposito da teoria de categorias é, grosso modo, abstrair “contextos” de teorias
matematicas (Categorias) usando os conceitos de objetos e morfismos e a relac¢ao
entre tais contextos (Funtores).

Para citar alguns exemplos cléssicos, temos a categoria dos espagos vetoriais com
suas transformacoes lineares, a categoria dos espacos topolégicos com suas fungoes
continuas, a categoria das variedades diferenciéveis e suas aplicagoes diferenciaveis, a
categoria dos grupos e seus homomorfismos de grupos, entre outros. Como resumida
por Mac Lane em [Mac88, pg. 1], a teoria de categorias ¢ “a observagao de que muitas
propriedades matematicas podem ser unificadas e simplificadas através de diagramas
de setas”.
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Contudo, dificilmente tal assunto é discutido formalmente na graduagao, seja pela
dificuldade técnica que a propria disciplina ofereceria, ou pela forte abstracao empre-
gada nela. Porém, dado que grande parte da mateméatica moderna se beneficia de tal
area, é aconselhavel possuir ao menos os rudimentos desta, isto é, ter conhecimento
das defini¢oes formais, de exemplos e abrangéncias dos conceitos de categorias, fun-
tores e equivaléncia de categorias. Através deste trabalho, esperamos que o leitor
tenha uma introdugao a teoria e, que apesar de breve, possa despertar o interesse
pela &rea e motivar um aprofundamento nela.

A abordagem deste artigo se dara pelo ponto de vista da algebra linear em ni-
vel de graduacao, tnico requisito para leitura. Deste modo, poderemos analisar
exemplos familiares ao leitor, ilustrando a linguagem categorial e sua poténcia ma-
teméatica. Para um resumo historico e filosofico da teoria, indicamos [LMO05]. Para
um aprofundamento teérico, o artigo original [EM45] de Eilenberg e Mac Lane seria
uma introdugdo interessante, mas rigida, enquanto [Mac88| é tido como referéncia
classica. Como referéncia moderna da teoria, indicamos [Riel6].

O artigo se divide da seguinte maneira: Na Sec¢ao 2, abordaremos as defini¢oes
de categoria, funtor, isomorfismo e equivaléncia de categorias, conceitos basicos da
teoria, e ilustraremos estes com exemplos acessiveis ao leitor. Na Secao 3, mostra-
remos que a categoria dos espagos vetoriais de dimensdo finita é equivalente (mas
nao isomorfa) a uma categoria cujos objetos sdo os nimeros naturais, e as matrizes
seus morfismos, finalizando com alguns comentarios sobre como algumas operagoes
aritméticas dos nimeros naturais podem ser vistas via tal equivaléncia categorial.

2. CATEGORIAS E FUNTORES

De maneira informal, uma categoria ¢ uma colecao de objetos, relagoes entre estes
e uma regra de composicao entre tais relagoes. O que torna uma categoria coerente
é a estrutura que associa essas trés caracteristicas. Contudo, ha a possibilidade de
diferentes categorias possuirem nenhum destes elementos em comum, mas terem uma
estrutura intrinsecamente semelhante. Um funtor nada mais é que uma traducao
entre tais estruturas, a nivel de objeto, relagao e composicao. O objetivo desta secao
é formalizar tais nogoes.

Definigao 2.1 (Categoria). Uma categoria C consiste das sequintes colegoes:

(i) Uma classe Obj(C), cujos elementos serao chamados de objetos.

(ii) Para todo par de objetos A, B € Obj(C), um conjunto Home(A, B) tal que
Home(A, B) N Home(X,Y) = 0 se (A, B) # (X,Y). Um elemento [ €
Home(A, B) é chamado de morfismo e serd denotado por f: A — B.

(i) Para quaisquer trés objetos A, B e C, uma lei de composi¢cao

Home(A, B) x Home(B,C) — Home(A,C)
(f.9) —  gof
Tal composi¢ao esta sujeita aos sequintes axiomas:
(a) Para quaisquer morfismos f € Home(A, B), g € Home(B,C) e h €
Home(C, D), vale a igualdade

ho(gof)=(hog)of.
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(b) Para todo objeto A € Obj(C), existe um morfismo Ids € Home (A, A),
chamado morfismo identidade, tal que, para quaisquer B, C' € Obj(C)
e f € Home(A, B) e g € Home(C, A), valem as igualdades

folda=f e Idaog=y.

Observagao 2.2. Apesar de possuirem a mesma notagao, um morfismo nao neces-
sariamente € uma fungao, como serd visto no Exemplo 2.6. Assim como em [Mac88,
pgs. 7-10]|, definimos as colegoes de objetos e morfismos de categorias como classes e
conguntos, respectivamente. Para uma discussao mais detalhada sobre as distingoes
entre os termos “colegao”, “conjunto” e “classe”, ver [Bor94, pgs. 1-4]. Porém, hd
casos onde existe a necessidade de tomar ambas as colecoes como classes, como pode

ser visto em |[Mac88, pgs. 21-24].

Um caso especial de morfismo é quando o mesmo possui um inverso, ou seja,
outro morfismo na categoria cujas composicoes a esquerda e a direita resultam nos
respectivos morfismos identidades. Quando isso ocorrer, diremos que tal morfismo
¢ um isomorfismo, e que os objetos relacionados sao isomorfos. Daremos agora
alguns exemplos de categorias que serao utilizadas mais adiante.

Exemplo 2.3 (A categoria dos conjuntos). A categoria mais intuitiva que podemos
definir € a categoria dos conjuntos Conj, constituida da sequinte forma:

(i) Obj(Conj) € a classe de todos os conjuntos.
(ii) Para todo par de objetos X,Y € Obj(Conj), o conjunto de morfismos
Homeoni (X, Y') € formado por todas as fungées de X em Y.
(iii) A composi¢ao de morfismos serd dada pela composicao usual de fungoes.

A wverificacao de que tal exemplo descreve uma categoria € imediata: a composicao
de fungoes € associativa, enquanto a composi¢cao de quaisquer funcgoes de ou para
um objeto com a respectiva identidade € a propria funcao.

Uma das palavras-chave da teoria das categorias é abstracao. Neste caso, abstrai-
mos as relacoes entre objetos semelhantes, o que fez a funcao ser a relacao escolhida
no exemplo anterior. Dois conjuntos isomorfos sao indistinguiveis segundo a cardina-
lidade, principal estrutura estudada entre tais objetos. Inspirados nesta abstragao,
os conceitos fundamentais da algebra linear, espago vetorial e transformacao linear,
nos permitem definir naturalmente a seguinte categoria.

Exemplo 2.4 (A categoria dos espagos vetoriais de dimensao finita). A categoria
dos espacos vetoriais de dimensao finita sobre um corpo K fizado, denotada aqui por
Veck, € definida da sequinte forma:

(i) Obj(Veck) € a classe de todos os K-espagos vetoriais de dimensao finita.
(ii) Para todo par de objetos E,F € Obj(Veck), o conjunto dos morfismos
Homvee, (E, F) € formado por todas as transformagoes lineares de E em F.

(iii) A composi¢ao de morfismos serd dada pela composicao usual de fungoes.

Observagao 2.5. A notag¢ao Veck também aparece na literatura como a categoria
dos K-espagos vetoriais, nao necessariamente de dimensao finita. Os morfismos
continuam sendo os mesmos, devendo apenas atentarmos ao fato de perdermos a
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representacao matricial de vetores e transformacoes lineares. Neste trabalho, assu-
miremos um corpo fixo I ao nos referirmos a categoria Veck.

Perceba que, na categoria Vec, os objetos e morfismos fazem parte da categoria
Conj. De maneira geral, dada uma categoria C, dizemos que uma categoria A é
subcategoria de C quando: Obj(.A) é uma subcolegao de Obj(C); Hom4(X,Y') é um
subconjunto de Home(X,Y') para quaisquer X,Y € Obj(A); e a lei de composi¢ao
em A é amesma de C. De maneira informal, obtemos uma subcategoria considerando
algumas estruturas extras.

No Exemplo 2.4, utilizamos a estrutura algébrica do espago vetorial para construir
nossa categoria Veck. O natural seria tentar utilizar outras estruturas algébricas
para construir categorias, como no exemplo a seguir.

Exemplo 2.6 (A categoria das matrizes). Dado um corpo K, definimos a categoria
Matrk com as sequintes colegoes

(i) Obj(Matrk) € o conjunto Zi>o dos inteiros nao negativos.

(ii) Para todo par de objetos m,n € Obj(Matrk), o conjunto de morfismos
Homppatey (1, m) € 0 conunto M,«,(K) das matrizes m x n com entradas
em K.

(iii) A composi¢ao de morfismos serd dada pelo produto de matrizes.

A verificagao que Matrk € uma categoria seque da propria estrutura dos morfismos,
Jja que o produto matricial é associativo e a matriz identidade cumpre o papel de
morfismo identidade por defini¢ao.

Observacao 2.7. Dado que o objetivo deste trabalho é mostrar uma equivaléncia
entre as categorias dos espagos vetoriais de dimensao finita e das matrizes, pre-
cisamos considerar as transformacoes lineares nulas. Por isso, na Definicio 2.6
também consideramos formalmente matrizes com zero linhas e/ou zero colunas, as
unicas deste tipo, e a composicao com estas resulta numa matriz com zero linhas
e/ou zero colunas.

No dltimo exemplo, diferente dos anteriores, os morfismos nao sao fung¢oes, porém
cumprem o papel de relacionar quaisquer dois objetos da categoria. De fato, no
item (ii) da Definigao 2.1, a cada dois objetos associamos um conjunto de morfismos,
podendo até mesmo ser o conjunto vazio.

Apesar de parecer ingénua, a nogao de categoria pode se estender para os mais
diversos casos. Desde as categorias Ab dos grupos abelianos (onde morfismos sao
homomorfismos de grupos), e Top dos espagos topolégicos (onde morfismos sdo
fungoes continuas), até categorias bem mais abstratas, envolvendo diagramas (como
quivers) ou que possuem categorias como objetos. O primeiro capitulo de [Riel6|
mostra diversos exemplos mais abstratos.

Na defini¢ao de categoria, definimos um morfismo como algo que relaciona objetos
de uma mesma categoria. Gostariamos de estender tal relacao de forma a abranger
categorias. Em outras palavras, um anélogo de funcao para categorias.

Definigao 2.8 (Funtor). Sejam A e B duas categorias. Um funtor de A para B,
denotado por F : A — B, € uma correspondéncia que associa:
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(i) A cada objeto X € Obj(A), um unico objeto F(X) € Obj(B).
(ii) A cada morfismo f € Hom4(X,Y"), um morfismo F(f) € Homg(F(X), F(Y))
satisfazendo as sequintes propriedades:
(a) Para todo objeto X € Obj(A), F(ldx) = Idrx).
(b) Para todo par de morfismos f € Hom4(X,Y) e g € Homu(Y, Z),
Flgof)=F(g)oF(f)

Observacao 2.9. A definicao anterior corresponde a de funtor covariante. Fm-
bora tratemos somente com funtores covariantes neste trabalho, vale a pena comentar
a defini¢ao de funtor contravariante, que satisfaz (i) e:

(ii") A cada morfismo f € Homy(X,Y), a correspondéncia associa wm morfismo
F(f) € Homp(F(Y), F(X)) que satisfaz as sequintes propriedades:
(a) Para todo objeto X € Obj(A), F(Idx) = Idrx).
(b) Para todo par de morfismos f € Hom4(X,Y) e g € Homu(Y, Z),
Flgof)=F(f)oF(g)

Perceba que ao tomarmos dois funtores F : A — B e G : B — C, é natu-
ral definir o funtor composicao G o F : A — C como sendo a composicao das
correspondéncias de F e G sobre objetos e morfismos. Dada que tal composigao é
associativa, obtemos uma estrutura proxima a de uma categoria, conforme a Defi-
nicao 2.1, com categorias como objetos e funtores como morfismos. Em relagao ao
morfismo identidade da Definigao 2.1 (iii.b), podemos contar com o seguinte funtor.

Exemplo 2.10 (Funtor identidade). Dada uma categoria C, definimos o funtor
Id¢ : C — C que associa todo objeto a ele mesmo, e todo morfismo a ele mesmo.

Contudo, a colegao de funtores entre duas categorias pode nao formar um con-
junto, contradizendo o item (ii) da Defini¢ao 2.1. Por exemplo, considere a co-
legdo Funt(U, Conj) de todos os funtores de U para Conj, onde U é a subcate-
goria de Conj com unico objeto sendo o conjunto unitario, denotado por {x}, e
Homy, ({*}, {*}) = {Id.}. Essa colegdo ndo ¢ um conjunto, pois existe uma bije¢ao

Y. Obj(Conj) — Funt(U, Conj)
X — 'LbX ’

sendo ¢x : U — Conj o funtor unicamente determinado por ¥x(x) = X e
Yx(Id,) = Idx.

Para contornar este empecilho, basta considerar categorias pequenas, isto é,
categorias cuja colecao de objetos é um conjunto. De fato, a colecao de todos os
morfismos de uma categoria C

Mor(C):= | | Home(A, B),
A,BeObj(C)

é conjunto quando C é pequena. Além disso, podemos ver a cole¢do Funt(C, D) de
funtores de C para D contida da seguinte forma

Funt(C, D) C P(Obj(C) x Obj(D)) x P(Mor(C) x Mor(D)),
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onde P(X) denota a cole¢ao de partes de X. Sendo ambas as categorias peque-
nas, Funt(C, D) também serd um conjunto. Com isso, temos mais um exemplo de
categoria: categorias pequenas como objetos e funtores como morfismos.

Assim como categorias relacionam objetos com alguma estrutura em comum, fun-
tores podem ser vistos como tradutores destas estruturas, e o exemplo abaixo mostra
como um funtor pode manipular tal informacao.

Exemplo 2.11 (Funtor esquecimento). Considere a correspondéncia F : Vecx —
Set, que associa todo espacgo vetorial ao seu conjunto de wvetores, e toda transfor-
mag¢ao linear a sua funcao correspondente. A werificacao de que tal associagdo €
um funtor € imediata. Porém, notemos que, através de F, a estrutura de espago
vetorial se perde, ou € esquecida, o que motiva denominarmos F como um funtor
esquecimento. Qutros funtores deste tipo podem ser vistos em |Mac88, pg. 14| ou
[Riel6, pgs. 13-14].

Vale a pena destacar o seguinte aspecto nao intuitivo dos funtores: dado um
funtor F : C — A, a imagem de F nao é necessariamente uma categoria. Ou seja,
as colegoes de imagens de todos os objetos e morfismos de C nao necessariamente
formam uma subcategoria de A. Como exemplo, considere as categorias C e A
representadas pelos diagramas abaixo

> Y j
,

CA%BU X il
CC%DD - RZ/
)

Categoria C Categoria A

em que cada vértice representa um objeto, cada loop representa o correspondente
morfismo identidade, o Hom de dois objetos é a (tinica) flecha entre eles, se existir,
ou o conjunto vazio caso contrario, e a composicao de morfismos é a concatenacao de
flechas (Note que, com essa composigao, qualquer caminho orientado entre dois vér-
tices é igual a flecha entre os mesmos vértices). Agora, definimos a correspondéncia
F : C — A da seguinte maneira:

F(A) =X, F(B)y=F(C)=Y, F(D)=2Z
FH=f, Flgg=4¢

além disso, F(Id;) = Idz(s), para todo J € Obj(C). E simples verificar que tal
correspondéncia é um funtor. Se as imagens dos objetos e dos morfismos formassem
uma categoria, entao F(g) o F(f) = h deveria estar em correspondéncia com algum
morfismo do conjunto Hom¢(A, D) o que claramente nao ocorre — ver Defini¢ao 2.1
(iii).

Exemplo 2.12 (Funtor partes de um conjunto). Considere o funtor covariante
P : Conj — Conj definido da sequinte forma:

(i) A todo objeto X € Obj(Conj), associamos seu conjunto de partes P(X) €
Obj(Conj).
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(ii) A todo morfismo f € Homeoni(A, B), associamos o morfismo

P(f): P(A) — P(B)
X = JX)

Pela defini¢ao acima, o morfismo identidade de um objeto X € Obj(Conj) € levado
ao morfismo P(Idx) : P(X) — P(X), que associa toda parte de X a ela mesma.
Agora, para todo par de morfismos f € Homeon(X,Y) € g € Homeoni(Y, Z), € um
subconjunto A C X, temos

Plgo [)(A) = (g0 [)(A) = g(f(A) = P(g)(P(f)(A) = (P(g) o P(f))(A).
Ou seja, P(Idyx) = Idpx) e P(go f) = P(g9) o P(f), e portanto, P ¢ um funtor.

Seguindo o raciocinio tradicional de varias areas da matematica, um funtor F :
A — B é um isomorfismo de categorias quando existir um funtor G : B — A
tal que FoG = Idy e GoF = Idg. Em outras palavras, assim como toda propriedade
categorial que um objeto possua é compartilhada com objetos isomorfos a ele na
mesma categoria, categorias isomorfas compartilham as mesmas relagoes entre seus
objetos, ou seja, possuem estruturas categoriais semelhantes.

Contudo, a nogao de isomorfismo é muito rigida, pois, por exemplo, exige um
objeto em A para cada objeto em B. Felizmente, contamos com uma defini¢do
mais flexivel, que permite trabalhar com categorias de forma “equivalente” e nao
necessariamente isomorfas. Este conceito é chamado de equivaléncia de categorias,
e o funtor definido na préxima secao sera um exemplo dele.

Definigao 2.13 (Funtor fiel, pleno e denso). Seja F : A — B um funtor. Para
cada par de objetos X,Y € Obj(A), considere a fungao

Oyy : Homu(X,Y) — Homg(F(X), F(Y))
f — F(f) '

Diremos que o funtor F €
(i) Fiel quando a fungao ®xy for injetiva, para todos X,Y € Obj(A).
(ii) Pleno quando a fungio ®xy for sobrejetiva, para todos X,Y € Obj(A).
(iii) Denso quando todo objeto Y de B for isomorfo em B a algum objeto F(X),
com X € Obj(A).

Observacao 2.14. Em um andlogo a fungoes, a composicao de funtores fiéis (res-
pectivamente plenos) continuard sendo fiel (respectivamente pleno), e um funtor fiel
nao necessariamente deverd ser pleno, ou vice versa.

Todo isomorfismo de categorias claramente é fiel, pleno e denso, e consequen-
temente, o funtor identidade do Exemplo 2.10 satisfaz essas trés propriedades. O
funtor esquecimento do Exemplo 2.11 é fiel e pleno, porém nao denso, ja que nem
todo conjunto admite uma estrutura de espaco vetorial. Por fim, vamos verificar
quais destas condigoes o funtor do Exemplo 2.12 satisfaz. Consideremos a funcao
® vy da definigdo acima, para X,Y € Obj(Conj) quaisquer.

Para a injetividade, se dois morfismos f, g € Homeen;(X,Y') s@o tais que P(f) =
P(g), entao, para todo Z € P(X), temos f(Z) = g(Z) e, em especial, f({z}) =
g({z}) para todo z € X. Logo, temos f = g, e concluimos que ®xy ¢é injetora.
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Para a sobrejetividade, se ¢ € Homeen;(P(X), P(Y)), entdo basta considerar f €
Homeonj (X, Y) tal que f(z) = g({z}), para todo 2 € X e temos P(f) = g. Com
isso, concluimos também que ®xy ¢ sobrejetora.

Por fim, notemos que o conjunto vazio ) € Obj(Conj) nao é isomorfo a nenhum
conjunto das partes de outro conjunto, nem ao seu proprio uma vez que P() = {0}.
Portanto, o funtor do Exemplo 2.12 é fiel e pleno, mas nao denso.

A definicao convencional de equivaléncia de categorias, como pode ser vista em
[Mac88, pg. 93|, utiliza uma ferramenta mais abstrata que o escopo deste artigo per-
mite discutir, chamada transformacao natural. Evitamos tal definicao, utilizando
uma definicao equivalente a original, e indicamos a referéncia anterior para a de-
monstracao da equivaléncia entre ambas.

Definigao 2.15 (Equivaléncia de Categorias). Dizemos que um funtor F : A — B
¢ uma equivaléncia de categorias quando € fiel, pleno e denso. Neste caso,
diremos que A e B sdo categorias equivalentes.

3. A EQUIVALENCIA ENTRE ESPACOS VETORIAIS E MATRIZES

Esta segao sera dedicada & demonstracao do Teorema 3.3, o qual tem por ob-
jetivo interpretar categorialmente os seguintes resultados fundamentais de espagos
vetoriais:

Teorema 3.1.

(i) |CL20, Corolario 3.3.6, pg. 93| Todo K-espago vetorial de dimensao n é
1somorfo a K™,

(ii) [CL20, Exemplo 3.4.1, pg. 94| Para toda transformagao linear T : 'V —
W entre espacos vetoriais de dimensdo finita, existe uma matriz A tal que
[T'(v)] = Alv], sendo [v] € K™V ¢ [T(v)] € KW o5 vetores coluna em
relacao as bases de V' e W, respectivamente.

De agora em diante, denotaremos por K" o K-espago vetorial M,,»1(K) das ma-
trizes n X 1 com entradas no corpo IK.

Os resultados do Teorema 3.1 fazem parte do escopo de qualquer disciplina de
Algebra Linear em nivel de graduacio, tendo [Lim20] ou [CL20] como referéncias.
Neste contexto, a interpretagao categorial desejada trata de mostrar que as cate-
gorias Veck e Matrk (Exemplos 2.4 e 2.6, respectivamente) sdo equivalentes. Para
tanto, consideremos a correspondéncia F : Matrgy — Veck, definida da seguinte
forma:

e A todo inteiro nao negativo n € Obj(Matr), associamos o K-espago vetorial
F(n)=K",

onde KK° denota o espaco vetorial nulo.
e A todo morfismo A € Homppat,, (M, 1), associamos a transformagao linear

F(A): Km — K"
v — F(A)(v) :=Av "

sendo que F(A) ¢ a transformagao linear nula quando mn = 0.
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Lema 3.2. F : Matrg — Veck € um funtor.

Demonstragao. Vejamos que as propriedades (ii.a) e (ii.b) da Defini¢ao 2.8 sao sa-
tisfeitas.

Para (ii.a), notemos que, para todo nimero natural n € Obj(Matrk), os morfismos
identidades Id,, € Homppatry (7, 1) € Idgn € Homyee, (IK™, IK™) s@o a matriz identidade
de ordem n e a transformacao linear identidade em K", respectivamente. Portanto,
F(Id,) = Idg» = Idz(n), para todo nimero inteiro ndo negativo n.

Para (ii.b), consideremos duas matrizes A € Hompatr, (M, p), B € Homppatry, (p, 1)
arbitrarias. Do Exemplo 2.6, temos que a composicao em Matrk é definida pelo
produto matricial, isto ¢ BoA = BA € Homyatyy (M, 1), logo F(BoA) : K™ — K™.
Por outro lado, a composi¢ao das transformacoes lineares F(A) : K™ — KP e
F(B) : K» — K", ¢ dada por

(F(B) o F(A)(v) = F(B)(F(A)(v)) = F(B)(Av) = B(Av) = (BA)v = F(BA)(v),
para todo v € K™. Isto implica que F(B o A) = F(B) o F(A). O]

O funtor F : Matrg — Veck vai nos permitir atingir o objetivo desta secao
com o teorema a seguir, e para sua demonstragao consideraremos a base candnica
{e1,e2,...,e,} de K", n > 0, sendo e; o vetor de K" com j-ésima coordenada igual
a 1, e as demais coordenadas iguais a 0.

Teorema 3.3. O funtor F : Matrg — Veck € uma equivaléncia de categorias.

Demonstracao. Seguindo a Defini¢cao 2.13, mostraremos que o funtor é fiel, pleno e
denso. A densidade de F segue do Teorema 3.1 (i), pois qualquer espaco vetorial
V' de dimensao n é isomorfo a K" = F(n) na categoria Veck. Para mostrar que o
funtor ¢ fiel e pleno, para m,n € Zs( quaisquer, consideremos a fun¢ao

D, 0 Homppag, (m,n) — Homyee, (F(m), F(n))
A — F(A)
Mostremos que ®,,, ¢ injetora e sobrejetora. Note que, quando mn = 0, tais pro-
priedades seguem da Observacao 2.7 e do fato que Homyec, (K™, IK™) = 0. Agora
consideremos mn # 0.

Para mostrar a injetividade, sejam A, B € Homypag,, (M, n) duas matrizes tais que
F(A) = F(B) : K™ — K", ou seja, Av = Bwv para todo v € K™. Em especial,
Ae; = Be;, para todo elemento da base canénica de IK™. Desta igualdade, temos
que as 7-ésimas colunas das matrizes A e B sao iguais, e portanto, A = B.

A sobrejetividade segue do Teorema 3.1 (ii), pois para toda transformacao linear
T € Homyec, (K™, K™), existe uma matriz A € M,,»,,(K) tal que [T'(v)] = A[v], para
todo v € K", e como em relagao a base candnica tem-se que [v] = v e [T'(v)] = T'(v),
entao T'(v) = Av] = F(A)(v), do qual podemos concluir que 7' = F(A). O

Concluida a equivaléncia, vejamos que o funtor F nao é um isomorfismo. De fato,
suponha que F : Matrg — Veck seja um isomorfismo. Para todo n € Obj(Matrk),
temos associado um espago vetorial F(n) € Obj(Veck). Podemos escolher um K-
espago vetorial V' de mesma dimensdo que F(n), mas diferente deste. Sendo F
isomorfismo, deve existir m € Obj(Matrk) tal que F(m) = V. Segue que F(m) #
F(n) enquanto n = m, implicando que F nao esta bem definido.
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Para finalizar esta secao, dado que os objetos de Matrk sao os ntmeros inteiros
nao negativos, é natural questionar como o funtor traduz as propriedades aritméticas
usuais de Z>o. A tabela abaixo traz algumas dessas tradugoes.

Relacao de Ordem Existéncia de uma aplicacao injetora
<
n<m L K® — K™
Relagao de Ordem Existéncia de uma aplicacao sobrejetora
n>m o K — K™
Adicao Soma direta de espacos vetoriais
n+m K" e K™
Subtragao Quociente de espagos vetoriais
n—m K™ /o (IK™)
Muli;p?l;flagao — Soma direta de n copias de K™
Divisibilidade Nuamero de copias de K™
— n
n-+m mergulhadas em K

Dados n,m € Z>(, vejamos algumas dessas tradugoes em detalhes.

Para a relagao de ordem usual, considere as respectivas bases canonicas de F(n) =
K" e F(m) = K™. Note que existe uma aplicagao linear injetora ¢ : F(n) < F(m)
tal que t(e;) = ¢; se, e somente se, n < m. De maneira similar, existe uma aplicagao
linear sobrejetora 7 : F(n) — F(m) com 7(e;) = e; se, e somente se, n > m.

A adicao e a multiplicacao seguem do fato que
Fn+m)=K"" =K"® K™ = F(n) ® F(m).

Na subtracao, se m < n, existe uma transformagao linear injetora ¢ : K™ — K",
e de |[CL20, Proposicao 2.6.6, pg. 72|, existe um subespago vetorial W de K" tal
que ((K™) @ W = K". Portanto, dim W = n — m e existe uma transformacao linear
sobrejetora 7 : K" — W cujo nucleo é ((K™). Pelo 12 Teorema do Isomorfismo
|GL18, Teorema V.5.6, pg. 164], temos K" /¢(K™) = . Assim

F(n—m) =W =2K"/(K™).

Em especial, do 1° Teorema do Isomorfismo, dados dois K-espacos vetoriais V'
e W, e uma transformacgao linear T : V' — W entre estes, temos que T induz o
isomorfismo
V/kerT =T(V),
enquanto que, pela traduc¢ao acima, temos que dim V/kerT'= dimV — dimker T .
Ou seja, obtemos a igualdade

dimV = dimker 7'+ dim T'(V'),

que nada mais é que o Teorema do Nicleo e Imagem [Lim20, Teorema 6.6, p. 65].
Encorajamos que o leitor reflita sobre quais outros resultados da Algebra Linear
podem ser traduzidos utilizando esta equivaléncia.

lﬁ"ﬁ RMU @ sBMm

REVISTAMATEMATICAUNIVERSITARIA . S0CIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA




79 G. Benitez, I. Souza

REFERENCIAS

[Bor94| Borceux, F., Handbook of Categorical Algebra 1. Basic Category Theory, Cambridge
University Press, 1994.

[CL20] Coelho F. U., Lourenco M. L., Um Curso de Algebra Linear, Edusp, 2* edicao, 2020.

[EM45] Eilenberg S., Mac Lane S., General Theory of Natural Equivalences, Transactions of the
American Mathematical Society, Volume 58, n® 2, 1945, 231-94.

[GL18] Garcia A., Lequain Y., Elementos de Algebra, IMPA, 62 edigao, 2018.

[LMO05] Landry E., Marquis J.P., Categories in Context: Historical, Foundational, and Philo-
sophical, Philosophia Mathematica, Volume 13, 12 Edicao, Fevereiro de 2005, 1-43.

[Lim20] Lima E. L., Algebra Linear, IMPA, 10% edicao, 2020.

[Mac88] Mac Lane S., Categories for the Working Mathematician, Springer-Verlag, 22 edigao,
1988.

[Riel6] Riehl E., Category Theory in Context, Dover Publications, 12 edi¢ao, 2016.

DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

UNIVERSIDADE FEDERAL DO AMAZONAS

MANAUS - AM, BRAZIL

69080-900

Email address: gabm@ufam.edu.br, gabm030gmail.com,
igor.nascimento@ufam.edu.br

lﬁ"ﬁ RMU @ sBMm

REVISTAMATEMATICAUNIVERSITARIA . S0CIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA



	1. Introdução
	2. Categorias e Funtores
	3. A equivalência entre espaços vetoriais e matrizes
	Referências

