O PRINCIPIO DE DIRICHLET

Djaire Guedes de Figueiredo

_ Reflexdes Iniciais. Parodiando o historiador Arnold:Toyhbee;ﬁl
_podemos dizer que nenhum ramo da Matematica possui uma teoria auto-

-explicativa. Analise Funcional e Topologia Geral estao entre 05
exemplos mais claros da validade -dessa asserc¢dao. Sao duas ireas mui
to bem arrumadas, comportando e, na verdade, possuindo apresenta
¢oes elegantes e rigorosas, dentro da melhor tradigdo do metodo de

"dutivo. Ao estuda-las, o prazer e a admiragado sdo seguidos pela in

dagagao.de como os matematicos "inventaram” tantos teoremas e ‘“des
cobriram” tantos conceitos e -definigbes, que se art1cu]am de modo
tao harmon1oso, constru1ndo teorias de tal beleza. A resposta vira
pela compreensio de que, como os Elementos de Euclides, essas apre
sentagoes representam o trabalho de sintese de muitos, muitos mate
maticos ao tongo de varias décadas, mais de um s@culo com certeza.
Nao houve um inventor ou um criador de nenhuma dessas areas. Muitos
contribuem para a construgdo do edificio da Matematica. Sdo do mate
matico alemdao Hermann Hankel as palavras: "Nas cutras cieéncias cada
geracgac destroi 0 que a precedente construiu. Em Matematica, tao so-
mente, cada gerag¢io acrescenta um novo andar 3 velha estrutura". E
2 surpreendente ver que, com um conserto, um reforgo aqui e ali, as

fundagdes resistem solidamente! 0 trabalho dos matemdticos de uma, ~

gpoca pode ser entendido como uma laboriosa, livre e'criativa ativi
dade para a construgdo das pequenas, mas essenc1a1s, ‘pegas que vgd
compor aquele andar. Depo1s 2 a questio, 1gua]mente relevante, de
selecionar, arrumar e juntar as var1as pecas, construindoc se neces
sdrio o que falta. Essa atividade aparentemente desordenada g, via

_de regra, dificil de ser apreendida pelas geracees futuras que ve

nham a circular por aque?e andar ja concluido. Entretanto & extrema
mente importante conhecer o que por ali se passou. Isse s0 serd pas
sivel dentro de uma pefspectiva historica do desenvolvimento das va
rias Ereas, dentro de um estudo genealdgice de problemas importan
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tes. 0 presente trabalho & uma tentativa de exemn]i{icar essa  ques
tado. Escolhemos o Principio de Dirichlet porgue ele possui uma lon
ga e interessante histOria ligada aos problemas basicos da  Teoria
do Potencial, que iem suas origens nas aplicagles a Mecanica, Ele
tricidade e Condugdo do Calor. E assim um exemplo, bastante instru
tivo, de um problema que teve sua origem em outras areas do conheci
mento e que Togo gerou uma série de guestoes matemdticas. Para re
soive-las fez-se necessdrio criar muita matemitica nova. Sem diivida
0 desejo de esclarecer essas questoes foi uma forga motora no traba
1ho de rigorizacdo da Analise na 22 metade do século XIX, at€ a teg
ria da integracgfo de Lebesgue n¢ comecgo deste sacule. Os trabalhos
de Hilbert sobre o Principio de Dirichlet e os .de Fredholm sobre .as
equagoes integrais (visande 3 resolugao do problema de Dirichlet)
sdo determinantes no desenvolivimento que teve a Analise  Funcional
neste seécula.
0 presente trabalho esti dividido em duas partes.

Parte A. De Dirichlet a Hilbert, compreendendo
0 Problema de Dirichlet '
2, Dirichlet
3. 0 método de Dirichlet
4. Anzlise critica do Principio de Dirichlet
5. 0 exemplo de Hadamard
6. 0 exemplo de Weierstrass
7. 0 Principio apds as objecdes de Weierstrass

Parte B. 0 Principio no S€culo XX, compreendendo
8. Um resultado da topologia
9, A topologia fraca
10. Semicontinuidade inferior
11. Reformulagdo do problema de Dirichlet
12. 0 espago de Soboley Wl’z(g) e seu subespacgo wé‘z(g)
13. 0 problema de Birichlet generalizado ¢ o Principic de  Di
richlet
14. A regularidade da solugdo generalizada
15. Qutros resultades.
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Parte A: De Dirichlet a Hilbert |

1. 0 problema de Dirichlet. Eis um problema popular em Equagoes Di
ferenciais Parciais:

(1) Ay =0 em 2, u=h em 30

Expliquemos a notagao: % & um subconjunto aberto e cornexo de Bﬁ,
¥ > 2, que & concisamente chamado de demindio. 80 & sua frontei
ra. A € o Laplaciano, um operador diferencial de segunda ordem de

finido por o )
A=y 2
7::] 33:?:

. T

A fungcdo real & definida em 32 B um dado do problema. Para  efei
tos de nossa historia vamos supor que 7 seja continua. 0 proble
ma (1) consiste, entdo, em procurar uma fungdo u € Cz(ﬂ)ntf(ﬁ) que
seja harmdnica (isto €, satisfaca a equagao Au = 0) e que seja igual
a % na fronteira 3. 0§  designa a aderéncia de &, isto &,
Q= auoan.

0 problema (1) & conhecido como o Problema de Dinichfet. E
curioso observar que Dirichlet nao o resolveu! Pelo contrario, ha
indicag¢Ges de que ele tenha oferecido, em suas aulas na Universida
de de Berlim, uma solugdo errada. Entretanto, por uma gquestdo de
deteréncia, preferimos dizer que sua solugao foi incompleta! Mais
do que deferéncia & um ponto de justiga. 0 m@tode imaginado por Di
richlet para a resolucdo do problema (1) & realmente admiravel. Tal
vez se trate de um dos primeiros exempTos de transformacgdo de um -
problema de Equagdes Diferenciais Parciais em uma questdo do Calcu
1o das Variacoes.

2. Pirichlet. Peter Gustav Lejeune Dirichlet nasceu em Ditren, hoje
uma cidade na Alemanha Ocidental, em 1805 e faleceu no ano de 1859
em Gottingen, para onde se transferira em 1855, a fim de ocupar a
catedra, vaga com a morte de Gauss naquele mesmo ano. 0 periodo mais
proficuo de sua carreira matematica ocorreu em Berlim (1828-1855).
Dirichlet & conhecido por suas importantes contribuigdes em virios
ramos da Matematica. Em Teoria dos Numeros, @ particularmente belo
seu teorema sobre a existencia de um numere infinito de primes na
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progressio aritmetica a, a+b, a+2b, a+3b,..., onde. azb e b * a
nao sao inteiros. A ele se deve o conceito moderno de fungdo. Sdo
tambem relevantes suas centribuigdes 3 teoria das séries, am parti
cular, seu crit&rio para a convergencia das series de Fourier, cf.
referéncia [2]. E finalmente, o que mais nos concerne agui, & o
sey tratamento do problema (1), que explicaremos no proximo paragra
fo. Alertamos o leitor para o fato de que hd lacunas no que 1a dire
mos., Mas, esse & nosso plano: apresentar as ideéias de birichlet,
fazer as criticas com os olhos de um observador atual, mostrar come
tudo poae ser consertado e tornar-se matematicamente aceitavel.

3. ¢ metodo de Dirichlet. {i) seja A a classe das funcdes
w €& ¢'() n ¢'(R), que sio iguais a % em 30 e tais que o funcio
nal dado por ) '
o(u) = |lou|ds, (*)

esteja bem definido (i.e., &(uw) < = para todo # € A). Aqui ¥ de
signha o gradiente de wu, isto &, a fungdo vetorial

Vu = Jﬂi,...,iﬂi). 0 funcional & & conhecido como a infegral de
B, amN

Dindiehiet, A expressao "funcional" & utilizada para designar uma

fungdo real cujo campo de definig3o & um conjunto de fungdes.
(i1} Seja w, € A a fungdo onde ¢ assume seu infimo, i.e.

Mi u) = u J.
uég {u) = a{u))

{(iii) Dade v € A com v =0 em 32, definamos a fungao real de
variavel real )

ol ) = J|V(u0+tv) | d.

Como x, & um minimo de ¢, segue-se que ¢'(0) = 0. Usando esse
fato e a regra da cadeia para calcular a derivada de ¢ obtemos

n
[

{2) J Vuu~Vvdm

(iv) Finalmente, usando o teorema do divergente, obtemos

{(*} Neste trabalho, quando ndo for indicado explicitamente, a integral @ sobre
todo Q.
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(3) J (8y Jvde = 0 N
expressdao que €& valida para todo » € A com v =0 em 3Q. Dal se

conclui que Aud =0 em Q.

Nota. Este método foi utilizade por Bernhard Riemann (1826-1866) em
seus importantes artigos sobre fungdes holomorfas, superficies de
Riemann e integrais abelianas. A ele se deve a nomenclatura “Prin
cipio de Dirichlet” para denominar esse método.

4. Analise critica do principio de Dirichlet. Trés daos passos da se

¢ao anterior apresentam lacunas serias. Em verdade, tratam-se de
questdes bastante delicadas, que sG foram devidamente solucionadas
quase meio seBculo apds Dirichlet. Analisemos cuidadosamente cada
uma das etapas do meEtodo.

Passo (i). Dada uma funcd3o % continua em 3%, serd verdade que

existe pelo menos uma funcdo y € CI(Q)H ¢’ (D), com w=h em an
e tal que &{u) < »? Em outras palavras, seriz o conjunto A nao

vazio? A resposta a essa pergunta €: existem fungBes &, conti
nuas em 3@, para as quais o conjunto A & vazio! Esse fato invali
da o resto de raciocTnio utilizado por Dirichlet, para o caso de

tais funcoes. 0 primeiro exemplo de uma tal func3o foi dado per F.
Prym em 1871, cf. [8]. Entretanto, parece que seu trabalno passou
despercebido e a maior parte dos autores modernos atribui a Jacques~
Salomon Hadamard (1865-1963) a descoberta de uma tal funcgao, em 1906.
Na segdo % apresentaremos esse interessante exempio.

Passo (ii). A existénecia de u, € uma questdc muite delicada, 0 fa-
to de ¢ ser 1imitado'inferiormente nao basta, nem de longe, para
assegurar que o seu Tnfimo seja assurido. E pouco provivel que Diri
chlet ou Riemann tenham se detido na analise dessa questio. Em ver
dade, como diz Dieudonné& [8], no estudo de fodos os problemas do
Calculo das VariagBes desde ¢ comeco do Século XVIII, essa existén
cia era tida como um fato e admitida sem demonstracgdo. [Como todos
-esses problemas representam fendomenos fisices, cremos que a questdo
da existéncia nem mesmo surgisse, uma vez gue seria a propria exis
téncta do fendmeno que garantiria a existencia de solucao para o
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problema matemdtico! Essa atitude, que parece ser prevalente nague
la epoca, tem, entretanto, uma falha conceitual. Como garantir que

o modelo matemadtico represente bem o fendmeno fisicoe? ATid3s, um dos

modos de verificar a validade do modelo & mostrar que 0. problema

matematico possui soluc8e com as propriedades que se esperam. Assim,

terTamos, de fato, a comprovacdo de que os modelos sio adequados.

No caso presente, a solugdo do problema (1)} representa a distribui
¢do da temperatura de equilfbrio, wm(z), em um corpo ©, cuja fron-
teira 3n € mantida & temperatura #(xz), constante no tempo. A afir

magao feita em (i) pode ser interpretada como a condigdo fisica de

que a enevgia te&rmica contida no corpo € um m?nimoj. Scb o ponto de

vista matem@tico, & fnaceitavel admitir-se, sem demonstragao, que

g assuma seu infime. Karl Weierstrass ({1815-1837) esteve entre os

primeiros que levantaram dividas sobre a validade do método de  Di
richlet no que se refere ao passe (if)}. Ele produziu exemplos de

funcienais limitados infertormente e que nio assumem o seu Iinfimo.

Veja a secdo 6. Hoje em dia & dificil compreender que algtEm possa

ter pensado que o passe (T1) nio requeresse comprovacdo. Com toda

nossa cultura atua] de Andlise e Topologia, sabemos que a questdo

tem a ver com algum tipo de continuidade de ¢ e de compacidade da
classe A. Mais adifante voltaremos a esse ponto, Entretanto, ha
que se atentar para o fato de que a rigerizacgdo da Analise €& obra

dos matematicos da segunda metade do século XIX, sendo o proprio

Weierstrass um de seus mais importantes contribuidores. {(Lembre que5
a formalizagdo do conceito de numeros real, base imprescindivel pa
ra uma estruturagdo rigoresa da An&lise, so foi completada na déca
da de 1870 per Canter e Dedekind,) Um dos ingredientes importantes,
aqui utilizado, & a teoria da integraclo desenvolvida por Lebesgue

em 1902. Essa teorfa permite a consideracic de espacos de funcoes

que sdo completos em normas definidas por integrais, como por exem
ple, o importante espacge Lz(g) que apareceri mais adiante,

Passo (7i71}. Neste reside a idefa principal por tras do mBtodo. A
meta de se encontrar a solugdo do problema diferencial se transfor
ma na questdo de obter um minimo para um funcional associado, que &
um problema do Calculo das VarfacBes. Os problemas do Calculo das
Variacoes envelvendo funcgdes de uma varidvel real haviam side objg
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to de estudos intensos desde os tempos de Euler, passando por La
grange e outros. Neste caso, a questdio inicial era obter a solugio
de um problema variacional (o minimo de um certo funcional, como no
caso do problema da braquistdcrona), o qual era levado para a reso
Tugdo de uma equacdo diferencial associada, a chamada equagao de
Euler-Lagrange. Com Dirichlet, o procedimento se deu no sentido con
trario.

Passo (iv). Novamente estampos em presenga de uma questdao nada sim
ples. A fungdo u; obtida (quando possivel!) & apena de classe ct.
Ha todo um esforgo adicional necessirio para mostrar que u, e, enm
verdade, de classe ¢® e, conseguentemente, a integracao por partes
realfzada neste passe & justificavel, cf. a secdo 14, Na teoria mo
derna das equagoOes diferenciafs parciais, esse passo & conhecido co

me a teariz da regularizagds.

5. 0 exemplo de Hadamard, Considere o caso em que o 8 o disco uni
2

tario em »>. O funcional ¢ pode ser escrite em coordenadas pola
res (», 8) como:
(%) ou) = J[u; + r-zu;]rdrde.

0 probTema (1) neste caso pode ser resolvido explicitamente usando-
-se o metodo de Fourier ({separagdo de variaveis, aproveitando a si
metria do dominio; a resolugdo das equagdes diferenciais ordinirias
obtidas; uso das séries de Fourier}), cf. [2]. A solugioc de (1) e
entao, dada por

L

(Zo n .
—~ + nz] r (ancos ng + b sen ng), »r <1
(5) u(r, 8} =

h(9), r =1,

cnde a_, bn sao os coeficientes de Fourier da fungao A(€), isto

o |

2m
" J h(0) sennods.

0
[Observe que, como estamos supondo apenas a continuidade de % em 3R,

am
a = = IG k{B) cosndde, B =
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nao & necessariamente verdade gque %(s) seja igual @ sua serie de
Fourier. Assim, a definicdo de u(», 8) em (5) re@her, de fato,
representacgdes diferentes para r <1 e » = 1. Nao obstante,
u{r, ) & continua em £.] Agora observe que & serd finita para
alguma fungado na classe A se e so se o for para a solucdo # do prog
blema (1) dada em {5). Por outre lade,

(6) e{u) = Tim o, {u), &, (u) = f |Vu!2dx,

t41 Rt
onde Qt’ 0 <+ <1, @& o disco de raio ¢ centrado na origem. Usan
do (5) obtemos

_ b 2 .2, 2K
@t(u) =7 3 n(an+bn)t .
n=]
Dai se segue que para cada k > 1, temos

2n

n %
L) n{a;+b:)t < @, {u) s} n(a;-+b;}.
7’1‘.:] n=

Fazendo ¢ tender a 1, wvemos que a integral de Dirichiet d({uj,
quando u & a solugdo do preblema (1), converge se e s0 se a- série
(7) n(a

convergir. D0 exemplo de Hadamard se constroi, entdo, baseado mnessa
conclusdao. A fungdo

N
h(o) = ¥ — sen(j.8)
=14
@ continua, pois a serie que a define converge uniformemente. Para
essa fungao, a, = 0 para todo =, bn = Q% quando »n = j!, e bn=0
J
para os demais =. Assim, a serie em (7) &, neste caso:
. 4
T AR
7=1

a qual obviamente diverge.
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6. 0 exemplo de MWeierstrass. Minimizar o funcional
i
oflu) = J 22u' (x ) dw

na classe A das fungBes ¢’ em [-1, 1], satisfazendo 3s condicdes
u(-1) = -1, «(1) = 1. E ficil ver gue existem fungdes = em A pa
ra as quais ¢(u) & tdo proximo de zero quande se queira. Entretan
to, se existisse w, oem A tal que :®(u0) =0, deveryamos ter
u;(x) =0, ou seja u (z) = constante, o que g impossivel de ser

compatibilizado com as condigoes nas extremidades do intervalo [-1,1], °

7. 0 principio apos as objecoes de Weierstrass, Até o final do secy
lo XIX, o Principio de Dirichlet permaneceu como um belo, mas invid
vel, programa de trabalho para a resolugao de problemas do Calculo
das Variagoes. Carl Neumann chegou a dizer que o Principio "tdo be
1o e que poderia ser t3e Util no futuro, afundou e sumiu para sem
pre de nossa vista", c¢f. [1, pag. 66] . Em 1899, David Hilbert apre
sentou a Soctedade Alemd de Matematica um trabalho de apemas 5 pa
ginas no qual ele justifica rigorosamente os varios passos do Prin
cipio de Dirichlet. Esse trabalho & um marco espetacular na teoria
das EquacBes Diferenciais Parciais. Hilbert conseguiu o que muitos
matematicos eminentes da segunda metade do século XIX tentaram e
nao conseguiram: ressuscitar o Principio de Dirichlet; alids em alu
sdo ao progndstico finebre de Neumann, Hilbert costumava dizer que
seu trabalho era a ressurreigido do Principio [1, p3g. 67]. A possi-
bilidade de usar o metedo variacional para resolver problemas na
teoria das equagoes diferenciais, come demonstrade por Hilbert, pro
porcionou aos matematicos do s&culo XX uma ferramenta poderosa no
ataque a esses problemas. A teoria das equagtes lineares elpticas
de ordem superier, como desenvolvida por H. Weyl, L. Ggrding, K.0.
Friedrichs, L. Nirenberg, P.D. Lax, F.E. Browder e outros, seguiu
as ideias basicas do Principio de Dirichlet.

Noza. 0 problema de Dirichlet, para o qual o Principio fora <criado
por Dirichlet, nao permaneceu inexplorado durante o perToqo que pre

§

|

1
i
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cedeu o trabalho de Hilbert. Alias, as pesquisas, a ele ligadas, rea
lizadas nesse periodo por matematicos como Carl Neumann, Hermann
Amandus Schwarz, Henri Poincare sao passos importantes para o desen
volvimento futuro da Analise Funcional e das Equacdes Diferenciais
Pavrciais. Inspirado pelos trabalhos de Neumann, Ivar Fredhelm desen
volveu sua teoria das equagdes integrais e obteve em 1900 uma outra
resolugao do problema de Dirichlet. Essa teoria & um dos mais impor
tantes marcos no processo evolutivo da Analise Funcional.

Parte B: 0 principio no seculo XX

8. Um resultado da topologia: "Seja f:x -+ B uma funcdo real semdi
continua inferioamente defindida em um espage tepeligice compdaeto. En
tido:r (i) 5 & Limitada infentormenie, (ii) exdste =, € X zaf que

Flz,) = Inf F."
X

Esse 2 um teorema bem conhecido de Topologia Geral. Veja por gxem
plo a referencia [3]. Para conveniencia do leitor ofereceremos sua
demonstragdo a seguir, e dedicaremos a Secdo 10 ao conceito de semi
continuidade inferior.

Definicdo. Uma fungdo real f:X¥ + B definida em um espago topoldgi
co & asemicontinua inferdiormente se a imagem inversa, pela F, de
qualquer semi-reta aberta (a, +=) & um abertc de X.

Demonstracao do teorema acima. (i) Como
bt 1
¥ = | £ {-n, =)
n=]
segue-se, do fato de X ser compacto, que existe n » inteiro posi
tivo, tal que ”
° =1
X = U f ('ns w)s
n=l
0 que mostra que f(«) > -n , para todo =z € X. (i1) Seja 2o in
fimo de f em X . - Suponhamos, por contradigaoc, gque £ naoc seja as
sumido. Entdo
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X =
k]

f'1(9,+-, w). AN

=g

]

Usando a compacidade de ¥ obtemos um 7 tal que
7, o .
X=Uf{£+;s°°)!
n=1

6 que implica que f{z) > 2 + n;l para todo x € Xx. Isso contra
diz o fato de % ser o Tnfimo de £ em x. 0

Nota. Com a presente secgdo iniciamos a segunda parte de nosso tra
balho. Vamos apresentar infcialmente uma certa por¢do de matemdtica
moderna: alguns resultados de Topologia Geral e de An3lise Funcip

nal. A seguir vamos ver como isso se liga ao Principic de Dirichlet.

Evidentemente nao poderemos ser auto-suficientes. 0 leitor interes-
sado devera procurar textos sobre essas areas. Para Topologia Geral
recomendamos as referéncias [3] e [7]. Para Analise Funcional, as
referéncias [6] e [9].

9. A topologia fraca. A bola unitidria fechada, g, (0), de um espa
¢o de Banach F & um espacgo topo16§ico (em verdade, um espaco metri
co) com a topologia da norma. Entretanto, com essa topologia, pode
-se demonstrar que 3 (0) & compacto se e 55 se £ for de dimensio
finita. Come veremos mais adiante, seri importante tentar aplicar
0 teorema da seégdo 8 quando X = B, (0]. Esbarramos, porém, com a
dificuldade inicial de que, no caso fnteressante para nos, E & um
espaco de fungdes, e sempre de dimensio infinita. Daj a necessidade
de considerar em E?TﬁT outras topolcgias que o tornem um espago com
pacto. Mas, que topologia? Vejamos. Por que & que a bola B, (0) de
um espago de Banach de dimensdo infinita nio & compacta? A razio &
que a topologia da norma tem abertos em demasia! Podemos entender
isso seguindo duas Tinhas diferentes de raciocinio, de acordo com
¢ conceito de compacidade que se utilize: (i) Heine-Borel: "x & com
pacto se toda cobe?tura de X por abertos possui uma subcobertura
finita". (Esse foi o conceito usado na demonstragao do teorema da
segao 8). No caso em pauta, terfamos tantos abertos 3 nossa disposi
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cio que seria facil construir coberturas infinitas de B0} por
abertos que utilizariam de modo essencial todos esses abertos. Exem

plo: ¥ = 2*. As bolas abertas Blf(iej)’ onde ej=(0,”30;u0,.“),

cobrem ETTES. Entretanto, nenhum numero finito delas basta. (i)
Bolzano Weierstrnass: " x & compacto se todo subconjunte infinito
possui uma sequencia convergente”. Quanto mais aberios houver na
topologia mais dificil serd para que uma dada sequéncia cenvirja.
No nosso caso, a ndo compacidade de E:_Tﬁj & vista, por exemplo,
em X = 22, tomando ¢ conjunto infinito (ej), Jj =1,2,.... Como
”ej"eku = /2 para 4 # k, ndo B possivel retirarmos desse con
junto uma sequéncia convergente,

Consequentemente, a topologia a considerar deve ter nenos
abertos que a topologia da norma. Para tal utilizamos a fopofegia
fraca em E, assim definida., Seja I* o espago de Banach dos
funcionais lineares continuos em E., A colegdo de todos os conjup
tos V{4, g) definidos a seguir constituem uma base de vizinhan
gas do 0 para a topologia fraca de E:

V(4, g} = {x 6 B: |2%(x)]| « e, z* B A},

para todo subconjunto finito 4 de E* e todo € > 0. Nem todo
espago de Banach munido com a topologia fraca & tai que 5:?57 58
ja compacta nessa topologia. Em verdade, os espagos de Banach, pa
ra os quais essa propriedade & vdlida, constituem a classe dos 24
paces neffexives. (Esse & o teorema de Eberlein-Smulian cf. [9]).

Essa classe inclue ps espagos de Hilbert, 0s espagos LP(Q),] <pdw,
os espagos de Sobolev W' 'P(@), m=>1, 1 <p< «. A ela nio per
tencem 0s espagos MRy, m > 0. Esta ultima observagdo & cruciall
E por isso, que vamos mudar a classe das fungbes admissiveis utili
zadas no Principfo de Dirichlet. Como tencionamos aplicar o teore

ma da se¢de 8, e um certo tipo de compacidade sera necessario, va
mos trabalhar cem o espagec de Sobolev WI’Z(Q). Mais precisamente,
trabalharemos com um subespago dele, ¥3**(0), que & formade de
fungdes que se "anulam" na fronteira. Neste ponto pode parecer ao
leitor que tal escolha nfo tem uma razio sdlida; entretante, roga
mos a sua paciencia até& a Se¢8o 13, quando tudo estara clarc. Espe
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ra-se! A palavra anulam estd entre haspas pois as fungoes conside
radas sdo do r1%; um elemento do 1> B uma classe de equivalen
cia de fungdes; duas fungdes w € u estdo na mesma classe se
, = u, fora de um conjunto de medida zero. Portanto se T & um con
junto de medida zero, » = 0 em T ndo individualiza nenhuma clas

se de equivalencia. Veltaremos mais adiante a essa guestdo quando

u

introduzirmoes a nocdo de "trago".

10. Semicontinuidade inferior. Na seciao 8 ja definimos o conceito
de semfcontinuidade inferior. Uma fungdo real fi¥ -+ R definida
em um espago topoldgico X & sequenciafmente demicontinua inferion
menie se, para toda sequéncia convergete em x, X, * T tivermos
que

Flz) < Yim inf f(xn}.

0 conceito de semicontinuidade sequencial € bem mais comodo e mais
facil de ser utilizade do que aguele de semicontinuidade definida
na se¢do 8. Entretanto & um conceito mais fraco; mas pode-se pro
var 05 seguintes fatos: (i} toda funcgdo semicontinua inferiormente
g sequencialmente semicontTnua inferformente; (ii) em espagos me
tricos (e, wais geralmente, em espagos topoldgicos satisfazendo o
19 Axioma de Enumerabilidade) os dois conceitos sio equivaientes.

Vamos agora estudar o conceito de semicontinuidade inferior
para fungoes reais s:g + B definidas em um espaco de Banach muni
do da topologia fraca. Neste caso, os dois conceitos definidos aci
ma recebem mais um qualificativo: "fracamente". Juando & que uma
fungdo fracamente sequencialmente semicontinua inferiormente & tam
bem fracamente semicontTnua inferiormente? Daremos a resposta para
0 caso de fungbes reais f:4 - R definidas em um subconjunto Limi
tado 4 de um espago de Banach £&; portanto, o espago topologico
em pauta sera 4 com a topologia induzida pela topologia fraca de
E, Temos entdo:

(i) Se g4 + r for fracamente sequencialmente semicontTnua infe
riormente, e o dual E* de £ for separavel, entio f & fracamen
te semicontinua inferiormente. (Isso se segue do fato de 4, muni
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do da topologia fraca, satisfazer o 190 Axioma de Enumerabilidade.
Mais precisamente, segue-se do seguinte teorema: "A‘Eopologia fra

ca da bola unitaria fechada de um espago de Banach g metrizavel
se e 50 se EY for separivel”. Ver [10, Theorem V,5.2, pagina
426]. Em particular, o resultado & vi&lido se 7 for reflexivo e

separavel, pois, nesse caso, a separabilidade de z* seguir-se-ia,

(i1} Se fF:4 =R for fracamente sequencialmente semicontinua in
feriormente e I for um espago de Banach reflexivo, entio fe fra
camente semicontinua inferiormente. A demonstracdo desse fato re
pousa no seguinte teorema: "Seja 4 um conjunto limitadoe num espa
¢o de Banach reflexivo. Entdo, para todo « na aderencia fraca de
4 existe uma sequencia (mn) de pontos de A que converge fraca
mente para «". Ver [4, pag. 81]. Na discussdo precedente, & es-
sencial restringirmo-nos a funcoes definidas em um conjunto limita
do; ha um exemplo de Von Neumann [10, p. 438] de um subconjunte
{ndo Timitado) 4 de um espago de Hilbert, tal que 0 pertence a
sua aderéncia fraca, mas ndo existe nenhuma sequéncia de elementos
de A4 convergindo para 0,

Portanto, o teorema da segdo 8 jmplica o seguinte resuita
do: "Sefam X a bola unitdria fechada de um espago de Barach regle
xivo, ¢ f:X¥ + B uma fungdo seguencialmente fracamente semicanitd
nua Lnfendiormente, Entde f B Limitada Cnferdchmente o assume seu
Tafimo em X,

11. Reformulagéo do Probhlema de Dirichiet. Seri mais conveniente
discutirmos o problema

(8) ~Au = g em @, u = 0 en 3,

que & também um problema de Dirichlet, @ & um dominio limitado
g € ¢'(2) & uma fungiio real dada. Uma solucdo cldssica de (8)

uma funcdao u € CZ(Q) n c’(d) que satisfaga a equagdo em (8)

que seja igual a 0 em 3% O problema (8) &, de certo modo, equi
valente ao preblema (1), cf. {5, p. 107]. Alertamos o leitor para
o fato de que o problema (8), com a mera hipdotese de ¢ ser continua,
em geral ndo possui solugdo classica. Um exemplo de uma tal fun

o m
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1
- - . e . 2 N z 27
c30 & 0 sequinte: 0 & o disco unitiric em £°, e |x|=ﬂzl| +|x,) )

e a norma de x = (xl,xz) ¢ r::
0 s x =0

glz) = . ,
(tog|= |} |=| =,z,, =« # 0.

Portanto, se se deseja que (8) possya uma solucio deve-se reque
rer mais condigoes da fungao g. Uma condigdo suficiente &€ g ser
Hdlder-contTnua; foi precisamente para esse proposito que Holder
introduziu esse conceito! Compare essa situagaoc com o caso das
equagbes diferenciais ordindrias: se u"(z) = g{x), = 6 F, e ¢
for continua entdo uma solugdo u dessa equacdo & necessariamente
de classe C?, o que se segue atravas de uma aplicacgdo simples
do Teorema Fundamental do Calculo.

E possivel tratar o problema (8) diretamente dentro do apa
rato dos espagos de funcgOes diferencidveis com derivadas Hé1der
continuas, e obter-se a solucdo c¢l@ssica. Entretanto, a partir da
decada de 1950, desenvolveu-se intensamente uma outra limha de
ataque que tem a vantagem de se aplicar a muitos outros problemas
lTineares e nao lineares. E essa a diregdan que preferimos neste
trabalho. Neste metode, formula-se um "problema generarilizado"as
socfado a (8). A caracteristica b3asica desse novo probiema & que
uma solugdo classica de (8) & também solucdo dele, & quase (‘)
vice-versa: uma solugido dele, que possuir propriedades adequadas
de regularidade, & tambem solucdo de (8). Para formular o proble  ~
ma variacional, necessitamos de um espaco de Sobolev qué introdu
ziremos na proxima sec3o. Mas antes disso vamos motivar a forma
que o problema generajizado tera, 0;(9) designa o espacgo das
fungdes continuamente diferencidveis e de suporte compacto em @
o suporte de uma funcio u:% » R & a ‘aderencia do conjunto
{r € Q: u(z) # 0}. Multiplicando a equacio em (8) por v € C;(Q)
e integrando por partes obtemos

(9) J Vu Vv = ng, ¥ v 6ol ()

Podemes, pois, formular 0 seqguinte problema: encontrar
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w € ci{a)n Co(ﬁ) que satisfaca {9) e que seja igual a 0 em 3p. E
te problema & mais fraco que o problema (8): toda SSHUQSD de (8)

solugao desse novo problema, mas a solu¢io desse nove problema &,
em principio, uma funcdo de classe c? apenas. Como dissemos an
tes ndo vamos trabalhar com o35 espacos Cm(ﬁ) de fungdes diferen
ciaveis, pois eles ndo possuem a propriedade de reflexividade. Por
tanto teremos que reformular o problema (8) usando (9), mas consi
derando fungdes em espagos de Sobolev.

5
3

12. 0 espago de Sobolev #W'’*(Q) e seu subespago ¥!’(g). Faz-se
necessario estender o conceito de derivada. Dizemos que uma fun
¢io u € L2(Q) possui denivadas primeiras em L2(Q) se existirem
fungoes Uy € L¥Q), 4 = 1,...,8, tais que

(18) 7 f ujv = -[uﬂjv, ¥ v g c;(g}

onde Dj = a/axj. Esses 25 sdo chamados as dexndvadas 4fracas de
. Se u for de classe ¢ em 9, entdo Ug 8 a derivada Dju
usual. Por essa razao, designames u., por D.,u, NO €aso geral
também. Defénimos w''2(Q) como sengo 0 subegpago das funcgoes do
EZ(R) que possuem derivadas primeiras 2.u em Lz(g). Definindo

1,2 d
em ¥ * (f) a norma
1

(11) ||z.¢||wl’2 = Uu"‘ + J|Vu.| 2:!'2‘

pode-se provar que ele @ um espago de Banach. AlEBm disso, essa nor
ma provém do produto interno

(u,'u)w1=2 = Juv.+Jvu.vv

o que faz de W?(Q) um espagco de Hilbert. Nesta secio, faremos
uma serie de afirmagbes, muitas delas nada Obvias; o Ieitbr inte
ressado poderd consultar [6] para ver as demonstragdes. Pade-se
provar os seguintes fates:

{i}) Teorema de Meyers-Serrin. 0 conjunto CJ(Q) n Wl’z(ﬂ) 2 denso
0 ¥
em W ().
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(i1) Teorema de imersio de Sobolev. A inclusdo W ’2(R) = 1?(Q) &
compacta; isto &, uma sequéncia limitada (u,) enm w'*2(Q) possui
uma subsequéncia convergente em Lz{ﬂ). Supomos aqui que £ seja
de classe cl, apesar do resultado ser verdadeiro em condigdes
mais gerais.

(iii) 0 traco de uma fungde. Suponha 0 de classe c'. A cada
u € #W'°*(q) corresponde uma fungdo # & Z(3R), chamado o trago
de u em 3n tal que

U < {
ETRONE. T .

onde ¢ @ uma constante independente de . A nomenclatura "tra
¢o" se justifica, porque no caso de u € c' (), # & de fato a
restri¢do de = a 3@.

Deginimos agora W;’z(ﬂ) como sendo 0 subespago de
¥'**(q) formado pelo completamento de C;(Q) na forma de W *%,
Segue-se imediatamente, do Teorema dos tracos, que o trago de
W;’Z{Q) em 30 € zerc em quase toda parte. Usando o Teorema Fun
damental do Calculo pode-se provar que existe uma constante ¢ >
tal que

(12) J u? 4 CJ}VR[z, Vou € ci(a),

e consequentemente, por continuidade, para todo » € W'*?(Q). A ex
pressac {12) & conhecida come a desigualdade de Poincaré. Ela mos
tra que, em W;’?(Q)}, a norma (11) e a norma

1

(13) 1l = [[1eur?}?

sdo equivalentes. Consideraremos em W)°?(Q) sempre a norma (13).

13. 0 probiema de Dirichlet generalizado e o princTpio de Dirichet.
Apds as observacgfes das segoes 11 e 12, & natural agora considerar
o problema: achar u € W;**(Q) tal que

(14) Jvu-vv = ng ¥ v g C;{ﬂ),
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o qual & chamado o problema de Dirichlet generalizado. Nesta formu
lagio generalizada, requer-se apenas que a funcae g seja de LZ(Q).
A seguir, considere o funcional ¢:W1’2(9) + B dado por

(15) o) = 3 JIvul® - [gu,

que evidentemente est3a bem definido sobre todo o espago WJ’Z(ﬁ).
Se u, for um minimo {ou, mais geralmente, um ponto critico)} de
¢ entdo wu, @& solugdo do problema de Dirichlet generalizado. be
fato, {14) & a equagdo de Euler-Lagrange do funcional {15). Portan
to, a pesquisa da solucio de (14) se reduz & questdo de obter o

ponto critico do funcional (15). [Observe que (14) possui no maxi
mo uma solucdo. De fato se u, e u, fossem duas solugbes de (14},
entdo u,-u, serta tal que e produto interno (“1'“2!U)W1,2 =0
para fodo v € C:(Q) e per continuidade para todo v & Wﬁ’z{ﬂ).
Tomando entio » = u -u,, obterfamos [lu~wll = 0 ou seja u = u].
A questdo de existéncia de um minimo para ¢ @ estabeleci-
da utilizando-se o teorema da secgdo 8, Usando, sucessivamente, &
destgualdades de Cauchy-Schwarz para fungoes do > e a desigual

dade de Poincaré, obtemos
2 2 3
eu) 2 L ilull = llall a2 51l ®- 7 ligh itul.
L L L
Portanteo, existe g7 > 0 tal que
{16) &(u) > 0 ¥ildl > R
E imediate ver que o funcional & fracamente sequencialmente  semi

contTnuo inferiormente. De fato, a norma de qualquer espago de Ba
nach tem essa propriedade, e pelo teorema de imersdo de Sobolev

a aplicacfo u € W;’z(ﬂ) > Jgu 2 fracamente sequencia1menfe con

tinua. Como W;’Z(Q) E um espago de Hilbert, seque-se que podemos
aplicar o teorema do final da secdo 8 para concluir que existe
u, € Wi2E(Q), 'HuoH < R tal que

ou,) = Min {(I>(u): [l < R}.
Como ¢{0) = 0 segue-se que #u,) 20 e consequentemente

'
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fluoll < B, em vista de (16). Ve-se tambem que u, € o minimo de ¢
em todo #g'?{R). De acordo com o que observamos “ anteriormente,
U, & a solugdo do problema de Dirichlet generalizado.

14. A regularidade da solucao generalizada. Suponhamos agora que a
funcio g seja Holder continua: g € ¢™{). Mostraremos que a solu
géo u, obtida na secdaoc anterior possui derivadas segundas continuas.
Uma vez demonstrado esse fi%to, poderemos integrar por partes em {9)
e obter

-[Auoev = ng ¥ € C,(R),

gque provara que -du, = g, Para completar a assercdao de gue U,
a solucdo classica do probiema (8) restaria somente demonstrar gue

O

=
e

€ ¢"(3), uma vez que ja sabemos que u, = 0 no sentido do Zz*(30);
para esse passo recomendamos o livro de Fritz John, "Partial Diffe
rential Equations".

Necessitaremos de dois resultades da Teoria do Potencial, pa
ra cujas demonstracBes recomendamos a referéncia [5]. Incentivamos
0 leitor a ir 13 e estudar as demonstragoes que ndo sdo dificeis!

(i) A solucao fundamental da equacao Az = 0 (tambem chamada de po
tencial newtoniano) e a fungdo

—(?:;TF |x[2um, para N >3
Glz) = w

1

— 1o xzt, ara § = 2,

|77 g =} P

onde oy, € a area da fronteira da bola unitaria de &Y. Prova-se que
se g € Cc%(Q) entdo u = g*G § cMQ) e btu=g em Q. A funglo
u e definida por

u(@) = [ olz-yle(y)dy.
Q
{(ii) Lema de Weyl. Se u E w'**(Q) e
I Ju.¥v = 0, Vv g c;(g)

entdo u E C(R) e du=0 em Q,
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Provemos agord que u, € C¥Q). Basta mostrar que u, B O (R )

para abertos Q', tais que g§' = 2, Seja ¢ E q:(ﬁ) com ¢=1 em
e'. Entdo -¢g € (J(R), e do fato (i) acima obtemos que

w = {-pg}*G € 02(9) e Aw = -~g em Q'

Consequentemente, usando integragio por partes, temos

JV(uu-m)-VU= 0 ¥ vE C;(Q')

de onde se segue, usando o lema de Weyl, que g ~w € CT(R). Como
w € 02(9), ebtemos finalmente que wu, € 02(9'), como gueriamos pro
var.

15. Outros resultados. 0 grande mérito do método variacional Gtili
iado neste trabalhc para resolver o problema de Dirichlet {8) & que
ele serve para tratar muitos outros preblemas lineares e nao linea
res, Por exemplo, seja F:R + F uma fungdo continua Limitfada e con
sidere o problema de Dirichlet nio linear

{17) ~du = f{u) em Q, u-=0 em 9.

0 problema generalizado associado &: determinar u € W;’Z(Q) tal
que

(18) Iw.w =J Flu)w ¥v e (0).

0 segundo membro de (18) faz perfeito sentido porque Fu) € Lz(ﬂ),

quandoe u € Lz(ﬂ); mais que isso, ela pertence a L”(Q). Agora es
1,2

crevamos o funcional ¢:¥;!°(2) ~ R, cuja equagdo de Euler-Lagran
ge & (18). Seja
t
Fe) = | fles, toen.
0
Entdo

(19) o) = 3 [ial” - fro).

Observe que a segunda integral em (19) faz sentido porque
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(20) [P(2)| < cl¢], ¥ ¢t &R,

e, consequentemente, Flu) € Lz(n), quando u € LZ(Q). Agora, usan
do (20) e a desigualdade de Poincaré obtemos

2(u) 2 5 llull’ - cllul

onde ¢, e uma constante que depende somente de ¢ em {20) e do vo
lume de Q. Logo existe R > 0 tal que

(21) o(u) > 2(0). ¥ [ §R.

A idefa agora & aplicar o teorema da secic 8 ao funcional & restri
to 3@ bola B {0) de w,’%(Q). Para isso, resta apenas mestrar
que ¢ seja fracamente seguencialmente semicontinua inferiormente,
e para isso basta provar que, se uw,_ converge fracamente para u
em W;’Z(Q), entao

[ rtu,) et

Isso, porem, se segue do teorema da imersio de Sobolev, que implica
" que ¥, *u em z*(a), e do fato que F(un) + Flu) em L (a),
como consequéncia da estimativa (20). Em virtude -de (21}, u, & tal
que [fu [l < & e daf se segue que ele & solugdo de (18).

Reflexoes finais. Tude issc & apenas um comeco! Os métodos e ideiasg
introduzidas neste trabalhe se aplicam a muitos outros problemas 1i
neares e n&o lineares. 0 operador A pode ser substituido por ope
radores elipticos mais gerais. 0 terme nio linear 5 da equacgao (17)
pode ser uma fungao nde limitada em R. 0 funcional & pode nao
ser limitado inferiormente, mas a solugdo de (17} & ainda um ponto
critico do funcional o. Portanto, h3 interesse em pesquisar pon
tos criticos de ¢ que nio sejam pontos de minimo, mas sim pontos
 de sela. Isso @ um dos fascinantes problemas da Analise Funcional
nac Linear. Muito se tem feito, mas ha ainda muita coisa por fazer.




84

1]
(2]

(3]
]

5]
£6]

7]
G5

(9]
Q103

Referencia Bibliografica

C. Reid, Hifbent, Springer Verlag (1970).

D.G. Figueiredo, Anafise de Fouriern e Eguacies DLﬁeRQHCL&Lé
Parcdiais, Projeto Euclides, IMPA-CNPq (1977).

%15 %1ma, Efementos de Topofogia Geral, Ao Livro Tecnico S.A.
70

F.E. Browder, Nonrfineaxr Opernators and Nonlinearn Egquations of
Evolution in Banach Spaces, Proceedings of Symposia inr Pure
Mathematics, vol. XVII, Part 2, American Mathematical Society
(1976).

G.B. Folland, Intreduction £o Particf Differentdial Equations,
Frinceten University Press (1976).

H. Brezis, Anafyse Fonetionelle, Thiorie et applications”,
Massgn (1983).

J. Dugundji, Topefogy, Allyn and Bacen, Inc. (1966).

J. Dieudonne, Aistony cf Functional Analysis, North Holland
Publishing Company (1981).

K. Yosida, Functlonaf Anafysis, Springer Verilag, 42 edic¢io

{1974).

N. Dunford and J.T. Schwartz, Linear Openrafonrs, Parat 1: Genenad
Theony, Interscience Publishers, Inc. (1958).

Pepartamento de Matematica
Universidade de Brasilia
70.910 Brasilia, D.F.




