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UMA INTRODUGAO A HISTORIA DA GEOMETRIA
PROJETIVA

Abramo Hefez

1. As Origens

0 Renascimento (aproximadamente de 1400 DC a 1600 DC) fei um
periodo marcade por profundas transformagbes do pensamento humano.
Em particular, as Artes Plasticas e a Geometria, dois campos com
estreitas ligagles e cristalizados por mais de doze sécuios, passa
ram por uma revolucac que as libertou do jugo do classicismo grego
antigeo.

A representagao de figuras estaticas na pintura e na escul
tura gregas, com grande preocupacao esté@tica quante & forma, mas
sem nenhum onteiido dramatico, foi gradualmente cedendoc Tugar para
a representacao de cenas de agao onde os personagens refletiam DS
seus estados emocionais.

s artistas passaram a necessitar de técnicas e conceijtos no
vos para que a sua obra se tornasse uma boa representagao da reali
dade, ou muitas vezes de sua fantasia.

A Geometria Euclidiana, com as suas nogdes de semelhanga g
de equivalencia de figuras mediante as congruéncias, ndo era capaz
de atender &s novas necessidades. Foi entac surgindo, de modo intui
tivo, a no¢ao de Pemspectiva nos trabaihos dos pintores do inicio
do seculo 15.

A primeira sistematizacao matematica do conceito de perspec
tiva, foi feita em 1435 pelo italiano Leone Battista Alberti. A ideia

(*) Estas sac notas de uma palestra proferida na_reunido regional da S.B.M.
em comemoragao dos 20 anos do Curso de Matematica da Universidade Federal
do Espirito Santo, Vitoria Outubro de 1985,
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de Alberti foi a de simplificar o complexe mecanismo da visdo. A
grosso modo, a visdao humana e o processamento das duas imagens pla
nas, ligeiramente deslocadas uma em relacdo a outra, formadas uma
em cada ofho. 0 cérebro entac recria a sensacio de tridimensionali
dade.

A propesta de Alberti foi a de pintar o que um so olho  ve,
recuperando na tela a sensagao de profundidade com um jogo de luz
e sombra e com a diminui¢ao da intensidade da cor em fungao da dis
tancia.

0 modéio matematico & simples. Entre o 01ho e 0 objeto a ser
pintado, forma-se um cone de raies luminosos, chamade de Cone de Iama
gem ou de Projegac. A pintura & entaoc idealizada como uma segdo des
te cone pelo plano da tela. Este método € chamado de Secao de Pao
jegao, Como a tela ndo € transparente, ela deve ser posta desloca
da em relagao ao cone de fmagem. Atberti deu entdo uma série de re
gras para transpertar para a tela o que estaria na segao plana do
cone. Fate notavel, € que olhando para a pintura, tem-se a mesma
sensacado que se teria se se olhasse para a cena pois, 05 raios que
emanam do quadro simulam os raics que emanariam do objeto. Claro es
ta que, tomando duas sec¢Oes diferentes da mesma projecdo, obtem-se
duas representactes da mesma realidade.

Uma pergunta natural que se apresenta a este ponto &, quais
sac as propriedades comuns a duas secoes de uma mesma projecao? Tais
propriedades sao chamadas de Projetdivas. Por exemplie, a incidencia
de pontos e retas sdo propriedades projetivas enquanto que, as e
¢oes de uma mesma proje¢io ndo preservam, distancias, angulos e tam
pouco nogdes tao caras a Geometria Euclidiana tais como, paralelis
mo de retas e semelhanga de figuras (veja figura 1).
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Isto foi o ponto de partida para uma nova geometria, chama
da de Geomeinria Prcjetdva. o

As idéias projetivas apareceram de modo bem vago pela pri
meira vez em 1604 no livro Otica Astronomica de autoria de Kepler.
Apolonio e Arguimedes haviam observado que o circulec, a elipse, a
parabola, a hipérbole e o par de retas concorrentes podiam ser ob
tidos por segao de um cone circular reto. Kepler foi mais longe no
tando que cada uma destas curvas pode ser deformada continuamente
numa das outras. Ao varfar continuamente o plano da segdo, ¢ cir
culo se transforma numa elipse que se transforma numa parabola pa .
ra a seguir se transformar numa hipérbole, Kepler deu a seguinte
explicacao: da elipse para o pardbola, um dos focos "vai para o
infinito"” para na hipérbole reaparecer do outre jado. A nogio de
ponto no infinito s0 serfa esclarecida mais tarde.
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2. 0s Primeiros Passos

AN

0 engenheiro e arquiteto frances Girard Desargues (1591-1661)
foi o primeiro a introduzir o método projetivo na geometria. Na ten
tativa de sistematizar o trabatho de Apolonio sobre conicas, Desar-
gues imaginou o seguinte método inovador para demenstrar teorema 50
bre conicas. Todo teorema gue trata de incidéncia de pontos e retas
para conicas, pode ser demonsirado inicialmente para o circulo para
depois, por projec¢ao e secao ser transportado para as conicas. Com
esta idéia bem simples, Desargnes foi capaz de demonstrar, com um
m&todo unificado, varios teoremas esparlos de Apolonio.

Uma grande contribuic¢io conceitual de Desargues, alem do me
todo descrito acima, foi a introdugdo do Planc Paojefdive Real, que
da maior uniformidade aos tecremas de Geometria Euclidiana e ac mes
mo tempo esclarece a nocae de pontos no infinito.

Seja dado um centro de projecdo 0. Do ponto de vista proje
tiva, sio equivalentes todos os pontos, distintes de 0, que estdo
sobre um mesmo raio passante por 0. Isto estabelece uma partigao
do espaco tridimensicnal reai, menos o ponto 0, em classes de equi
valéncia. 0 Plano Projetivo Real 7 (IR) & o conjuntc destas clas
ses.

Uma segao & um conjunto de representantes de classes que es
tio sobre um mesmo plano 7 ndo passante por 0. Cada classe tem
no maximo um representante em w. Ha classes que nao tem represen
tantes em w, sao as classes gue consistem das retas passantes por
0 e paralelas a =, Cada reta passante por 0 e paralela a 7, ex
ceto uma, tem um representante na reta # (veja figura 1}, Portan
to, o plano projetive real pode ser imaginado como sendd o plano Eu
clideano acrescido de uma reta e um ponto. O porto & considerado pon
to no infinito da reta e a reta, como reta no infinito do planc.

E facil ver que, no plano projetivo, duas retas distintas se
intersectam sempre num ponto {(veja figura 1). Com isto, as relagoes
de incidencia entre retas e pontos na Geometria Projetiva tornam-se
mais simetricas do que na Geometria Euclidiana
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Axiomas de incidencia da Geometria Fuclidiana:
1) Dois pontos distintos determinam uma reta com a qual sao inciden
tes

2) Duas retas distintas tem neo maximo um ponto com o qual sao inci
dentes.

0 axioma 2 permite que as duas retas nao tenham nenhum ponto
em comum como € o casc para retas paralelas.

Axiomas de incidencia da Geometria Projetiva:

1) Dois pontos distintos determinam uma e somente uma reta com a
qual saoc incidentes.

2) Duas retas distintas determinam um e somente um ponto com o qual
sao incidentes,

Os axiomas de incidéncia da Geometria Projetiva nzo contra-
dizem nenhum axioma da Geometria Euclidiana. Trata-se tao somente
de ajustar as coisas a nivel de semantica. Duas retas sdo paralelas
no plano euclidiano se e somente se elas se encontram no infinito no
plano projetivo.

0 primeiro teorema novo da Geometria Projetiva & o famoso teo
rema de Desargues que relaciona dois triangules em perspectiva. Duas
figuras dizem-se em Perspeciiva a partir do ponto O, quande elas
sao secoes de uma mesma projecac de centro 0. '

Teorema {Desargues). Dois tridngulos ABC e A'B'C' estao em pers
pectiva central se, e somente se, 0s prolongamentos de AB e A'B',
BC e B'C', AC e A'C', determinam tres pontos colineares.
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Para demonstrar este teorema, Desargues usou o teorema de
Menelaus da Geomeiriaz Euclidiana, portanto os métodos para obter teo
mas projetivos eram ainda os da Geometria Euclidiana.

Desargues também descebriuv um importante invariante projeti
vo, a bi-razdo de quatro pontos, que & definida como segue:

Dados quatro pontos colineares 4, 3, C e D, a bi-razao
destes quatro pontos & o numere

BA ;DA
BC'DC

Teorema (Desargues). A bi-razao & um invariante preojetivo.
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A consagracgdc do métado projetivo introduzido por Desargues
foi alcancada quando Pascal (aos 16 anos) sab a influBncia  direta

de Desargues demonstrou o teorema sobre hexdgonos inscritos em coni

cas. Este teorema mostrou como o métodc projetivo tornava faceis
teoremas que seriam muito dificeis para a Geometria Euclidiana.

Teorema (Pascal). Se os seis vertices de um hexigono estac sobre uma
conica, entdo os trés pontos de intersecao dos pares de lados opos
tos sao colineares.

Pascal demonstrou inicialmente o teorema para hexagonos ing
critos em circulos usando teoremas da Geometria Euclidiana. E pro
vavel que Pascal tenha tambeém usado o teorema de Menelaus, mas dis
to ndo se tem certeza dado que seu trabalho sobre conicas foi perdi
do. 0 teorema & ent3o transferido para as conicas pelo método de se
¢ao € projecao. Forma-se uma prejegac de centro 0 fora do nlano
do circulo e toma-se uma segao de modo gque se obtenha a conica dese
jada. Sobre esta conica o hex3gonoc & transportado e como a nogao de
colinearidade @ preservada por secao e projecdao, a prepriedade vale
para as conicas.

3. 0 Metodo Sintético

0 trabalho de Desargues, apesar de apreciado por matematicos
como Mersenne, Fermat e Descartes, nao foi compreendido pelo pﬁb]i
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co em geral para o qual era dirigido., Desargues desgostoso, retiroy
-se da atividade cientifica. 0 principal trabalho dé‘Desargues foi
perdido e so fei reencontrade em 1845.

No final do s&culo 18, infcio do s€culo 19, floresceu na Eco
le Polytechnique de Faris uma escola de geometria cujo inventor era
Gaspard Monge e 3 qual pertenceram entre cutros, Poncelet, Carnot e
Brianchon.

Jean Victor Poncelet (1788-1867), enquanto prisicneiro na
Rissia em 1813-14 apds a dramatica retirada Napolednica, na tentati
va de reconstituir o que havia aprendido de geometria com Monge, re
descobriu a Geometria Projetiva,

Poncelet foi o primeiro a reconhecer a Geometria Projetiva co
mo um novo ramo da matemdtica e se propos a achar todas as proprie
dades geom@tricas das figuras que sao nvariantes por projecdes e
SeC0es,

0 trabalho de Poncelet baseia-se sobre tras idéias basicas.
Estas id&ias, na realidade, 530 anteriores a Poncelet, ele apenas
as tomou como base para o seu trabalho dando-Thes uma ampla aplica
¢ao.

1) A primeira idefa utiliza a nogado de Figuras Homofdgas. Poncelet
define duas figuras como sendc homologas, quando uma pode ser
obtida da outra, mediante uma sequéncia de projecgbes e secgbes. A
ideia, uma redescoberta do metodo de Desargues e Pascal, consis
te em encontrar uma figura mais simples do que a original e homo
loga a ela, estudar as suas propriecades gue sao invariantes por
projecoes e secgbes e assim obter propriedades da figura mais com
plexa. Um exemplo disto, & a reducdo que Pascal fez de um teore
ma sobre conicas a um teorema sobre o circulo.

2y A éeguﬁda idéia & o Principio de Continuidade. Este principio
sobre 0 qual se baseia grande parte da Geometria Preojetiva do s@
culo 19, fei um dos argumentos gue mais suscitaram polemicas em
matematica. Nos padroes de rigor da atvalidade, as demonstragoes
que usam tal principio ndo s3o aceitas como tal, mas como sim
ples raciocinies heuristicos. AtE o presente momento, varios re
sultados obtides usando este principio, aguardam demonstracao.
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Nas palavras de Ponceiet, o principic & o igguinte:

“Se uma figura & cbtida de uma outra per mudanga continua,
e a Ultima & tado geral cuanto a primeira, entao qualquer proprig
dade da primeira pode ser enunciada imediatamente para a segun
da figura".

As objegBes ao principio s3o a de que o conceito de genera
lidade de figuras & vago e de que nao & fornecida nenhuma demaons
tragdao deste principio.

Uma possivel aplicagdao do principio & a "obtengao” do teo
rema de Pappus a partir do Teorema de Pascal

Jeorema de Pascal Teorema de Pappus

Fig. &

Para que o principio funcione em varias situacbes, Poncelet
teve que introduzir, além des pontos no infinito do espago proje
tivo, a nocgao de pontos imaginarios. Do ponto de vista geométri
co, estes pontos est3o envolvides por uma aurecla de mistério.
Veremos mais adiante que do ponto de vista algébrico, isto cor
responde a considerar o espago projetivo sobre o corpo dos nume
ros complexos. '

Por exemplo, sejam dadas duas conicas no plano real que " se
intersetam em & pontos distintos. Dois circulos distintos tem
no maximo dois pontos em comum. Como os circules podem ser obti
dos por deformagfes continuas das conicas, dois pontos de ‘inter
secdo das conicas simplesmente desapareceriam nas figuras trans
formadas. Estes dois pontos na geometria de Poncelet sao  consi
derados imaginarios e chamados de Ponfos Circulares no Infindto.
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3)

Estes pontos perderac todo o seu mistério quando introduziremos,
ne proxime paragrafo, a nogdo de coordenadas em Geometria Proje
tiva.

A terceira idéia e a da Recipxocacidc Polan em relacio a uma coni
ca. Havia sido notado que varios ftearemas de geometria continusa
vam vaiidos quando se intercambiavamretas e pontos nos enuncia
dos. Isto & a base do Pirinedpdio de Dualidade, Um dos objetivos de
Poncelet ac estudar a reciprocac¢do polar, foi o de tentar dar uma
prova do principio de dualidade.

0 caso mais simples de reciprocagdo polar, & o de reciproca
¢ado em relagac a um circulo.

Dado um cTrculo e um ponte p, chamado Pofo, no plano do
circule e n3o no centro dele, associa-se uma, e somente uma, re
ta p., chamada Pofar, do seguinte modo:

p=p'

Fig. 7

As construgoes acime podem ser invertidas, de modo que, da
da uma reta (polar) nao passante per 0, associa-se um Unico
ponto p (pelo).

A-reciprocagao polar respeita as relacoes de incidéncia. Por
exemplo, uma reta 2 e um ponto 4 sobre ela, sao transformados
no ponto B sobre a reta -a.
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Tem-se o seguinte dicionarioc para a rec¢iprocacao:

Ponto Reta

Esta sobre Passa por

Reta por dois pontos | Intersecdo de duas retas
Concerrentes Colineares

Tangentes Pontos de contato

Lugar Envelope

A reciprocidade polar havia sido usado j3 em 1806 por Char
les-Julien Brianchon para demenstrar o dual do tecrema de Pascal.

Teorema de Pascal Teorema de Brianchon

Num hex3gono inscrito num cireulo, | Num hex3gono circunscrito a um circu
os pares de lados opostos determi| To, as tres diagenais sao concorren
nam trés pontos colineares. tes.

0 problema de achar uma demonstragac puramente euclidiana,
isto &, sem recorrer a nogao de reciprocagao polar, foi um desa
fio por muitos anos so sendo vencido em 1961,

0 principio de dualidade por intermedio de uma conica  foi
criticado por Joseph Drez Gergonne (1771-1859) que dependia o}
ponto de vista de que a dualidade era um principio geral nac ne
cessitando da mediac¢do de uma conica e que convalidaria o dual
de todo teorema que naoc envolvesse propriedades métricas. Ger
gonne nac conseguiu apresentar argumentes convincentes para a va
lidade do principio. Isto foi feito por Plicker apbs dintroduzir
coordenadas em Geometria Projetiva.
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4. 0 Método Analitico N

Parece inacreditavel gue em pieﬁa revolugdo pos Cartesiana,
os metodos sintéticos ainda prevalessem na Geometria Projetiva.

A primeira tentativa de introduzir coordenadas em Geometria
Projetiva foi feita por ME5Tus com as suas Cooidenadas  Baalcéniri
cas.

Fixados tres pontos, formande um trianguio, as coordenadas
baricéntricas de um pontoe P no plano do triangulo, s3o nimeros que
correspondem a pesos que devem ser colocados em cada vértice do
triangulo para que o centro de gravidade da figura caia em P. Isto
nos fornece um conjunto de coondenadas homogZneas para cada ponto P,
no seguinte sentido; (x.,¥,Z) . & um conjunto de coordenadas baricéﬂ
tricas de P se, e somente se, para todo t# 0, (&X,tY.t2) tam
bem o &.-

Julius Piicker (3801-68) dintroduziu outra maneira de pensar
as coordenadas e deu as primeiras contribuicoes & algebrizacao da
Geometria Projetiva. 0 ponto de vista de Pliicker, que 8 o adotado
hoje em'dfa, foi o seguinte:

Considere o espago veterial tridimensional complexo ¢ . Ym
ponto P deste espaco tem coordenadas complexas (X,Y,Z2). 0 piano
projetivo complexo Ef(a) e o conjunto das retas complexas passan
tes por 0 = (0,0,0). <{Cada uma destas retas & determinada por um
ponte P & ¢MN{0}. Dois pontos (X,7,5) e (X',Y'.Z') determinam
a mesma reta se, e somente se, (X',¥',2'} = {tX,£Y,tZ) para al
gum ¢ €& ¢\MO}. Dois pontos nesta situagdo sdo identificados. Toma
remos como conjunto de representantes para os pdntos de  P2(w) 0 sg
guinte conjunto: : :

WasyV)iz.y € €3 U {(=,1,0)/2z & 2} u {(1,0,0)}.

0 primeiro conjunto & um plano complexo que conté&m um Unico
representante para cada uma das retas determinadas por pontos
P={X,¥,2) com 2# 0. 0 segundo conjunte & uma reta complexa que
contém um Unico representante para cada uma das retas determinadas
por pontos P = (X,¥Y,2} com Z = 0, ¥ # 0. 0 terceiroc conjunto e
um ponto, representante da reta determinada por qualquer um dos
pontos (x,0,0), ¥ # 0.
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0 ponto {1,0,0) € considerade ponto no infinito da reta
{{2,1,0)/2 & ¢}, esta reta & considerada reta no “infinito do pla
na {(xay,”/:c,y E-a'}.

Como os pontos de ﬂf(w) sao as retas de ¢3 passantes por
0, as figuras de Eﬁ(ﬂ) correspondem a cones em * com vertices
em 0. A passagem da representacdo das figuras de z? para E#(E),
diminui a dimensic de 1. Portanto, as curvas de IF°(¢) provém de
superficies conicas de ¢ com vértices em 0.

Pllcker se propos, a exemplo da Geometria Analitica de Descar
tes, de estudar o Jugar dos zeros de polinomios que representam cur
vas em IP*(€). Como superficies algébricas conicas em ¢, com vEr
tices em 0, sdo zeros de polinémios homogeneos F(X.,¥,Z) em 3
indeterminadas, estes serao os objetos do estudo., Por exemplo, uma
reta em P°(f) corresponde a um plano de ¢ passante pela ori
gem, logo de equagao

aX + bY + ¢Z =0,

com a,b,c € € nao todos nulos. Uma conica em Rﬂ(W) e o lugar dos
zeros de um polinomio homogeéneo do sequndo grau em 3 indeterminadas.
Com este enfoque, alguns mistérios da geometria sintetica, co
mo por exemplo os pontos circulares no infinito, ficam definitiva -
mente desvendados.
Um cTrculo no planc complexo & dado por

(z-a)® + (y-B)* = »°

Em IF{¢) podemos escrever esta equagdo como

2

(F-a+(z-b" =r

portanto,

(X-az)? + (¥-b2)" = r’z2".

Mo infinito, isto &, quande Z = 0, tem-se que
X+ ¥ =0,

fatorando este polintmio tem-se,
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(v-ix)(r+ix) = 0.

Segue entao que em X {¢), o circulo dado passa pelos pon

tos

r = (x.,4x,0) = {1,£,0) e J = (x, -<x,0) = (1,-%,0).

Estes sao os pentos circulares no infinito e pertencem a todo circu
lo do plano. AJ estao os dois pontos de intersecdo de dois circulos
que faltavam.

A introdugao de pontos no infinito e de pontos imaginarios
uniformizou, ndo somente a guestao da intersecdo de duas retas oy
de dois circulos, mas tamb&m, a quest3o da intersegdo de duas cur
vas quaisquer. '

Maclaurin baseado em exemplos havia concluido que duas cur
vas, uma de grau » e outra de grau m, se intersetam em n.m pon
tos. '

0 grau de uma curva & o grau do polinomio gque define a cur
va. Geometricamente o grau corresponde ao nimeroc de pontos de inter
segao da curva com uma reta em posigac geral.

0 principio de continuidade fornece uma justificativa heuris
tica para a observagao de Maclaurin. Uma curva de grau pode ser
deformada continuamente em = retas em posicao geral. Cada uma des
tas retas tem =m ponto de interse¢ao com a curva de grau m, totali
zando #n.-m  pontos de intersegdo.

Em certas configuragbes particulares podem ocorrer menos pon
tes de intersecdo do que o esperado. Por exemplo, duas conicas tan
gentes num ponto podem ter 3 pontos de intersecgdo, portanto algumas
intersegoes devem ser contadas com multiplicidade. B&zout em 1764
forneceu um modo para calcular a multiplicidade de pontos de inter
secao particulares mas ndo soube tratar os pontos no infinito nem
os pontos de intersecao onde as curvas apresentam singularidades. Es
ta questido foi definitivamente resolvida per Halphen em 1873. Hoje
este resultado & conhecido como o Tecrema de BZzout e tem o seguin
te enunciado:

Duas curvas projetivas planas de graus = e m tem n.m pon
tos de intersegao contados com multiplicidade apropriada.

=
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0 principio de dualidade vrecebeu uma grande contribuigao
de Plucker que o liberou da mediagio das conicas., A idéia & muito
simpies,

Dada a equacio de uma reta em  P{¢)

a2X¥ + BY + eZ = (,

podemos olhar para a, b e ¢ como ceordenadas homogeneas de um
plane projetivo F(€)*. Portanto as retas de P2(#) passam a ser
representadas por pontos de bk {¢)*. Dada uma curva ¢ em FY 1)
definida pela equagic F(X,¥Y,Z) = 0, define-se a reta tangente a

curva ¢ no ponte P como sendo a reta de eguagao

onde F_, Fy e I, a0 as derivadas parciais F com relagao a x,
y e =z respectivamente e desde que Fx(P)’ Fy(P) e Fa(P) nao se
jam simultaneamente nulos. Danote por ¢° o subconjunto dos pontos
P de ¢ que tem esta propriedade.

A cada ponto P de Cn, pode-se associar o porte
(FI(P), Fy{P), FZ(P)} € E’(f)*, que sao as coordenadas da reta tan
gente 2 ¢ em P. Isto define uma aplicagao

pr0” - Pyt

A imagem de c? por ¢ corresponde entao ao envelope das
tangentes a C. 0 fécho de (¢') em Z¢), numa certe topela
gia chamada Topofogia de Zaxaishi, & uma curva, admitindo que € nao
seja uma reta, Esta curva @ chamada de Curva Dual de ¢ e € denota
da por o,

0 que fei feite com a curva € pode ser repetide com a cur
va ¢* e vale o seguinte Teciema (Monge-Segre) (&*)* = ¢.

Pliicker deu uma relagio entre o grau =n de C, o0 grau n*
de ¢* e as singularidades de ¢. Um ponto singular de € & um pon
to de c~\c'. Supondo que as singularidades de ¢ so sao 4 pon
tos nodais e % pontos cuspidais ordinarios (veja figurz 8), vale
a seguinte formula
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no cuspide

Fig. 8

0 principio de dualidade consiste entao em transportar pro
priedades das curvas em propriedades das curvas duais.

Fstas fdeias pem simpies que expusemos nestas notas estao na
base de um dos ramos mais bem sucedidos e mais ativos da matemati
ca contemporanea: A Gegmetrda Algebrdca,
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