SOBRE AS SOMAS DE CERTAS SERIES
INFINITAS

Geraldo Avila

Introducao

N¢ artigo que publicamos no primeiroc numero desta Revis
ta — sob o titulo Evolfucds dos Conceifos de Fungas e de Infegral
— utilizames o fato d¢e que a soma da serie
1
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& ﬂ2/8 {p. 33 da Revista). Istc levou um leitor a perguntar-nos co
mo se obtém este resultado. Ao pensarmos na resposta, ocorreram-nos
autras questdes ligadas 3 série acima e a outras séries com ela re
lacienadas, inclusive o modo como Euler obteve, pela primeira vez,
as somas dessas series. 0 assunto & -interessante, sobretudo pela
oportunidade que oferece de exibir alguns aspectos notaveis da 1ima
ginacio c¢riadora de Euler, merecendo, portanto, ser levado @ aten
cao dos leitores desta Revista. £ este o objetivo do presente arti
go.

Usando series de Fourier

Se f & uma funcgao par, isto & f(z) = f(-xz), entido sua
série de Fourier no intervale -m < x <7 & uma série de cosenos,

dada por
o, ©
flz) = -t % a, cos nx,
onde
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2 i
a == J Flt)cos nedt, a=0,1,2,...,

0
Vamos considerar o caso em que f{x) = |z{, Calculando ent3ao
os coeficientes &, e substituindo-os na série acima, juntamente
com f{x) = |=|, obtemos, para 0 <=z <m,
T 4T cos(en+l)
cos(2n+1)x
-T=-é-_-TFE—-—-——~—-—2. (2)
0 (27 + 1)

Note-se que esta série converge uniformemente para todo x
real, logo podemcs passar ao limite sob a somatdria com &« =+ 1 pela
esquerda. Isto nos conduz a

T 47 1
TF:-—+-—Y N
2o Tg (Y
donde obtemos
v ] 1 1 2
—F = It 5t 5t = o, (3)
0 (2n47) 3 5

que & o resultado anunciado na Introdugao.

A partir dagui @ facil obter a soma seguinte, um resultado -

bem conhecido e também descoberto por Euler:

f 1 1 ] n?
S, =¥ — = 1 + — & — 4+ ... =1, (4)
2 ] nz 22 32 [

De fato, observemos que
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P71 en® 0 (zaen): %G

1
(2n+1)2.

Substituindo-se esta Ultima somatdria pelo seu valor dado em (3),
obtemos 35,/4 = m°/8, donde segue o resultado (4).
Qutra consequencia simples de (3) e (4) & a soma

pent™) oo L (6)
T w 2t 3 1Y
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Para obté-la observamos que
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e em seguida substituimos esta ultima somatoria e 5, pelos valo
res dados em {3) e (4} respectivamente.

Yoltemos agora a serie (2). Integrando-a duas vezes de 0 ax
obtemos, sucessivamente,

2 o
z _me _ 4 ¥ sen(2n+l)x (8)
z oo (2ne1)’
e
3 2 o0 [+4]
z oWz, 4 ) cos(Zntl)e _ 4 7 1 (9}
L R L R

Fazende =z = T/2 em (8) encentramos a soma

of -I)n:]_L.f...l,__lv.{.“:i
0 (2n+1)? RO A 32
Por outro lado, com =z = 7w, (9) nos da
T 1 1 ] 7"
—_—— = ]+ — + —+, =
0 (2r+1)" 3" 5 96
Daqui e do fato de ser
o0 oo S 5 w
1 1 1 4 1
= E — = X + Z = + 5 ——
2§ ent 6 @ent T8 g (2n+1)"
segue-se a soma dessa seire §
91 1 1 ot
5, = % = - 1 + I + gz o= g

Prosseguindo com sucessivas integragoes de (9) e substitui
coes convenientes de x, obtemos as somas de outras séries, como
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T+ ——+ = F ... = 57=»
PN 960

e assim por diante.

E interessante notar que Euler obteve todos esses resulta
dos, ainda na primeira metade do século XVIII, quase cem anos an
tes do aparecimento das séries de Fourier. E para fazer os calcy
los ele se valeu, como explicaremos adiante, de métodos puramente
algébricos, usando, tacitamente, ¢ tecrema fundamental da Algebra,
que s0 seria demonstrade pela primeira vez, por Gauss, em 1799,
Antes, porém, mostraremos como obter, com a utilizagac de séries
de poténcias, as somas de todas as séries do tipo

1

[+
E
+ a2mi2 ?
2m+2 .[ m

mo= 0,0, 2,... (1¢)

Usando séries de potencias

0 leitor deve notar que se gbtivermos primeiro a soma (4),
ent3do a soma em (3) seguira como consequencia de (5). E uma vez de
posse dos resultados (3) e (4), obtemos facilmente a soma (&) usan
do (7). VYejamos, pois, como obter, nao somente 5,, mas, de um moc
do geral, todas as somas do tipo (10), comparando séries de potéﬂ
cias.

Comecames lembrando que a funcgdo cot = admite a seguinte
representacao (veja [5}., p. 113):

_ ] 5 1
cot & =7 23-7}' — (1])
n=1 (a5} -z
Podemos supor que = seja real, nao necessariamente complexo, Ch
servemos que para |z} <17 e 7> 1,
1 1 1 1 s T.2m
= = ; .

(nm)2-z®  (nm)® 1-(z/nm)®  (n7)” m=o {EE
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Substituindo-se esta expressao em (11) e invertende a ordem das
somatdrias, o que & 17cito (veja [...], p. 29), encontramos:

@ 2m <]
Cot & = k- 7= ]
L = (& m=0 qiAT2 2y pEmER
Daqui e de (10) segue-se que
® g
amt2 2m _ 1 _
g ;35?? = Za(g cot x).
Desenvolvende cot = em série de poteéncias, esta ltima igualdade
nos da:
S 5 S 2 4
z 4 2 6 1 ® x
— + —z" 4+ —z + ,,, = + + +
R i % 90 ' 9is

E ¢laro, agora, gue basta igualar entre si os coeficientes de iguais

potencias de = para cbtermos 8,5, 8,y S¢4..., etc. Em particular,
vemos que
v 1 T8
S = — =
& ; n® 945

Devemos observar que Euler conhecia todas as séries de po
tencias utilizadas acima e também a formula (11) - alids, descober
ta sua! Em consequencia, os calculos que fizemos nesta secao se
riam perfeitamente familiares a Euler. Acontece, entretanto, que
em seu tempo ndo existia a teoria da convergencia de séries que
existe hoje, de forma que, embera 0% calculos acima sejam todos ri
gorosos, no tempo de Euler eles eram puramente formais. Esse proce

it

dimento formal, que Euler usava com admiravel maestria e proveito,
ficara mais patente no que exporemos a seguir.

A Algebra de Euler

Vamos comegar considerando certas relacoes entre as raizes
e os coeficientes de um polindmio de grau » da forma

3 ple) = 1 - a@+ az® - .+ (-1)% <", (12)
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£ claro que as raizes deste polinomioc sdo todas diferentes de  ze
ro. Designando-as por Ty s, ee s, s podemos escrever o polinomio
como um produto:

n
Plr) = (-1) e, (-2 ) (==, )0 (z-2, ], (13)
Em seguida efetuamos as multipliicagoes aqui indicadas e 1igualamos
os coeficientes das mesmas poténcias de = em (12) e (13). 0 ter

mo constante em (13) e QB T, T de sorte que

I 1. (14)

0 termo em x & dado pela soma
-an(mz...m trr, et o0 P E T )

isto &, pela expressao

n
~a,, _Z ByoeeDoaea® s
<=1
onde Ei significa “omitir o fator xi“. Entao,
n
a, = ‘Z a xl. LoesaX,
2]

Dividindo esta somatoria pela expressao em (14}, resulta

a, = § €. (15)

T

De modo inteiramente analogo, podemos exprimir, sucessiva
mente, os demais coeficientes em (12) em termos das raizes

Ty sTyae s - Assim encontramos
@, = 123 x;LJ’ 4 = i<§<k xim;mk’ (16)
e assim por diante,
Usando (15) e (16) & facil ver que
7
ai = % :% + 2a,,
kA
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ou seja
T L oar g (17)
-2 1 2"
1 e -
Vamos ver agora como Euler utilizou esses resultades para

calcular as somas de varias séries infinitas. Ele comeca com a s@

rie
3 5
¥y = sinz =« - roLE L s
3! 5!
que pode ser escrita na forma
3 5
T - & 4 ... = 0.
4 3y 5y

Euler interpreta esta série como um "polinomio infinita" em =z. Se
@ = a,R,Y,... 530 as suas raizes, ent3o, por analogia com (12} e
{13), podemos escrever:

1T-EL 2 E 4 =050 -E5.0 =0, (18)
Y 3Iy 5}y [+1 g ¥
As raizes = = asB.¥.... sdao o0s valores de =z tais que
¥ = sin z, Ent3o, se x = o € uma tal raiz, todas essas raizes
sao dadas pelas formulas
c+2km e (mew) + Ekﬂ; k=0, x1, £2,
Fazendo %k =1, 2,..., obtemos a sequéncia de valores
O, -G, o + 27T, 37T - O,,...;
e com k= -1, =-2,..., resulta a sequéncia
-m - o, =27+ @, -3T - o, =47+ oo,
. Por analegia com o case finito, a, = 1/y e a, = 0 em (18),

de sorte que (15} e (17) se tornam, respectivamente,

(J.+ L 1 1

] 1
o 0 oteT LERTE N (n+a toare t §ﬁ+ai"") Ty




E—” ('rrjoc)_z " e (0:+2'T 1 [nm (er]—o.)z- ' (3TH1-0.)2 +J ) ;_

Fazendo o= 7/2 e, (e consequentemente, y = 1), estas equagoes pas

sam a ser

4 T, ] LA R ]:

Fl:(1+§+g+...) (3+7+H+---) 1
e

-E[U+l+%+”J+GL+l+—Lh“ﬂ=1

7’ 2 g # 7 1t

Finalmente, rearranjando os termos destas séries e multiplicando, a
primeira por a/4 e a segunda por #%/8, obtemos as somas

+ oL, = % {19)

Q| -
| =
~|—

e (6) respectivamente. A propisito, essa serie (19) fora obtida,
pela primeira vez, por Leibniz, em 1674.

Conclusao

0s calculos da secao anterior s3o uma simples amostra de co
mos o0s matemiticos do s&culo XVIII — sobretudo Euler — utilizavam
manipulacbes formais. E claro que esse procedimente nac satisfaz
aos padroes de rigor de nossos dias; sabemos, em particular, que
existe uma diferenga nitida entre polinomios e séries infinitas, nao
sendo 1icito supor que as propriedades das raizes de um polinomio
sejam necessariamente validas para séries infinitas.

Mas & preciso usar de objetividade em qualgquer avaiiagdo cri
tica. 0 pensamento dominante numa determinada Epoca — seja em ciéen
cia ou em qualquer atividade do espirito humano — so pode ser devi
damente apreciado no contexto prdoprio do perfodo em que se desenvol
veu. No caso que nos interessa aqui, s0 podemos entender e avaliar
devidamente a obra de um matem3atico como Euler quando examinamo-ia

sob a otica cientifica da Epoca em que ele viveu, nao permitindo
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que o conhecimento desde entdo acumulado e a perspectiva deo presen
S
te deformem nossa apreciacao critica,

Vejamos como essas observacgOes se aplicam aocs procedimentos
usados na manfpulaczo das séries infinitas. Newton foi dos primei
ros a reconhecer a fmportancia destas séries nos processos do (3l
culo, isto ja por velta de 1665. De fato, sua descoberta do teorema
fundamental, estabelecendo a ligagao reciproca entre derivacio e in
tegragao, ocorreu na consideragdoc de fungbes algEbricas do tipo "mo
nomio"; e ele estendeu o resultado a outras fungbes, usando o recur
so de desenvolve-Tas em séries de potencias.. Desde entdo e, segura
mente, por seéculo e meio, as séries foram manipuladas como se  fos
sem polinomios; portantc, a elas se aplicavam oS mesmos processos
do calculo formal aigebrico. E foi precisamente por isto — pela
utilizagao do fermalisme algébrico no tratc com as séries infinitas,
ao lado de outros procedimentos formais entido usados, comg o cal
culo com infinitesimos — que os matemdticos conseguiram progressos
notaveis no desenvolvimento das técnicas.e dos métados analiticos
do Catculo, na descoberta de novas fungoes e novas maneiras de re
presentad-las, enfim na criagdo e consolidacdo da An3alise Matemitica
como disciplina autonoma.

Num sentido muite real, foi a propria ignorancia de certos
fatos, como o da necessidade de se reconhecer a diferencga entre
um polinomio e umz serie infinita, que permitiu se processasse to
do esse desenvolvimento; pois tivessem os matematicos ‘da &pdca vi
sao clara de que nem sempre & 17cito utilizar o formalismo algébri
co, submetendo-se ent&o a exigentes critérios de rigor, certamente
eles teriam inibido sua atividade criadora.

A necessidade de se distinguir entre as operacoes algebricas
@ 03 processos infinitos da An@lise s0 se tornou evidente depois
desse Jongo periodo de desenvolvimento no s&culo XVLII, gragas a
propria experiéncia ent3o adquirida. Foi a partir de entio, jz no
seculo XIX, gue puderam surgir teorias precisas scbre limite, inte
gragao, convergencia de s&ries infinitas, etc.

Ao leitor interessado em Teitura adicional, recomendamos o0s
artigos de Ayoub [1] e Kline [4], que contén explanacBes mais de
talhadas sobre Euler e a manipulacao formal de series; o livro de
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Grattan-Guinness [3], schre a evolug3o do C3lculo & _da Andlise Mate
matica, sobretudo o capTtule 2, onde sac tratadas, ae maneira cla
ra e concisa, as contribuigoes de Mewton, Leibniz e Euler, dentre
outros; e o artigo de Grabiner [2], que cant&m uma interessante dis
cussao de varios aspectos da Matematica no século XVIII e das ra
zoes gue levaram &s crescentes preocupagoes com o rigor no sacu
To XIX.

Referencias Bibliograficas

{71 R. Ayoub, Eufen and the Zeta Function, American Mathematical
Monthly, voi. 81 (1974) 1067-1087.

[2] J.v. Grabiner, Is Mathematical Truth Time-Dependent?, American
Mathematical Monthly, vol. 81 (1974) 354-365.

[3] I. Grattan-Guinness (editor), From the Calcufus to Set Theony,
Duckworth and Co., 1980.

[4] M. Kline, Eufer and Infinite Senies, Mathematics Magazine,
vol. 56 (1983) 307-314.

[5] E.C. Titchmarsh, Theoay of Fuketfions, Oxford Univeréity Press,
1968.

Universidade de Brasilia
Departamento de Matematica
70.910 Brasilia-DF




