O INVARIANTE DE JONES E OUTROS
INVARIANTES DE NOS

Derek Hacon

A teoria matem3tica dos nBs & de origem relativamente recen
te, apesar dos aspectos pr3ticos e decorativos de nos terem uma lon
ga histdoria. Nas décadas finais do sécula XIX foram determinados
(quase todos) os varios tipos de nds que podem ser desenhados com
menos de 12 cruzamentos, o limite do possivel naguela época,

Uma motivagao inicial para este projeto de classificagao foj
a teoria de Xelvin que pretendia explicar a quimica em termos de
nos! A classificacao foi feita empiricamente, a Iista comegando com

(::) ,(%E? s (%5) ,(Efg;) ,..: {veja §1). Uma pergunta natural &

se poderiam existir repeticdes na lista. S foi possivel dar uma
resposta definitiva no s€cuio XX com o desenvolvimento dos invarian
tes da topologia algébrica. Hoje em dia, .a maioria dos invariantes
de nds & de origem topoldgica mas, nos ltimos dois ou trés  anos,
foram descobertos virios novos invariantes como consequéncia da des
coberta do invariante de Jones. At® agora estes invariantes n3o tém
uma explicac3ao topoldgica. Neste artigo queremos dar uma idéia de
como funcionam estes novos invariantes e da conexao entre eles e ou
tros invariantes.
As varias secoes 5$ao0:

§1. Generalidades sobre nos em %"

§2. 0 determinante de um no.

§3, Nos trangados.

§4. Formula recursiva para det(y!}.

§56. Invariantes polinomiais.

§5. Apendice - o grupo do no e det(X).
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§1. Nos em m’
A
Unm nd em R’ & uma curva fechada em I sem auto-interse
goes. Podemos restringir-nos a nds dados por diagramas no plano. Num
diagrama ndo sdo permitidos cruzamentos triplos, cuadruplos etc. co

/ \’/
mo -:E\Q:- y =—— etc. nem pseudo-cruzamentos como .
/ N >

0 diagrama<:?\\ ), por exemplo, deve ser interpretado como uma

curva quase toda contida no plano, aparte as trés peguenas "pontes"”
onde a curva passa em cima de si mesma

/ﬁ\
\\‘—

Dois nos sao equivafentes -se um pode ser transformado no ou

tro por uma sequéncia de thans fommagoes elemenianes

1~ — 2 o] 9\"’/\

-1 -4
(11) ﬁ‘\/\_@.>\/ (11) \—-/;;/\——»_/ AN

/ el
(111) = (111)”" }\’/—\ \/\_}\/
~ S}
Exercicios: Transforme ——" " em //§23 e \\<f

-~
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\/
em ‘\Zi;,T/ usando as transfermacoes elementares. ™

/

Se ¥ e L[ sao equivalentes escrevemos x ~ L. Dizemos que
X e L sao do mesmo fipo, L

A maneira mais simples de se produzir exemplos de nés e de
desenhar um no ac acaso, lembrandeo-se de indicar em cada cruzamento
qual & o trecho que passa em cima do outro. Por-exemplo:

///

Una pergunta basica & se dois nbs sac equivalentes ou nao.
Se conseguirmos explicitfamente transformar um no outro, acabou a
discuss@o. Mas se nao conseguirmos, pode .ser -mera falta de esperie-
za! Porém a pergunta pode ser decidida negativamente se acharmos um
invariante que distinga entre os dois nds, :

Bn invaiiante (numérico) de nds & um nimero I{k} que pode
ser calculado para qualquer nG X e que e invariante no sentido
que se ¥ n L entdo (X} = I(L),..ou seja se T(k) # 7(L). entdo
¥ o L. Se I(x) # 1(L) dizemos que I disiingue entre X e L.

7{x) nao precisa ser um numero. Pode ser um grupo, um anel,
uma algebra, etc. Neste caso a condigdo de invaridncia & ‘"se K ™~ I
entdo T(kx)} * r{z]", onde = significa isomorfismo de grupos, aneis,
algebras, etc. ’ T

Existe, ha muito tempeo, uma lista das varias centenas de ti
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pos de nds, que podem ser desenhados com menos de uma duzia de cru

N

zamentos, Esta lista comecga assim: ~

0w > &

1

2
@0 Y&

62 63 71 ?. 73

Esta lista precisa ser completada da seguinte maneira. Pri

meiro, para cada ¥ na lista, e preciso incluir também X, onde
X & obtido refletinde ¥ num espelho, geralmente horizontal ou
vertical. Por exemplo, se X @ o nd

@ entio X poderia ser @ ou @

Todas estas possibilidades para XK sdo equivatentes; pois:
um espelho pode sempre ser movido continuamente para assumir qual

quer outra posigido.
Se K ~ X entdo K & chamado de no simetrico.

Na lista acima s¢ 0, &4 e 63 s3o simetricos. 05 demais’

nio podem ser simétricos, pois existe um invariante I tal que
I(Kk) # I(K) para K =3,5,,5,,6,,6,,7,,7,,7, (e muitos outros
nos},

O0s varios invariantes s3o usados para mostrar que a lista
ndo conteém repeticdes, ou seja, dois nos do mesmo tipe.

£ preciso tamb&m incluir as virias scmas conexas kK # L, is

to € o no obtido juntande X e L. Por exemplo 3; # 31 e

‘_-‘E§E;> e 3 #3 Y,

ir-1}
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§2. 0 determinante det(x)

Nesta segaa, veremos come calcular um dos invariantes mais
simples, o determinante, det(X}.

Calcular det(k) & bastante fiacil mas explicar sua inva
riancia & mais difTcil. E possivel verificar, sem muito trabalho,
gue se K' B obtido de K por uma transformagao elementar {veja
§1) entdo det(X') = det{X) e isto e suficiente para mostrar a
invariancia de det(x). Esse calculo, porem, nic explica a inva

riancia. Tal explicacio precisa de mais trabalho, em particular
do uso do grupo do nd. 0 apendice contém uma rapida discussio das
origens topologicas do determinante mas ndo & necessirio para a

leitura das demais segies.
Vamos calcular det(X¥) no caso simples . 0 diagra

ma de 3; consiste em itres arcos E%;i?i) . A receita no ca

50 geral e:

(1} A cada um dos » arcos associamos uma variavel e colocamos
uma destas variaveis (qualquer uma) igual a zero.

b _—c
{2) Para cada cruzamento t::::r‘“‘\\ escrevemos a equacdo

a
a+e~2b = 0 e esquecemos uma destas eguagdes (acontece que qual
quer uma das equagoes & conseqliéncia das outras).
(3) det(k) & o valor absoluto do determipante deste sistema
(n=1)x(n-1).

Para X = 3 entdio temos

0+b-22 = 0 - @
RO, b 4
O) ’2 ']} = -3. Entdo det(X) = 3,
11
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Para X = 4 temos

at+h =
" e-2b =
/—\\e a-2¢ =
//F7<<*\\\//
o: e 1 o
\\\\‘_’/// 0 -2 1| =5. Entdo det{kx) = 5.
1 0 -2

. Podemos conciuir que 3, % 4,.

0 lTeitor podera verificar sem muita dificuldade que os vaip
res de det X na lista 0,31.,...,73 sdc respectivamente
T, 3, 5, 5, 7, 9, 11, 13, 7, 11, 13.
Para calcular det(K) e det(kx # £) temos as regras
det(f) = det(k) e det{¥ # L) = det(k}-det(r).
_ E claro da tabela acima que det(x) & sempre um nimero 4m
~pan. Podemps verificar isto facilmente, pois, modulo dois, a equa
cio a+c-2b = 0 equivale a equagao « = ¢. Fazendo a volta do nd
vemos que todas as variaveis tém que ser iguais modulo dois. Caomo
uma delas @ zero a unica solugdo modulo dois & a solugdo  trivial
e entdo o determinante ® nio-zero modulo dois, ou seja det{x) e
impar. '

§3. Nos trancados

Um no trancade & um nd gue ndao encontra o eixo vertical e
que sempre gira na mesma direg3o em tornc do eixo. Por exemplc

1

et e
::::::;_ )
) & trancado mas — do e
Sy
fp -

~—
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Parametrizando &> por (z,9,z), onde » .e 8 sdo coor
denadas polares no plano =z = 0, 0 nd encentra cada semi-plano
& = cte no mesmo numero de pontos.

F um fate classico que fode nré 2 equivalente 4 um né franca
do.

Um nd trancado tem uma orientagdo natural — na direcdo de

§ crescente C:ji:;::;;>

F ctaro que podemos concentrar a parte interessante do no

trancado numa pequena regian 8, < @ < 8,, Uma tal porgdo e chama
da de franca. Podemos representar uma tranga por um diagrama como
ne case de um nd. Por exemplo temos as seguintes 4-trangas:

Duas trangas podem ser compostas celocando uma depois da ou
tra. Por exemplo

Cada n-tranga e uma palavra Nos 0 ,0,,...,0

1292 Por exemplo,

-1’

-2 ~-b - .
6103 6,03 0. Fechando, (é 52) , obtemos um no ou link F(b}.

{Um Link consiste de dois ou mais nds entrelacados em geral}). Por

exemplo os nos 0,3,,4,,...,7, sdo respectivamente F(I}, F(13),
- - - = == - e - 2_2

F{1212), F(]S),F(221212), F(]213232),F(12123),F(12 T 2), F(17)

F(T13°21%32) e m(2°12°T*)  onde n®, @ significam u; e ©”

mm

Lema. As n-trancas formam um grupo B, .
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Demonstracgdo: A multiplicagdc e associativa no sentjdo que (ak)e
e a(be) sio trangas equivalentes. 0 elemento neutro @

.
e . L =1 - - .
! 0 inverso 2 e & reflexao de » no planc "verti-
-
S———
0 b e b_l = e i
cal - it
ou, equivalentemente, escreva D como palavra ncs G, e tome a in
2 =1 b6 =1 -6 -2
versa. Por exemplo (0,0, 0,;) =0, 0,0,

Teorema. 0 grupe B, consiste de todas as palavras nos

4] g ieq a o g.0. O. =0, C.0.
pre 09, sujeitas as relacoes £ 94,92 241%:% i1,

6.0 . = ad.9, se bi-g1 > 2,

Demonstragde: Omitida — mas o teorema & facil de se aceitar. £ ¢la
ro que as equagoes sao verdadeiras. Por exemplo

/'_'_"_‘“"‘—-——
e
_— L e

g,0,0, G,3,0,

- — ~1
corresponde a transformacao elementar (III); e cancelar g,0, ou
«1

=1 - -
ou O, 0. corresponde & (II) . 0 conteudec do teorema e que a rg

ciproca & verdadeira, ou seja que se duas palavras nos oy repre

sentam trangas eguivalentes entdo uma palavra pode ser transforma
da na outra usande as relagoes.
Para nds trangades ha um resultado parecido.

Teorema. F(b) e F(e) sdo equivalentes como nds trangados (egui

lencia = no sentide que ndo pade cruzar o eixo %) se e 5D se
e = g7l by,

-
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Demonstracdo: Omitida - £ claro que F(g-lbg) = F(p) pois em
F(gdlbg) podemos cancelar g‘1 com g {o que nio“seria possivel
sem fechar) ficande com F(b). A reciproca & mais dificil de se
mostrar,

Se consideramos F{b) como nt em R’ temos um resultado pa
recido. E clarc que se » & uma palavra em B ., que nao contem
o, entao

F(b} mF(bcn).

Se b & uma n-tranga, seja b¥ a n+T-tranga obtida assim

ou assim

n+l

Entio F(b) ~ F(p%). 0 teorema &

Teorema. F(b) ﬂaF(a) se ¢ 40 4¢ existe uma sequéncia de trangas

N =1
b = bl’bﬁ by = ¢ tais que bi =g Z%+1g ou bi = b?:+1 ou
b, = b .

T+1
A operagao F(b) ~+ F(b#) corresponde as transformacdes ele
mentares

”"‘\*HQ\ ou /“\__,/Q

Foi usando este teorema que Jones mostrou a existéncia do
seu novo invarjante. Ele notou que uma certa familia de matrizes
ja conhecida poderia ser usada para definir matrizes invertiveis
A, i 5 = 4. A.A, AL o= ALAL.

; satisfazendo as relagdes ALA1+IA1 A lifee @ AtAJ AJAi

Isto & equivalente a um homomorfismo ¢ do grupo Bn no grupo de
matrizes invertiveis.

Usando o traco de ¢{b) e o fato que trag0(¢(g_1bg)) =
= trago(d(g) ¢(b)9(g))
J(&) tal que J(b'lbg) J(b). Ou seja, J & um invariante de nds
trancados. ATem disso, ele descobriu que J(b#) =J(b) e que en
tio, pelo teorema acima, J & um invariante de nos ou links em IR

]

trago(4{d)) ele conseguiu definir um

u
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Como a construgao dos A, & bastante exotica, considerare
mos algo bem mais simples, mas que tem certas analogias com 4 —~ 0
calculo de det(F(b)).

Considere 0 caso b = 0. g

Depois de 0O, temos as equagoes

a' = Za-b, b' = a, et = oo,
Depois de O, temos
ali=al b":2b' "CI cIlzbl

Fechando temos

Simbolicamente, temos

a' 2 -1 0 a a’ 1 0 0 a'l

b! 1 0 0 b s " =l 0 2 -1 B!

et 0 0 1 e e" 0o 1 0 e!
ou seja X' = M(o,)X, X" = M(g,)X'. Entdo a matriz do sistema @
M{o,)M(o,) - I. Para calcular det(F(oloz)) riscamos uma coluna

qualquer e uma linha qualquer e caiculamos o determinante,
5 4. -
Considere o caso de 73 = F(2 12 IZ). A matriz e.

(o) TM(0,) Wlo, W (0,)" - I = (I-2B )(I+2E,)(I+8,)(I+5E,) - I,
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1 -1 0
onde (0 ) = I+E ; M(o,) = I+E,, E, = | 1 -1 0 e
¢ 0 0 g 00
E, = 4 1 -1
0 1 -1 /.
E facil verificar que
2 z ~ k
{I} E, =0 =F, e entdo (I+Ei) = I+kE, (£=1,2)
o -1 1 a 0 0
(IT} EE, = {0 -1 1 E,BE, =11 -1 0
0 0 G 1 -1 ¢
(111) B EE = -E , B,EE = -F,

Entac a nossa matriz

I _E - - - -
1 * 7By - 9BE, + 28,F, - 4B ER + 10R,FE_- 206,EEE, -1

3 -14 . g°
=38, - 38, + 11E.E, + 2EE = 5 19 «x {onde ndao precisa
X x T
achar os x's).
3 -14
Como = 13, det{(7,) = 13.
5 -19
Em geral (o) = T+4E, onde E;E;= 0 se le-d| # 1 e
BB, W Ey = B,

L interessante notar que as matrizes usadas por Jones satis

2 -
fazem E; =F., E E, =)\, EE;=E.E, se |i-j] > 2 (aqui

B
T il % J J 7
A & um pardametro real).
As matrizes M(Ui) fornecem um homomorfismo B, > matrizes
invertiveis. S0 precisa checar que M(Ui)M{U£+1)M(Oi) =

OO0 ) e o, )ule) 2 e )Me,) se [img] 3 2.
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Estas relagoes sequem-se imediatamente das relagdes E.E. E, =
N

iTEE1 4
=B, e E;E. =0 se fi-4] # 1.

§4 . Uma formula recursiva para det(X)

Se um nd ou link orientado trocamos um cruzamento

\/)’\ por y
— Y ou por S—
obtemos dois outros nos ou links. Veremos que os determinantes des
tes tres nos satisfazem uma simples equacdo linear e gue isto per
mite calcular det{X} recursivamente.

Para motivar a formula, considere o que acontece com.

det{F{b)) se trocarmos a n-tranga » pela n-tranca baz_l {nao
confundir com 5% da segcao 3). A matriz de bcﬁ_l e

Mk () -1 = (Z+k_ M(B) - I = M(b) - I + kE,_ H(B) =

= M) - T + k& O

oB.. .1
ab...u

(digamoes).

Riscando a Ultima coluna e a ultima linha obteremos uma ma

triz da forma 4 + % C:::::) cujo determinante 8 |4| + k12| an
[01: 79 }

de B & a matriz obtida trocande a Ultima linha de 4 por af...:x.

Colocande % = 1,-1,0 sugere gue existe uma equagao do tipo

1

tdet F{bo _ ) = det F(bcn' } = +2 det F(B).

-1

A ambiguidade * pode ser exorcizada definindo - Det{x) ~ pe
la regra Det(X) = =det(x), Det(X¥) =1 (modulo 4) {1embramos
que det(x) @ impar). Pode-se mostrar que esta & a definigdo "cer

ta® para nds e que Det(X) pode ser definida também para links
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{orientados) de tal maneira que

Det{x,) - Det{X_) = £2 Det(X,)

—

onde
(1) k_ resp. X, & obtido de £, trocando um cruzamento
positivo x: por X resp. >

(€ claro que se um de ¥, X_ Kk, @ orientado entdo os outros dois

tambem sav orientados}.

(2) 0 sinal = & igual a wu(k,) - u(¥k,) onde u(X) e a
multiplicidade de X ({isto @: K consiste de r{X) nods entrelaga

des).
' 0 sequinte lema esclareee W{K).

Lema. u(X_) = uw(k,) e u(K,) LIC- TR R I

IE)

Demonstragao: (X ) = w{X ) 2 claro. Quando a  UK(K,), no

B

A —r
cruzamento o trecho que sai de B voltara or 4
Di:::::>*”“s\\\ . q p

o
ou per D. Se for por 4 entdo u(Xo) = w(£,} + 1. Se for por D

entdo w(K,) = wk) - 1.

Vamos calcular Det(3 ) wusando esta formula. (E  preciso

ter cuidado com as orientagdes!) Temos
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¢ @Y% 00

A w

4

onde + ou + + significa uma seguéncia K, +Ey 7 K Entéo

0 -
Det{00) = 0O, Det(i%?) = +2 Det(0) e Det(3,) = Det(0) - 209t(§§?)=
-3 Det(0). Como Det(0) = +1, 1isto estd de acordo com o fato que

det(3,) = 3.

Exercicio: Mostre gue Dét(Sz) = -7.

Podemos evitar o wn{k) nos calculos com o seguinte truque:
Seja
a(x) = /M ET et ().

Entio & facil verificar que

Ak} = - Ax ) = 2/7T afx,).

§5. Invariantes Polinomiais

Jones mostrou que seu invariante tambem satisfaz uma sim

pies formula recursiva. Subsequentemente varios autores trocaram a
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construcdao explicita de Jones em termos de mairizes por uma cons
trugdo axiomatica mais simples e ao mesmo tempo mais geral.

Teorema. Existe uma e $0 uma maneira de associar a cada nd ou.link
. L= .- . -1
orientado X wum polinomio PK(x,y,z) nas variaveis =z, T. ., ¥,
-1 -1 . . .
¥y s B, E tal que

(1) Py e homogeneo de grau 0.

(2) P =1 (0 & nd trivial}.
(3} Se % é; L entdo F, = F,.
(4} mPK_ + yPK + zPK+ = 0.

-~ ) ab e
Bomogeneo de grau 0 quer dizer uma soma de termos < ¥ 2 onde
atb+te = 0.] :

A demonstracido do tecrema & por indugdo na "camplexidade" do
ng. Para mostrar a unicidade usa-se o fatoe que todo no ou . Tink:-pg
de ser reduzido a um no ou link trivial trocando. um ntmero .de

cruzamentos por “\\<:j' e vice-versa, e aqgue
. ”,/::T —_ . .

entdo P, e determinado por (2) (3} (4).

Exemplo: Usando o esquema acima para X = 3; obtemos

-1 2 2. -z
PK = -Zzxz + (¥ -x )z

T claro agora que Det(X) & um caso muito pa?ticu1ar de Fp.
Colocando = = =1, y = —2/:7, z = 1 vemos que Det(x) =~

P(-1,-2/:T,1) pois a regra para calcular Det{x) @

i

Det(x,) - Det(x_) = 2/-7 Det(Xy).

- - -1 -1 F2-
0 polinomic de Jones e obtido celocando x = ¢t , y = % /2

1/2 P
& / , &z ==t eo polinomio de Alexander corresponde a x = -1,

R tl/z, z =1,

y*:
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Py e muito Util para detectar nos asimétrigos:

Lema. rp =7 onde f(xm,y,z) = fla,ysx).

K
—— s -
Demonstracao: Defina RK = Py e verifique que Ry, satisfaz as
~t
condigoes para Py. Por unicidade, &, = PK’ ou seja PE = Py
- ~d —V — - —

isto e, Py = P,. (Note que (X), = Ky e que (X)o = K.}
Exercicio: Verifique que 3, ndo & simetrico.

Embora, em geral, PK dependa das orientacdes, podemos,

em principio, usar P no caso ndc orientado tambam. E um  exer-
cicio facil mostrar, com a ajuda do teorema, que, se -K & 0 nd

ou link X com a orientagdo oposta, entdo P_p = Py ou seja
P, sb depende das "orientagdes relativas” das componentes do X.
Entdo, no caso de um no KX, Py nao depende -da orientagao. Se
K ~ L podemos orientar XK e LI de tal maneira que X 51 L, e

entao PK = PL‘ Entao se ¥ e L sao nos e PK # PL podemos con

cluir que X % L. Mas no caso nao orientado existe um outro poli
nomio.

Teorema. Existe uma e s0 uma maneira de associar a cada nd ou link
. -~ -1 .
£ um polinomio &,{(z) em = e tal gue

T @y(=)

]

1; {0 = nd trivial)
2 Se kK ~IL entdo = 45

3 g + @ = xz{g§, + & .
K, VK {9, Km)

+

,::><:: e ‘:>\<:‘ (a ordem nio importa) e definimos X e XK,

usando ’:><:/ e ::) <:T (onde aqui tamb&m a ordem ndo  im

porta).

Dado um cruzamento ;:>><:T de X definimos X e K_ usande
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Por exemplo, K¢= (éD , (\69

A demonstragio e semelhante 3 do caso de PK'
Algumas propriedades de @ EETI

o

@ Qk = QK
QD apy = 90,
® gy, = 22 -1 {00 & o Tlink OO)
K~
@  ay-2) = (-2)MO-1
® 9el-1) = (-3)e(K) onde e(K} '@ um certo invariante topold
gico associado a X,
® 1) =1
@  9,2) = det(x)”
Existem casos onde &, # @ mas P, = P, para todas as possi

veis orientacdoes de ¥ e L. Entdo &, ndo pode sb depender
de PK'

Ate agora nio foi descoberta nenhuma explicacao destes poli-
nomiais em termes de topolegia algebrica. No caso de det(X), exis
te uma explicagdo topologica. 0 mesmo & verdadeiroc para bt o
polinomio de Alexander. A definicgdo de Sp(t) € parecida com a de
finigdo de det(x) mas um pouco mais complicada, pois depende de
um parametro . A conexao entre os dois & que o valor A (-1) de
bele) em ¢ = -1 & Det{x). Como A.(t) e Det(k) tém muitas
propriedades em comum, e preferivel s0 discutir Det(X). No apéndi
ce daremos uma breve ideia da explicacde topoldgica de det(¥).
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§6. Apendice: O grupo do no e det(X)

-
N

Neste apendice definiremos um invariante d(X) que & clara
mente um invariante de nos (por definigdo) e mostraremos como d(X)
pode ser calculado do diagrama de X. Em muitos casos det{X)=d(X)
e entao, nestes casos, temos uma explicacdo topologica para det(X).

Faremos uso da ideia de gnupo'ﬁundamanzaﬂ"nl{X,*) de um
espaco X relative a um ponto *, que pode ser encontrado em quase
toda introdugdo a Topologia Algebrica. 7 (4,%) e definido usando
lagos em X com ponto base . Consideraremos o casc X =R - K,
onde o ponto hase + e um ponto qualquer de X. Lembramos que um
face em X & um caminho continuo em IR’-K com pontos-inicial e
final dguais a «.

0 ghupo w(K) de X &, por definicido, igual a wi(IRS-K,*).

~ 3 3
*; 5d0 05 pontos base de IR -K e IR-L en

Lema. Se KL e *K,
tio existe um homeomorfismo hik? o~ e que leva X em L e *y
em ' ' s

- - -3
Corolario. Se X~ L entdo 7 (IR -X %
pos isomorfds.

K).

Demonstragao: O homeomorfismo % dinduz um homeomorfismo

e ﬂl{lﬁa-ﬂ,*L) sdo gru

'l
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h:m®-k »m'-1L. Comoc h leva x, em ., k define um isomer

3

fismo enire ﬂl(LRa—K, * e ﬂl(Iﬁ -L, %

K) L)'

Entao o tipo do grupo w(X) & bem definido. Cada tipo de nD

define um tipo (classe de isomorfismo) de grupo. Portanto w(&) e
um invariante de nds.

Do diagrama de XK pode-se "calcular" o grupo 7(X). Esco
lhe-se uma orientacao para K. 0 diagrama com as falhas — uma para
cada cruzamento — consiste de varios intervalos chamados de ancos.

Por exemplo, CE%? tem tres arcos N JD e C‘ . Para ca

3 -
da arco, temos um tag¢o em R - X que sai de =, faz uma volta do
arco no sentido positivo e volta para . Estamos pensando em * co

mo um ponto bem alto em cima de K. *

"Sentido positivoe™ quer dizer (i;]

S e~ C_/\D

Estes lagos definem elementos de w(X) a,b,c,..., um para cada ar
co.

b Se & @ um lago em IR“-K, podemos

é?j::f—‘ tentar contrair £ no ponto . As

(\\;::} unicas obstrucdes sd3o os lugares on
[

de & passa debaixo de XK. Entio @

claro que todo elemente de w(X) pode ser escrito como uma suces
~ - -1 -1 -

sao das letras a,b,e,... (e as inversas a ,» ~,... obtidas fa
zendo a volta dos arcos no sentido negativo), ou seja, como pafavha

nas letras a,b,e,... . Por exemplo
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-1 R
representa ab "baek, ou seja a eb, pu
<
xando o lago um pouco para cancalar b e
-1
b . A palavra se escreve notando a ar

dem dos arcos debaixo dos quais o Tago

passa (com os devidos indices).

Considere o lago que passa debaixo de um cruzamento

4]
e
N
Podemos passar a esquerda (o que da «b) ou 3 direita (o que da
Be). Temos entdo uma zelagdc ab = be. F um teorema que {recipro
Camente) se duas palavias representam o mesmo efemente de m(K) en

tac uma pode ser thansformada na outra usando as ralagies, Por exem

plo, para 3.

temos letras a, b, e

B ~
5::jt:f§:2 relagoes ae¢ = ¢b, ¢eb = ba

(<1
e ba = ge,

Notamos que, neste exemplo, qualquer uma das relagBes @ con
seqiiencia das outras. Isto acontece para qualquer nd. Por exemplo,
para 4,, temas

(K} = <a,b,e,d | ea = be, db = ba, bd = de, ae = das.
Considere a relagdo ac = da. Depois de algumas tentativas, temos
b(ae) = (db)e = d(ea) = (bd)a. Cancelando b, temos ac = da.

(k) € um invariante muito poderoso. Um teorema recente tem
como corolario que, para uma grande classe de nds, X ~ [ se e 40 se
w{k) e w(z) sdo isomorfos. Mas existem serias dificuldades em
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aplicar este resultado diretamente pois grupcs na forma "letras e
relagdes" s3o inconvenientes para calculos. ’

Esta dificuldade pode ser parcialmente contornada comparando
w{X} com grupos bem conhecidos, por exemplo, grupos de matrizes.
A ideia e, dado um np ¥ e um grups &, de caicular se G pode ou
nao ser um quocieatfe de w{x), ou seja, se existe ou nao um homo
merfismo sobrejetoy de grupos w(x) + &.

Lema. Se ¢ & guociente de #, mas ndo de #, entdo %, e g, nido
sdo isomorfos. '

Demonstracao: Se ¢: H + ¢ e um homomorfismec sobrejetor e
v: H, » H & um isomorfismo entdc ¢ y & um homomorfismo  sohreje
tor.

"Este criterio pode ser aplicado a w (k).
Corolario. Se ¢ & guociente de w(X) mas ndo de (L) entdo X¥rL.
Demonstracao: Se X~L entdo w(K) =@ (L).

Se ¢ e comutative este criteric & inutil. Considere ¢ caso
de ¥ =3, onde w(k) = <a,b,e | ac = cb = ba>. Seja y: w(k) + @

um homomorfismo e escrevemos g' em vez de ¥{x). Entao,

a'e' =¥{a)P(e) = V(as) = Vv(eb) = Y{a)Wi(b) = &'B", Entao

a'e' = 'B' = b'a'. Mas, se & e comutativc, entdo a'e' =c'b' = b'e
e ble' = e'b' = B'a' donde B' = g' = &', Para um no geral pode
ser verificado, fazendo a volta do nd, que a' = b' = e' = 4" = ,...
Agora & facil deduzir que um grupo comutativo & @& gquociente de

T{X} se e sb se G & ciclico. Como esta condicdo nio depende de
X, © case G comutative ndo & interessante.

Vamos considerar agora o caso mais simples de algum interes
se. Seja X =3, e seja (G = Dg, 0 mais simples grupo nao-comuta
tivo, a saber, o grupo das simetrias do tridngulo equilatero. Os
seis elementos de Dy sdao: id. (a identidade),
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2

1
p rotagdo que manda 1 em 2, 2 em 3: [:> 1N ey [:>3
3 2

3
~ - -~ 2
0% (a outra rotagdo) e as trés reflexdes [:> . [:>1
2

3
Se R & uma reflexdo qualquer, podemos escrever as tres reflexdes
, . )
nz forma o*r {£=0,1,2) onde p = id. Temos as regras p’=id =&

-1
e Rp= p R.

Lema. Seja ¢:7(3,) *= D¢ um homomorfismo, entdo ¢ & sobrejetor
se e s0 se existem duas reflexOes distintas entre os elementos 4',

', e'.

Demonstracdo. As equagdes sdo a'e' = ¢'b' = B'a'. [Reciprocamen-
te, dado elementos A, B, v de Ds satisfazendo Av = vu = jua,
podemos definir um homomorfismo por ' =X, BH' =1u, ¢ =v.] Das
equacdes segue-se facilmente que se um de o', B', o g uma refle
x3o entfo todos tres sdo reflexdes. Temos tres casos:

(1) Nenhuma reflexdo. Entdo tode produto dos a', ', &' @ uma
rotacdo e V¥ ndoc e sobrejetor.

(2)

., b', ¢' sdo a mesma reflexdo R. Entdo e clare que ¥ ndo

al
g sobrejetor.

(3) a', b', &' sdo reflexdes ndo todas iguais. Entdo @ facil veri
ficar que ¥ @ sobrejetor,

Isto conclui a demonstracio.,

Podemos reduzir o problema de achar a', ', ¢’ a Algebra
Linear! Seja a' a reflexdo R. Entdo »p' = piR, e' = ij e as
equaches sio o’a = ofre*r e o/Ro'R = Ro'R ou seja ot = pi7% e
o=t o 0T 4y seja 24-5 50 e 2j-7 =0 {mod 3). CEste sistema

2 -1

tem uma solugao n3ao-trivial pois 0 (mod 3).

-1 2

0 mesmo cdiculo pode ser feito para qualquer nd e para qual
quer numerg prime p » 3 usando G = sz, ¢ grupo de simetrias do
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p-agono regular. Definimos d(X) a ser o produto de todos os P
para os quais D, B um quociente de w(X). Como ‘esta condigdo e
um invariante do nd X, d{K) & um invariante. 0s c3alculos acima
revelam gque d(K)} e precisamente o produto dos p que dividen
det(X).

E possivel dar uma explicacdc teopologica parecida para det(x)
mas os detathes sdao mais complicados.
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