AUTOMATICA E MATEMATICA

Mareos A. da Silveira

1. Introdugao

Uma das aplicagGes mails importantes da Mat
na Automdtica, atravds da Teoria de Controle,
¢ao industrial, robdtica, projeto de pilotos autom
nismos e reguladores levam a questles matemdticas interessantes,

gumas em aberto.

Neste artigo tentaremes dar uma ideia de parte desse campo,
Procuraremos mostrar a Teoria de Controle como Matematica Aplicada,
sem perder o vinculo com o problema concreto, Para tal, apresentare
mos na segao 2 um problema de engenharia relativamente simples, que
serd o exemple & ser resolvido por diferentes técnicas nas secoes
seguintes,

Todo problema de Matemdtica Aplicada passa por trés etapas:
modelagem matematica do problema (informal} inicial, resolugio do
problema matematico formal, interpretacdo dos resultados e ajuste
da solugao ao problema inicial., Se aplicamos a Matematica 3 resolu
¢do de problemas de Engenharia, a Ultima etapa & crucial. Dois fato
res podem ser realgados:

{1) A modelagem matematica pressupde aproximaces as mais di
versas; portanto, a solugdo matemdtica nido pode ser aplicada exata

mente. Mais ainda, os dados iniciais fornecidos pelo engenheiro sao
sempre imprecisos, ou por dificuldades de medida, ou por desconheci
mento do processo, ou perque o processo real varia. Portanto, a re
solugao deve prever o efeito destas variacdes, além de possibilitar
ajustes finais da solugdo matemdtica do problema concreto.
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(i7) A solugldo deverd ser compreendida pelo engenheiro da
irea, Modelos diferentes adaptam-se de formas diferentes % Tingua
gem destes engenheiros; isto &, a modelagem matematica deve procu
rar conformar-se i@ l1inguagem destes engenheiros. Alem disso, mode
Tagens diferentes Tevam a problemas matemdticos diferentes, que s@
interessam ao engenheiro na medida em que sao solidveis, e dentro da
precisao exigida originalmente.

Moral: uma boa resolucio exige um compromisso precisio versus
complexidade do modelo versus dificuldade de resolugido, tudo casa
do com a sojubiiidade e a possibilidade de ajuste final, Sendo as
sim, nao devemos estranhar que um mesmo problema pritico seja tra
tado de formas diferentes por autores e engenheiros diferentes, e
que, apesar de solugGes conhecidas, continue a ser pesquisado. A
questdao & que o problema pritico & o mesmo, mas os problemas matemd
ticos obtidos na etapa de modelagem sao diferentes, e possuem pro
priedades diferentes.

Na segao 2 veremos um problema pratico tradicional em cursos
de Automatica. Na segdo 3 discutiremos seu modelo matemdtico  habi
“tual. Nas segdes sequintes o problema concreto serd colocado de
duas maneiras diferentes, e resolvido, As resolugles Jevam a pro
bTemas matemdticos em aberto muito interessantes,

2. Exemplo de um Servomecanismo

Vejamos o problema do controle da posigao de uma antena que
gira em tornpo de um eixo vertical. Na realidade, este tipo de ante
na possui dois movimentos: o giratorio e o basculamento do eixo. Tra
taremos apenas do primeiro, A posicac da antena deve ser alterada
para pontos diversos em tempos relativamente curtos, permanecendo
parada em cada posig¢do um tempo determinado pelo operador; e isto,
mesmo sob o efeito de ventos ou de erros sistemdticos na  alimenta
¢do do motor que faz girar o eixo!

0 processs a ser controlado {Fig. 1) consiste da antena apoia-
da ao eixo de um moter eletrico (de corrente contTnua}, controld -
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vel a partir da tensdo elétrica (medida em volts) aplicada a seus
terminais, e de um sensern que mede a posigdo anguTar da antena ao
Tongo do tempo. Usa-se aqui um potenciometro acoplade a uma bateria,
que transforma a varidvel medida (angulo de rotacdo do eixo) em ten
sao elétrica proporcional ao angulo medido.

antena

eixo

tmeMS+L35
ul.}

Fig. 1 « Descrigao do processo

Uma restricao do problema @ a de nao haver a possibilidade
de outro sensor, A varidvel a ser controlada (o angulo de rotacao
da antena) & medida, mas em geral isso nio basta. 0 movimento da an
tena, para ser determinado, precisa do conhecimento da  velocidade
e, talvez, de alguma variavel interna do motor, Porém, em nosso pro
blema, s& podemos medir a posig¢do angular. Esta restrigdo pode Timi
tar em muito o desempenho exigivel do sistema de controle,

Outra restrigdo & a de ndo poder haver ultrapassagem, isto
&, se desejamos passar a antena de 10° para 20%, entio a posigao an
gular deve permanecer entre 10° e 20% no intervalo de tempo conside
rado. A ultrapassagem pode causar a quebra do sensor em sua cons
trugao habitual.

Finalmente, deseja-se que o movimento possa ser considerado
terminado em 4 segundos. Quanfifica-se assim a nogao de "rapidez"
do primeiro par@grafo desta segio.

Muitas outras exigencias s3o cabiveis neste exemplo, tal co
mo a potencia maxima utilizada menor que um valor pré-especificado.
As que fizemos acima s3o suficientes para um problema introdutdrio.
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3. Mcdelando o Problema N

Para a Teoria de Controle um sisfema & uma fungdo que trans
forma "sdinais". Os sinais sdao funcgbes do tempo representando alguma
variavel relevante, como a velocidade angular da antena, ou a posi
¢ao angular, ou a intensidade do vento, ou a tensdo elétrica nos
terminais do motor. Entre os sinais distinguem-se as entradas, que
representam a influgncia do ambiente externc no sistema, e as Aai
das, que representam a resposta do sistema a esta influgéncia.

Ne exemplo, a tensdo nos ferminais do motor, a influéncia
do vento e o erro sistemitico de alimentagdo s3o entradas, A pri
meira chamaremos de econtrofe — podemos escolher seus valores. As
outras duas serao consideradas peatfurbacies. A salda & aquileo  que
desejamos controlar — no caso, a posigac angular da antena — ou as
variaveis que podemos medir,

A Fisica nos ensina que existe uma relagdo entre as entradas
e as safdas, mas esta relagdo ndo & uma funcdo, Falta especificar
as condigbes iniciais. Por exemplo, a posicao inicial e a velocida
de inicial da antena. Para simplificar supbem-se todas as condicoes
iniciais nulas. Diz-se entdo que o sistema estd {fniciafmente relaxa
do.

Chegamos ao modeto da cadixa preta (Fig. 2), onde o processo
& representado por uma fun¢do entrada—ssaida. No exemplo denomina
remos

controle

trad u() processo ( ) satda
entradas w() G(S) Y

perturbagoes

Fig. 2 - Modelo entrada-saida {caixa preta)

u(-) : tens3o elétrica nos terminais do motor,
w,(1): Erro sistem3tico de alimentac3o,

wa(*)+ influéncia do vento na posigio da antena,
y{-) : posigdo angular da antena,
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Um Tevantamento cuidadoso feite em uma antenta particular

levou-nos & seguinte equacio: N
(r) = ~2z2(%) 1 u(e) +w,(t),
il(t) = z(t),

y(t} = a«, (&) + v, (8],

onde z;(*) & a posigdo angular da antena, descartado o efeito da
perturbagio w,(*) e =z € a velocidade angular da antena. No le
vantamento do modelo as caracteristicas do motor, a inércia da an
tena e os atritos no eixo foram Tevados em conta, porém despreza
ram-se os efeitos de segunda ordem, como as perdas de tensido nas
escovas do motor,

Habitualmente, sistemas lineares come o anterior sao resol
vidos usanda-se a transformada de Laplace. Denotando por #(s) a
transformada de Laplace de wu(t), s 6§ € e ¢ & 1R+, e consideran
do xl(D) = 2(0) = 2(0) = 0, o sistema anterior se transforma no
sequinte:

sk(s) = -28(s) + H(s) + & (s},
sz (s) = (s},
(s} = = (s) + w,(s);

ou, eliminando = (s},

7(s)

E'{-ST’I:F"Z')' {ﬁ(s) + 51(5}] + 1:?\2(3), (1)

R expressao g{s) = 1/[¢(s+2)], que relaciona u(s) a Q(SL
chamamos de funcao de transgfer@nedia do sistema. Outras fungdes de
transferencia aparecem, como as que relacicnam w, a Y {igual
a g{s))s e w,a y (igual a 1).

0 sistema pede ser representado por suas fungbes de trans
feréncia, Os engenheiros possuem virias razoes para trabalhar com
g(s) e uma delas merece ser citada, apds alguma introdugio,
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Um pouco de raciocinio mostra que, no caso geral de siste
mas lineares monovaridveis {isto &, com uma entrada e uma saida),
a fungdo de transferéncia g(s) € uma fungdo racional  prdpria:
g(s) = n(s)/d(s), n(-) e d(+) polindmios com grau d{s) > grau

n(s). Ou ainda, 1im g(s) = constante. Uma fungdo de transferén
8 co

cia impropria (grau =n{s) » grau d(s)) corresponde a um derivador,
algo nido realizavel em engenharia, pois amplifica raiiidos e pertur
bhagoes.,

Mais geralmente, se o sistema possui p saidas e m contro
les, aparece uma matriz de transferencia G(s), matrix pxnm tendo
por coeficientes fungoes racionais proprias.

Dentro da nomencalatura das fungoes de variavel complexa,
os pofos de g(s) sao as raTzes de d(s), seu denominador. E os
zeros de g(s) s3c as solucgdes de g(s) = 0, isto &,  =n(s) =0,

Teorema 1. Se o0s pofas de g(s) estdo contidos em ¢ ={sE€C:Re(s)<0},
e se u{t) = A sen wt, entdo y{t) = y,(t) + B sen (wt+¢), onde

Tim g, () = 0, B = Alg(dw)|, ¢ = arg g{iu),.
t-)'CO

Concluimos que a resposta estacioniria {isto &, considerada
no 1imite ¢t = ) do sistema a um sinal senoidal de freqiiéncia o
€ outro sinal senoidal amplificade de |g{<w)| e defasado de ¢ (a
fase de g(Zw)). Como sinais peridodicos podem ser representados por
somas de sinais senoidais (sBries de Fourier), faz sentido dizer
que um sistema € um transformador de sinais em freqiiencia, com am
plificagdo e defasagem diferentes para cada frecugncia, e dadas
a partir de g(Zw}.

Esta interpretagdo da fungdo de transferéncia como a zespos
ta em fregiiencda tornou-se muito Util em eletrdnica e em telecomu
nicagdes, tendo sido muite desenvolvida entre 1930 e 1950, quando
apareceram os grandes sistemas de telecomunicagoes. Pense no proje




52

to de amplificadores de som, onde tudo & naturalmente especificado
por frequéncias{*) N

Conhecendo o modelo matemdtico, podemos passar para ¢ pro
blema de controie em si e sua resolugdo.

4., Um Primeiro ProbTema Matematico

Considere um sistema descrito por sua funcio de transferég
cia g(s} e a estrutura de controle definida por (Fig, 3):

§(s) = gle)(@{s) + B (s)) + & (s),
a(sy = e{e)e(s}),
£(s) = p(s) - §#(s).
(25} Wy
e t = els) - gle) ¥

Fig. 3 - Um sistema de controle

Aqui fornecemos ¢ controle (.} por uma transformagae do
erro e(.) entre uma regengneie r{.) {um sinal com a forma de
sejada para a safda) e a saida y{-). Esta transformagio teri de
ser feita por um sistema com fungao de transferéncia propria (&),
comumente chamada de compensador.

Desejamos que, quando ¢ + =, y(£) + »(t), dsto &,

(*} A unidade de amplificacdo por frequéncia, medida em 20 Toglg(Zw)| & chamada
decibel.
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e{t) + e(=) = 0. 0 valor de e(=) & o erno {em regime estaciond
N\ -

#io). Se escolhermos corretamente co(s), esse erro devera ser nu

lo.

Fig. 4 -~ Erro estacionario nulo

Para tal precisaremos conhecer as relag¢oes entre os diversos si
nais envolvidos, a saber:

i) = TR HG Y 7+ ey 5.0) ¢ w00

3(0) = TraTararey P9 - TeRReTaTET 9400) - Ty e °)

Qual € a referencia no exemplo da seg¢doc 2? E a posigido
constante desejada para a antena, constante ao menes durante 0 "tem
po de cperacdo" (4 segundos). Escolheremos assim =»{#) =y, H(%)
{onde H{t) € a fungdo de Heaviside, com H(z) =0 para ¢t < 0
e H(t) =1 para * > 0}, y, o valor desejado a ser especifica
do pelo operador da antena, Mudando y, muda a posigac desta. As
perturbagdes ser3o respostas constantes ao longo do tempo, mas de
intensidade desconhecida! Isto &, w (t) = af(t) e w,(z} = BH{Z),
o e B desconhecidos. Queremos que o efeito delas seja compensado
pelo sistema de controle. Por Gltimo, queremos que tudo ocorra em
4 segundos sem ultrapassagem. Pode-se mostrar que isto implica em
restringir os zeros de 1 + e(s)g(s) a uma regido D = . No exem
plo da_segﬁu 2, 0= {s B8R | s <-=-1),

Utilizando o teorema do valor final da transformada de La
place, isto &,
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Tim (&) = 1im sz(s),
-0

Ly & N

Fal
e o fato de que #(s) = 1/s, podemos escrever matematicamente as
condicbes acima.

Problema P1. Encontrar o(s), 4ungdo racional propria, fal que:
(1) Tim e(%) = 0; ou Asefa Tim oS — ikl =0 ¥
4 on H e, s 'I'I-G(STQG)— 5 s Yis

(i1) efetic de w, e w, »0; ou sefa,
. sg(s) o _ < s B _ .
B TEetagtay 5 O 1 rerayatay 5 7 00 ¥eels
{it1) aafzes de T+e(s)g(s) & 7.

0 leitor atento perceberd que usamos a Tinearidade do siste
ma, separando os efeftos de », w; e w,. A mesma linearidade per
mite dizer que, se os limites sac calculados para y, = a= § = 1,
entdo serdo calculados para quafsquer y,, awe B. Assim suporemos,
sem perda de generalidade, que ¥, = a= 8=1.

Se e{s) = nc(s)/dc(s), n
n, < grau d,, lembrando que g{=

2() e d,(.) polinomios com grau
) n{s)/d{s), podemos vre-escre
ver as condig¢oes de P1 como:

. ) d,(s)d(s)
(1) 113 I_(&ya(s) ¥ A (e )A(5T - 0,
d,(s) d,(8)d(s)

S ) X O L 6 1 e B AV O P Y Eon e o ey

(111)  rafzes de d,(s)d(s) + n, (s)n{s) € D.

Como s=0g7, d,(0)4(0) + n, (0)n(0) # 0, caso d, e =n,
sejam solugoes de P1. Assim, se 4,(0) = 0, as condigoes (i) e
(iﬁ) serdo automaticamente obedecidas! Conclusdo: facamos de(s) =
sd (8},




55

" Resta obter (111}, que fica sendo: encontrar nc(&) e dc(S)
tais que grau n, % grau Ec + 1 com as raizes de -

A, (s)lsd(s)]| + n,(s)n(s)

pertencendo a ?. Mesmo para regices T simples n3o &€ trivial
descrever o conjunto de solugdes, permanecendo o problema geral em
aberto. 0 que se faz atualmente & arbitrar um poijnamio §{5) com
raizes em U e procurar as solugdes proprias de

d,(s) [sals)] + n_(s)nls) = &(s) (3}

Equagoes como (3) sio chamadas de diofaniinas, em homenagem a Dic
phante de Alexandria {séc, III D,C,), o primeiro a encontrar solu
¢oes intefras para equagdes deste tipo sobre os nimeros inteiros.
Mas talvez fosse mais justo chami-las de equagdes de Aryabata, j2
que esse matematico indiano foi o primeiro a fornecer a selugdc
geral no inTcio do século IV DC,

Enfim, equagoes diofantinas ou de Aryabata, sua resolugao
apofa-se em um teorema bem conhecido,

Teorema 2 {B&zout). Se §(2) =1, (3) possui s0Lugdes polinomiais
se e somenie se sd(s) e n(s) sdo primos entre s4i.

Dai & facil concluir o corolaric sequinte,

Corolario 3. A equacdo (3) possul sclucies polinomiais para qual
“gquer  &(s) - em parficular para aqueles com halres em T - e e
somente s sd(s) e n(s) sdo primos entre s4.

0 corelario impos apenas que ={0) # G, ou que s e n{s)
sejam primos entre si, porque d(s) e n{e) nao possuem raizes
em comum por construgdo: basta escolher uma representacdo de ¢(s)
gomo fracao irredutivel.

Infelizmente nada garante que as solugdes encontradas no co

rolarto 3 fornegam um compensador proprio, com grau d + 1> grau n,
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0 problema geral permanece em aberto, mas a seguinte condigdo su

ficiente fornece uma saida: "

Teorema 4. Se grau § » 2 graulsd] - 1, entdo existem scfugoes prd
pria de (3)

A apresentagac da teoria com a solugdo geral de (3), a de
monstracao dos teoremas, e sua generalizagdc para o caso matricial,
com @G(e) matriz racional, e =zn(s} e d(s) matrizes polinomiais,
encontra-se em [1].

Apligquemos agora os teoremas ao nosso exemplo. Aqui n(s) =1
e d{s) = s + 2., 0 grau minimo para & sera 2.3-1 = 5. Por
simplicidade proporemos

§(s) = (s+2)° = 5% + 105" + 40s% + 80s2 + 80s + 32.

A equagao (3) particulariza-se em:

(s%+25% ) (6% +a 842 ) + (yasa+yzs2 + ¥,8 + Uy) = 8(8),

~ 2 —-

onde d,(s) = s° + 2,8 + x,, de forma que grau d, + grau de + 1 =

e
grau 8§ = 5, e n(s} = y333 + ¥,s +y comgrau n, = grau d, = 3,
Efetuando o produto, igualando os coeficientes grau a grau e resol
vendo-se o sistema Tinear que entao aparece chega-se ao compensa -
dor:

n () n (s) 325°+80s+32
G(S) _ [+ _ a ]

BEACE ad (s) ) 8%4+8s52424s

Esta solugdo ndo & apropriada em algumas aplicacdes, inclu
sive poraque & possivel encontrar outras solugdes de ordem  menor;
donde, menor nimero de coeficientes, mais simples o c3lculo e me
nor o prego da implementagdo fisica — argumento que nenhum enge
nheiro despreza. Dail a necessidade de outras formulagdes,
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5. Segunda Formulagie
5N
Nesta segdo reescreveremos o problema inicial como um  pao
blema de controle Oifime, formulagdo muito popular na década de 60,

-

devido & corrida espacfal.

De infcio coloquemos o modelo matemitico do processo na for
ma de uma equagao diferencial de primeira ordem:

0 1 0 0
a{t) = z(t) + ult) + u(t}), (4)
0 -2 1 1
U(t) = rl:‘a G] @{t) + b.iz(f,],
onde a(t) = [z (t) & (t)]" e & (¢) = 2(¢). Por comodidade no

taremos as matrizes das equacdes acima de acordo com:

&(t)

Ax(t) + Bu(t) + Euw (%), {6)

y(t) = Cz(t) + w,{t}. (7)

As especificacdes de rastreamento, eliminagfo assintdtica
de perturbacdes e estabilidade podem ser alcancadas <rdiretamente
atraves da minimizacdo de um funcional da forma:

J{u) = J: {]e(t}]2 + p}M(t)iz}dt = !: {|z($) - y(t)12 + p|u(t)12dt.

0 primeiro termo Tmplica na minimizag3o do erro e{(t) em senti-
do quadrdtico. Como o sistema & linear, iste levara a y(¢) » r(t)
se ¢t -+ »,. 0 segunde termo busca evitar a saturacdo do processo,
caso [u(#)] chegue a valores muito altos, Na realidade, o segun
do terme & necessdrio do ponto de vista matemitico, pois sem ele
o problema pode ndo ter solugdo (ou ter solucdes impulsivas). 0 pa
rametro p & um niimero real ajustando o compromisso entre os dois
termos a serem minimizados.

Assim podemos formular o problema de controle como:
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Problema P2. Encontrax um contrgfe wu{.) mindmizande J(u) 40b as
condicies (6) e (7) e condicao inicial dada. .

Como J{z) € uma fungdo quadrdtica positiva, o minimo exis
te, € Unico, e as condigdes de primeira ordem s3o necessirias e su
ficientes. Portanto, o controle Gtimo & aquele que anula a deriva
da direcional de s{u] em todas as dire¢bes. Chamando 8 (1 ,6u)
a derivada direcional de J{+)} sobre y na diregio &u, temos a
condigao:

87 {u,6u) = 1im % (7(u + edu) - J{u)) = 0 para todo Gu.

e+0

Substituindo a definigae de J(u) na equagdo acima e usan
do as equagoes (4) e (5) e a linearidade do sistema chega-se a:

87 {u,6u) = Zf: {EwT(t;u)CTC“PT(t)C]m(t;6u)-puT(t)au}dt,

que deverd ser nulo para todo Su. Seja p(#;u) de quadrade inte
gravel satisfazendo a equacgio

B(t) = ~ATp(t) - 2l (tyu)eTo + »L(t)e, (8)

Entio p{e=,4) = 0, e uysando a formula de integragdo por partes a
condigao torna-se:

J: {{p(t;u)]T[é(t;au) - Ax(tisu)] + oul sutde = 0;

ou, usande (6} — com @, = 0 por simplicidade, o que serd revisto:

depois -

Jm BT (t3u) + pu(t)]Toudt = 0 ¥ ou.
0

DaT a condigao de otimalidade final:

Teorema 5. A solugdo de P2 suponde ={t) acessdvel ¢ E=0 & da
da pox
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w(t) = p‘iBTp{_t:u),

™,

.

eom pltu) 4so0lucde de {8) e zm(t;u) s0fucdo de (6},

As equagoes acima ndo s3o de facil resolucac, além de ni3o
fornecerem um controle u(.) fungdo de y{(-} ou (). Em um
primeiro passo [4] prova o sequinte teorema:

Teorema 6. A solugdo de P2 & dada por

u(t) = o7 BT Pe(s) + n(¢)] (9)

vnde P E uma mainiz siméindica semi-definida positiva seclucdo  da
equagdo estaciondnia de Riccati:

pa + AT - pEe™BTP £ 1 = 0 (10)

¢ n(#) sclugdo de
A(¢) = ATn(z) ¢ eTr(t), (=) = 0, (1)
Isto mostra que conhecendo-~se (%) podemos calcular o

controle 0timo instantaneamente, j&@ que P e n(#) podem ser cal
culados previamente. Na expressdo (8) estamos realimentando o esta
de «(t) do sistema, em geral nac acessivel. Como determinar uma
boa estimativa de (%) conhecendo apenas y(t), e em presenga
das perturbacgoes wy(:) e w,{.)?

Usa-se, neste caso, modelar as perturbagdes como  processo
esfoedsticos {varidveis aleatdrias parametrizadas pelo tempo). Es
pecificamente, supBem-se w; e w; ruidos brances gaussianos de
média zero e variancias I e R, respectivamente, com R > 0, sen
do @, (t) e w,(z) descorrelatadas se t # T. Neste caso ]
problema P2 € o de minimizar E{J7(u)}, onde E{.} vrepresenta a
esperanga matemdtica (para esse e outros conceitos da teoria das
probabilidades consultar [5]).
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Demonstraese que o problema recai na quest3o de  encontrar

a estimativa =z(t) do estado a(%) minimizando\?{ﬁm(t) - By,

Este € o problema de {iltragem 5timo, colocado por Kolmogoroff e
Wiener na década de 40, e muito utilizado em Telecomunicagoes. Nor
bert Wiener resolveu o problema usando equacoes integrais e a trans
formada de Laplace. Na d&cada de 60 Rudolf Kalman generalizou e
resolveu o problema no contexto agui exposto.

Teorema 7. 0 {iltro (de Wienen) Ftimo & dade pon

B2) = A3(E) + Bu() + K[y(t) ~ ef(#)] (12)

K= @C°F"  (ganho do filtro otimo)

onde @ € a solugdo simiinica semi-definida positiva de

40 + ea” _ g lcq 4 28T - o, (13)

Ainda mais, a scfugdo de P2 generalizade & dada pon
u(t) = ~o BT [pa(t) + n(#) ],

P solugdo simetrica semi-definida positiva da equacdo {10) e n{.)
solugae de (11), =(%t} a salda do filtne G4ime (12).

Para resolver P2 constrdi-se em separado a solugdo de dois
problemas: a} o de controle atimo conhecendo-se (%)} (teorema 6),
b) o de estimagdo Stima de =(%), obtendo-se (%) - {a primeira
parte do teorema 7)! Chega-se & estrutura de controle da Fig. 5.

Pode~se demonstrar o teorema 7 usando apenas a descricgao por
funcdo de transferéncia, chegando & solugdo de problema por um ca
minho equivalente 3 resolugdo de (10) e (13). A t8enica utilizada
¢ a fatorfzagdao espectral da matriz g(S)Tg(—S)+R na forma
a(s)aT(~s)  [6].
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Fig. 5 -~ Solugdo de P2

Calculando-se as solugdes de (10) e (13), apds alguns bons
truques numérices, chega-se a:

0,45

6,10

-1

078 = [or/Tp + osITs Jforvios - Ja-vie-2l.

Variando p, os autovalores do sistema s3o alterados. Como £5¢0
iher p de forma que os autovalores pertencam a 0 ? Este & um 'prg
blema nem sempre resolvido de forma satisfatéria,

A solugao de P2 possui a mesma ordem gue o sistema a ser
controlado (ver a Fig. 5), o que pode ser excessivo {nag o & em nos
so exemplo particular. Alem disso o ajuste @ complicado, e nio pode
mos utilizar diretamente as especificacdes de rapidez e ultrapas
sagem. Porem o metodo & aplicdvel a sistemas de grande porte, via
computadar.
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6. Outras Formulagoes
"

A teoria (cldssica} de controle Gtimo tem sofrido muitas crd
ticas devido @ sua incapacidade de absorver especificacbes mais so
fisticadas. Qualquer especificagdo nova implica restricdes mo pro
blema de otimizagdo, com solugtes em malha fechada muito compiexas
ou desconhecidas. Pesquisadores como Youla [8], Zames [9] e Helton
[2] propSem atualmente novas formulagoes do problema de controle oti
mo, que conduzem a questdes matem3aticas bem interessantes, sem per
der o atrativo prEtico(*).

7. Conciusoes

Mostramos que um problema de controle pode ser formalizado
de maneiras diferentes, levando a problemas matematicos diferentes.
Qual o mais conveniente para o engenheiro? Depende da area em que
este trabalha: se €& engenheiro eletrdnico proferira a formulacio da
secao 4; se € engenheiro de telecomunicacdes ou mecanico a  da se
¢do 5,

0 problema aqui discutido & um problema simples, estudado nos
primeires cursos universitdarios na area, Outros problemas existem,
come os de filtragem, identificacac e sTntese de circuitos, apelan
do para t€cnicas matemdticas as mais diversas. Quem se interessar
poderda estudar os livros de Vidyasagar [7], Callier e Desoer o],
Xailath [3] e os artigos citados, ou as Notas da IV Escola de Mate

mitica Aplicada no CNPq [10], onde seri introduzido a campos mate *

maticos de grande beleza e utilidade... fora da Matemitica.
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