NOTAS DE ENSINO

POR QUE TEMER 0OS EPSILONS E DELTAS?

Aletléta Augusto H., de Melle

A critica aos cursos de Calculo com e's e &'s @& uma cons-
tante em discusspes sobre o ensino, principalmente guandoe estes
cursos se dirigem a n3o matemd3ticos. Tenho dade aulas de Calculo
em cursos de Arquitetura, Zootecnia e outros onde o enfoque dos
£'s e &'s me parece o mais direto e manejavel, especialmente ageo
ra, quando os processos de cdalculo aproximado ganham maior popula
ridade. Aproveito a MU para transmitir alguns pontos em gque consi
dero a utilizagdo dos e's e &'s de grande utilidade e facil compre
ensao,

Para nossos alunos, os nimeros reais ja apareceram natural

e frequentemente como medidas e, portante, passiveis de erros. £
natural, ent3o, admitir que, ao lidarmos com um nimero real pre
cisemos recorrer a alguma aproximacdo = de x,: 1Tste pode acon
tecer se =, for irracional; ou ractonal de representacao decimal
infinita; ou mesmo um racional com mais digitos do que nos inte
resse considerar no momente; ou porque x, seja uma medida cujo

conhecimento exato esbarra nas limitagoes de precisao de nosses
instrumentos; ou ainda em situacoes outras, como o caso em que g
seja o resultado de operagdes que ja foram feitas com dados apro
ximados. Na maioria das vezes, conhecemos o niimeroc = e temos a
informagdo de que x seja uma aproximagdo dentro de uma certa mar
gem & > 0 de erro do =z,, isto &, f{z-z, | < 8. Este numero ¢
pode ser um nimero estritamente positivo qualquer, fato que pode
ser ilustrado com exemplos em que £, represente o peso de subs
tancias quimicas constantes em bulas de remedios ou a distancia

entre dois astros,...

As fungoes reais de varidvel real podem ser encaradas como
relagoes entre duas destas medidas, por exemplo.
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reais, y = f(z},
mas indagagdes como, por exemplo:

18

Ao intreduzir as funcOes de uma varidvel real com valores

ao calcular y = f(x}, onde = & uma aproximacgio de -
teremos uma aproximacac y de y; = f(z,)?

o

® fi1 como o da fi

dade:

que sejam "razodveis" perante esta 12 questio. Definimos
continua em xz, como sendo aquela que satisfaz a seguinte proprie

uwn fol]] 1y =
H o £
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n

)
mostram que a resposta a primeira
indagag¢do acima & "nem sempre".

dentro deste contexto, surgem imediatamente algu

ob

22, sendo afirmativa a resposta a esta questdo, qual seria a re
facao entre os erros cometidos no dado e na resultade?

Y Alguns exemplos como y = [x] (maior
T, x inteiro contido em =) ou a pro
— fundidade de uma piscina com o per

2

Ja ve o leitor que o caminho estd aberto para que comecemos

o estudo pelas fungdes cont¥nuas, restringindo-nos Jogo depois
diferenciaveis.

Resposta i 12 indagacdo - Funcoes Continuas

as

Propomos, entao, comegar o estudo das funcBes por aquelas

- dada a margem de erro para o resultado, existe uma certa

margem de erro tal que, respeitada na aproximagao do da
do e feito o c3alculo da fungdo para esta aproximagdo,
obtém-se uma aproximagdao do resultado dentro da margem
estabelecida. Ou seja,

y = flz) € continua em =z, e, e 85 se, dade >0 (max
gem de eiro para o nesuliade), existin 8 > 0 {mangem de

funcao
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)

erno para o dado) fal que, se x estd no dominio de f
lz—z,| < &, zenha~se If(z) ~7(z,)| < ¢, h

0 quanto trabalhar em propriedades e suas provas e a nature
za dos exemplos e contra-exemplos a serem estudados dependem muito
do objetivo do curso. Salientamos, entretanto, que este enfoque tor
na algumas demonstragdes bastante naturais; por exempio, a de que
a soma de fungDes contTnuas em =, seja ainda uma funcao continua
em x . 0 estudante percebe com facilidade que se trata de nido ul
trapassar a margem dada € de erro quando se somam duas parcelas
aproximadas, etc.,..

Ao definirmos fungao continua num conjunto, aparean
te desviamo~-nos do roteiro estabejecide. Mais adiante, e
to, para responder a 22 indagacio (a da relagdo entre € e &) usa
remos o resultado: "a imagem por uma fung3do continua de um interva
1o fechado e limitado & ainda um intervalo fechado e limitado". Co
mo sabemos, esta propriedade exerce papel importante no calculo
aproximado com funcdes de classe ¢' (uma funcgdo & de classe ¢! se
for derivavel, com derivada contTnua).

Retornando 3 22 indagacdo, observamos que nos diferentes exem
plos que devem ter sido estudados para ilustrar a definigdo de con
tinuidade, os processos para determinar um 6 a partir do e dado
sio bastante elaborados, dependem da fungdo e, muitas vezes, do =z,
em consideracdo. Isto &, se f & contTnua em =,, dado =, exis
te algum &. Mas...qual? Se quisermos uma regra geral para o cdlcy
1o de um valor conveniente de &, teremes que nos conformar com
uma classe ainda menor de fungdes (que serdo as fungoes ¢'). Antes
de estabelecer que fungdes sdo estas teremos de introduzir o
conceito de derivada e para isto o de Timite.

Limites e pontos de acumulagao

Congiianto a 22 indagacdo nos sugira um estudo mais  acurado
da relagac entre & e 6, o que poderia comegar por um estudo mais
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cuidadoso da razao %% (em que Az = 2-x e AY = ¥ = ¥y 580 0s
erros cometidos, raz3io esta sG definida para Az # 0), existem mo
tivacoes melhores para justificar a necessidade da introdugdo de um
"vaTor para este quociente" mesmo quando Az tenda a O. Concei
tos como os de velocidade (mEdia e instant3nea), densidade, tangén
cia e outros-semelhantes sao, a meu ver, mais indicados para motiva
¢aoc nesta fase do programa.

Yale destacar, no entanto, que no caso de estar definida
e ser continua em z,, os valores f{x) — quando se tomam conve
nientes aproxima¢oes x de =, — sao aproximagoes de f(z,}. Suponha
mos, agora, que para aproximagdes convenientes x de T,y COM zfz ,
os valores f{w) sejam aproximagSes de um certo nimero £ (que po
de ou nao ser igual a f{=z,), ou s pode nem mesmo estar defini

da em wx,); diremos, entdo que & = 1im f{x}. Para dar forma a esta
ZH

definigdo € preciso introduzir o conceito de ponto de acumulacgao de
um conjunto."Dado um subconjunto AcIR, A # gﬂ, diremos que z €
€ ponto de acumula¢3o de 4 se, em 4, existirem aproximacgoes de

r, distintas de = e arbitrariamente finas; isto e, se, dada a

0

margem de erro & > 0, existir z €4 com =z # =z, e |z-z,] < &".

E facil verificar, agora, que se x, g ponto de acumulacdo do domi
nio de f£, uma boa definicdo para Tim f(x)} serd o nimero &BIR

T+ 0

que torne a fungdo g continua em x,, onde g g dada por
flz), se « € dom f e afw
glz) =
L, Se & =2
Idéias de pontos de acumulagdo @ direita ou 3 esquerda e de
limites laterais podem ser obtidas gquando se consideran somente
aproximacoes por falta ou somente por excesso.

Resposta 3 22 indagagdo e outras perguntas

0 curso de C3lculo continua aparentemente distante da motiva
gdo inicial at€ que se chega ao Teorema do Valor M&dio e as fungdes

!
|
|
|
|
|
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de classe ¢!, quando entio se pode responder 3§ 22 indagagdo:

Se uma funcio y = f(x) E de classe ¢' num intervalo

[a, »l, existe ¥ > 0 tal que, enguanto dado e aproxima
¢bes se mantenham em |a, 5], tem-se [Ay| < mM|A=z! ? (bas
ta, para isso, tomar M>maz {|f' ()|, = € [a, 5],

E supreendente para o estudante que, nesta hipbtese (f de
classe ¢’ num intervalo fechado e Timitade}, por mais complica-
do que seja o calculo de y em fungdo de =, a evolugao dos erros
pode ser tomada sempre como linear {o produto pela constante ¥).

Outras indagagdes surgem ainda nesta mesma linha de calcy
e

=
1)
[=]
wr

To aproximado, tais como: e s oubermos calcular fF(z), como
2

' N -
no caso de e, sen x, tn x, etc,.. ou como obter informagoes
sobre as func¢Oes que forem deixadas para tras, como as que nao se

jam ¢' ou as que nem contTnuas sejam?

E assim temas mais avangados vao sendo introduzidos como
formulas de Taylor, séries de poténc?as, de Fourier, teoremas de
aproximagao, etc...

E tudo comegou com e's e &'s,
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