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Solucao de Equagoes por Radicais em
Caracteristica p > 0.

Otto Endler

Quando se fala da Teoria de Galois, ndo se pensa apenas no “teorema
fundamental”, o qual relaciona os corpos intermediarios de uma extensio
galoisiana (isto é, separavel e normal) finita N|K com os subgrupos do seu
grupo de Galois Aut(N|K), mas também na sua mais importante aplicagéo,
a saber, o problema de resolver equagdes algébricas por meio de radicais.
Realmente, foi este problema que motivou Galois a desenvolver a teoria que
tem seu nome.

Recordemos que este problema teve um papel muito importante na
histéria da Algebra. Apés a solucio das equacdes do terceiro e quarto grau,
conseguida no século XVI por Scipione del Ferro, Tartaglia, Cardano e Fer-
rari, muitos matematicos esforgaram-se para resolver a equagao do guinto
grau, até que, no primeiro tergo do século XIX, Abel mostrou a impossibi-
lidade de resolver a equagao geral do quinto grau e Galois caracterizou as
equagdes soliveis através da solubilidade do grupo de Galois, definido na
época como um certo grupo de permutacdes das raizes da equagao. Mais
detalhes podem ser encontrados no livro [5] de Van der Waerden e na “Note
historique” de Bourbaki [2].

E ébvio que, nos séculos passados, consideravam-se apenas equagoes
com coeficientes em corpos de caracteristica zero. O problema, entretanto,
formula-se da mesma maneira para equagdes sobre corpos de caracteristica
p # 0, de modo que é natural tentar estender os resultados neste sentido.
Esta generalizagdo é devida a Artin {1], que mostra qgue, no caso da carac-
teristica p # 0, além dos radicais usuais {/a, representando uma raiz de
X™ — a, se precisa admitir “radicais modificados” Ag que representam uma
raiz do polinémio X? — X — a.

" E surpreendente que, em varios livros-textos recentes de Algebra, esta
teoria generalizada ou nao se encontra ou é exposta de uma maneira incom-
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pleta, apesar de se enquadrar facilmente num curso de Algebra. De fato,
além dos resultados usuais da teoria de Galois e da sua aplicagao a extensoes
ciclotdmicas e ciclicas, o Unico resultado mais “moderno” que se precisa é o
teorema de Artin-Schreier sobre extensdes ciclicas de grau p de corpos de ca-
racteristica p # 0, e este se destaca pela sua analogia ao teorema cldssico de
Kummer sobre extensdes ciclicas cujo grau néo é divisivel pela caracteristica.

Preliminares Sobre Extensoes Ciclicas

Sejam K um corpo de caracteristica p (zero ou um nidmero primo) e §2
um fecho algébrico de K. Dado um polindmio separavel (isto é, sem raizes
miiltiplas) F € K[X], denotamos por R# o conjunto das suas raizes em (1.
O corpo ) possuira uma raiz primitiva n-ésima da unidade, ¢y, se e somente
se n nao for divisivel por p. O corpo K(¢,) = K(Rx»_1) é chamado a n-
ésima extensio ciclotdmica de K; esta extensio é galoisiana e Aut(K (¢,)| K)
é isomorfo a um subgrupo do grupo dos invertiveis do anel Z/(n); portanto,
é abeliano, e sua ordem divide ¢(n), sendo ¢ a fungao de Euler.

Por uma extensio ciclica (respectivamente abeliana, respectivamente
solivel) entendemos uma extensao galoisiana finita N|K tal que Aut(N|K)
seja um grupo ciclico (respectivamente abeliano, respectivamente solivel).
Em relagao as extensdes ciclicas, temos os seguintes teoremas.

Teorema de Kummer. Suponhamos que K possue uma raiz primi-
tiva n-ésima do unidade. Entdo, as extensées ciclicas de K de grau n sdo
ezatamente os corpos K(c), onde o € uma raiz de um “binémio” irredutivel
X" —a€ K[X).

Note que a hipétese ¢, € K implica que n nao é divisivel por p.

Teorema de Artin-Schreier. Suponhemos gue p # 0. Entao, as ez-
tensées ciclicas de K de grau p sdo ezatamente os corpos K(a), onde o €
uma raiz de um “trindémio” irredutivel X? — X — a € K[ X].

- A analogia entre estes dois teoremas ndo se restringe ao seu enunciado,
mas revela-se também na sua demonstragao. De fato, o teorema de Kummer
basela-se na forma multiplicativa e o teorema de Artin-Schreier baseia-se na
forma aditiva do seguinte
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Teorema 90 de Hilbert. Seja N|K uma extensdo ciclica e seja o um

gerador de Aut(N|K); entdo vale pare todo f € N:
- a) NB =1 se ¢ somente se f = a- (ca)™* para algum a € L (“forme

maultiplicativa”),

b) G8 = 0 se e somente se 8 = a — oa pare algum a € L (“forma
aditiva” ),

onde N e § representam a norma e o trago da extenso N|K (veja por
exemplo Lang [4], VIII, 6).

A seguir, queremos mostrar como é ficil desenvolver, a partir dos resul-
tados acima indicados, a teoria de resolver equagdes por meio de radicais
('usuais e modificados), em qualquer caracteristica p > 0. Demonstragdes
completas podem ser encontradas em Endler [3].

O resultado final desta teoria pode ser resumido assim:

F ¢ solivel por radicais sobre K & K(®rp)|K € soldvel.

O préximo pardgrafo é dedicado 3 prova da implicagao “ = .

Extensoes Radicais.

E conveniente e usual reduzir o problema de resolver equagdes por radicais ao
estudo de extensdes radicais, definidas da seguinte maneira. Uma extensao
L|K sera chamada radical se existirem elementos ay,...,a, € L e inteiros
ni,...,ns > 1, ndo divisiveis por ou iguais a p, tais que L = K(ay,. .., a,)
e, para todo j € {1,...,s}:

n; T
Q; quando n; nao ¢ divisivel por p;

7
P _ -
o; — a; quando n; = p.

K(og,...,05-1) 3 {

E facil ver que a nogdo de extensdo radical é transitiva e é preservada

sob extensdo do corpo base. Obviamente, toda extensao radical é separével,

e prova-se por indugdo que estd contida numa extensdo radical galoisiana.
~Estes fatos sao usados para provar o seguinte:

Teorema 1. Se a extensdo galoistana N de K estiver contide numa
extensio radical L de K, entdo N|K serd solivel.
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Demonstraciio. Podemos supor que L|K seja radical galoisiana. Se-
jJam aq,..., Q. nj,. .., 0y como na defini¢do acima e seja m > 1 divisivel
por todos os n; distintos de p. Entao L{¢m)| K (¢m) € uma extensao radical e
“galoisiana, e pelos teoremas de Kummer e Artin-Schreier existe uma cadeia
de corpos K(¢m)t = Lo C -+ C Ly = L{¢m) tais que L;|L;_; seja ciclica
(4 =1,...,s); além disto, K (¢m)| K é abeliana. Como L{¢,,)| K é galoisiana,
resulta do teorema fundamental da teoria de Galois que Aut(L(¢,)|K) é um
grupo solivel; portanto, Aut(N|K) tambémo é. O

Diremos que um polindmio ménico e separavel F' € K[X] é solivel por
radicais sobre K quando todas as suas rafzes pertencerem a uma extensio
radical L de K, ou seja, se K(Rp) C L. Nota-se que, no caso em que F &
irredutivel, basta exigir que alguma das suas rafzes pertenca a L. Do Teo-
rema 1 resulta: =

Coroldrio. Se F jor solivel por radicais sobre K, entdo a ertensdo
K(Rp}|K serd solivel.

Este corolario ja é suficiente para dar exemplos de polindmios ndo soliveis
por radicais: _

a) O polinémio geral Fy = X" — Uhy X" 1 + ... + (-1)"U, € Ky[X] do
grau n sobre K (onde Ky = K(Uj,. . ,Un) e Uy,..., U, sdo indeterminadas
sobre K) nao é solivel por radicais no caso n > 5, pois Aut(Ky (%FU)[KU)
é isomorfo ao grupo simético $,,.

b) F = X% - 2X*+ 2€ Q[X] nio é solivel por radicais, pois

Aut(Q(Rr)|Q)

¢ isomorfo a Ss.-

Extensdes Fortemente Radicais (radicais
irredutiveis)

As definigbes “extensao radical” e “polinémio solivel por radicais” sio muito
fracas, o que é conveniente quando elas sio usadas como condigdes sufi-
cientes. Neste paragrafo, porém, no qual pretendemos provar a implicagio
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% « ” da equivaléncia indicada acima, elas ocorrem corno condigtes neces-
sarias. Por isto convém substitui-las por defini¢des mais fortes que refletem
a idéia de “radical” de uma maneira mais precisa.

E ébvio que a expressao {/a, representando uma das rafzes do polinémio
X" — a, é ambigiia. Na verdade, é t3o ambigiia que em geral nao determina
nem uma classe de elementos conjugados. Da mesma maneira, a condigio
“L = K{a) com o™ € K” nio determina o corpo L nem a menos de um
K-1somorfismo. Por exemplo, no caso o™ = 1, L = K(a) pode ser a d-ésima
extensio ciclotémica de K para qualquer divisor d de n. Além disto, toda
extensao ciclotémica K (¢y,) € trivialmente uma extensao radical simples (isto
é, com § = 1), pois ¢7 = 1 € K; em particular, toda extensdo finita de F,
tem esta propriedade. Em vista do Teorema de Artin-Schreier, o fato que
F,» = F,{¢) para uma raiz (p* — 1)-ésima da unidade ¢, certamente é de
pouco valor e ndo corresponde & idéia de resolver a equagio XF — X — 1 por
radicais.

Para fazer com que todos os elementos representados por {/a sejam K-
conjugados dois a dois, é necessario e suficiente exigir que o polindmio X®—a
seja irredutivel em K[X|, isto é, que {/a seja um “radical irredutivel”. Além
disto, embora sem necessidade, podemos exigir que n seja um nimero primo.
Esta consideragdes dao origem a seguinte definigdo: Uma extensao L| K sera
chamda fortemente radical se existirem elementos ay, ..., o, € L e nlimeros
primos p1,...,p, tais que L = K{oy,...,@,) e, paratodo g € {1,...,s}, o
seja raiz de um polinémio irredutivel da forma

XPi — 5p,pj - X - a; € K(O&l, .. .,C!j_]_)[XJ

(sendo 6 o simbolo de Kronecker).

E ébvio que a nogio de extensio fortemente radical é transitiva. Ela é
estritamente mais forte que a nocdo de extensao radical. De fato, é facil ver
que nem toda extensao ciclotdmica de um corpo primo é fortemente radical;
por exemplo, Q(¢23)|Q e Fs:1/F5 ndo o sdo.

Provaremos o reciproco do Tecrema 1, com “fortemente radical” em lu-
gar de “radical”, primeiramente sob uma hipétese relativa a existéncia de
raizes da unidade em K.

. Proposigio. Seja N|K uma extensdo solivel, e suponhamos que ¢, €
K, sendo m > 1 divisivel por todos os nimeros primos, distintos de p, que
dividem [N : K|. Entdo, N|K € uma eztensdo fortemente radical.
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Demonstragdo. Pelo teorema fundamental existe uma cadeia de cor-
pos K = Ko C K; C---C K, = N tais que K;[K;_; seja ciclica de ordem
prima p; {7 = 1,...,s). Aplicando & esta extensdo o teorema de Kummer
no caso p; ¥ p e o teorema de Artin-Schreier no caso p; = p, concluimos
que N|K é fortemente radical. O

Aplicandc esta proposigao a extensoes ciclotémicas, obtemos:

Corolario. Toda extensdo ciclotémica L de K estd contida numa ez-
tensao ciclotémica fortemente radical de K.

Demenstragio. Seja L 2 n-ésima extensao ciclotomica de K e seja m
o produto dos niimeros primos, distintos de p, que dividem |L : K]. Entdo
m divide ¢(n) e, portanto, m < n. Podemos supor, por indugio, que a m-
ésima extensao ciclotémica de K esteja contida numa extensaoc ciclotémica
fortemente radical K’ de K. Entao K'- L é uma extensdo ciclotémica de
K' com ¢y, € K', logo, pela Proposigéo, K' - L é uma extensio fortemente
radical de K' e, portanto, também de K. O

Utilizamos este corolario para provar o reciproco do Teorema 1 na seguinte
versao forte e sem nenhuma hipdtese adicional.

Teorema 2. Seja N|K umae eztensdo solivel. Entdo existe uma raiz da

‘unidade ¢ € (2 tal que N(¢) seja ume extensdo solivel e fortemente radical
de K.

Demonstragio. Pelo Corolario acima existe uma raiz da unidade ¢ € ()
tal que K(¢)|K seja fortemente radical e N(¢)|K(¢) satisfaga as hipéteses
da Proposi¢io. Entdo, N(¢) é uma extensao fortemente radical de K(¢) e,
portanto, também de K. Além disto, N(¢)|K é galoisiana, e Aut{N(¢)]|K)
é soluvel, uma vez que Aut{N(¢)/ K (¢)} é solivel e o grupo quociente

Aut{N(s)| K) /Aut(N(¢)| K (5))
é isomorfo ao grupo abeliano Aut(K (¢)|K). O

Diremos que um polinémioc mdnico e separavel F € K[X] é soldvel por
radicais irredutivers sobre K se todas as suas raizes pertencerem a uma ex-.
tensao fortemente radical L de K, ou seja, se K(Rp) C L. Do Teorema 2
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resulta:

Corolario 1. Se K(Rp)|K for uma extensio solivel, entdo F serd
solivel por radicais irreduliveis sobre K.

Conchiimos do Corolério 1 que, em particular, os seguintes tipos de
polindmios sdo soliveis por radicais irredutiveis:

a) Todo polinémio (ménico e separavel) de gran n < 4;

b) Todo polinémio ciclotémico sobre qualquer corpo K;

c) Todo polinémio {ménico e separdvel) sobre qualquer corpo finito.

Em particular, para todo a # 0, o polindmio irredutivel F = X~ X-a €
F,[X] tem esta propriedade, e Fp» = F,(RF) = Fy{a) para toda raiz « de
F, a qual pode ser considerado como radical modificado Aa. Note-se, en-
tretanto, que radicais modificados sao indispensaveis também no caso de
polinémios F € F,]X] tais que o grau da extensio (necessariamente ciclica)
F,(RF)|F, nio seja divisivel por p. Por exemplo, se F € F5|X] for um
polindmio. irredutivel de grau 11, entio Fzuu = F3(Rp) estd contido na
extensdo fortemente radical Fgse = Fs{e, 8} de Fs, sendo o uma raiz do
trindmio irredutivel X® — X — 1 e # uma raiz de um bindmio irredutivel

Xt _ce F55 = F5(a).

Concluimos dos corolarios dos Teoremas 1 e 2 que as nogdes “solivel por
radicais” e “soldivel por radicais irredutiveis” sio equivalentes, isto é:

Corolédrio 2. O polinémio ménico e separdvel F € K([X| serd solivel
por radicais irredutiveis se e somente se for solivel por radicazs.

Por outro lado, em relagio as nogdes correspondentes de “extensio ra-
dical” e “extensao fortemente radical”, podemos concluir dos Teoremas 1 e
2 apenas o seguinte:

Corolario 3. Toda extensdo radical I de K estd contida numa extensdo
Jortemente radical e solivel N de K.

. Observemos ainda que se o polinémio F € K|X] for solivel por radicais,
entéo a extensdo K (R )}K nem sempre é uma extensio radical. Este fato jd
foi observado por Cardaro no famoso “casus irreducibilis” de um polinémio
F = X3+ aX?+bX + ¢ € Q[X], irredutivel de grau 3, com trés raizes
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reais: Na formula de Cardano, que representa estas raizes, aparece o niimero

imaginario v/--3 D, sendo
D=a> b —4b®~4a® . c— 27+ 18a-b-¢c> 0

o discriminante deste polinémio. De fato, pode-se demonstrar que, apesar
de Q{Rr) C R, nenhuma extensao radical de Q(Ry) esta contida em R.
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