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P = NP ou as Sutilezas da Complexidade
Computacional

Alfredo Iusem .

Introducao

Uma nova drea de pesquisa surgiu nos ultimos quinze anos, na fronteira
entre a Matematica Aplicada, a Logica e a Ciéncia da Computagio. Ainda
nao possui um nome universalmente aceito, mas a sua denominagao mais
difundida é “Complexidade Computacional”. Seu objetivo é determinar a
existéncia ou ndo de algoritmos eficientes para certos problemas de combi-
natoria. ,

Como muitas outras areas da Matemadtica, esta se desenvolveu junta-
mente com os esforgos para resolver um problema especifico, cuja colocagao,
em 1971, coincide com o nascimento da prépria drea. E extremamente inte-
ressante observar como a formulagdo de problemas com enunciados concisos
e compreensiveis para os nao especialistas, porém altamente nao triviais,
acaba sendo um 6timo mecanismo para gerar novos campos de pesquisa.
Sirvam como exemplo os 23 problemas que Hilbert propds no Primeiro Con-
gresso Internacional de Mateméticos em 1900. Em nosso caso, o enunciado
conciso reduz-se a férmula P = N P.

Para entender seu significado, devemos fazer uma breve excursio pelo
dominio dos problemas de otimizagéo combinatéria, ja que a “Complexidade
Computacional” dos algoritmos para resolve-los estd no né da questio P =
NP. Em vez de tentar uma definicio precisa de “problema de otimizagio
combinatéria”, comegaremos com sete exemplos tipicos. Como os quatro
primeiros provém da Teoria dos Grafos, introduzimos a notacgao e definigdes
bésicas necessérias para falar de grafos.

Um grafo (finito) é um par de conjuntos finitos: (V, E). Os elementos
de V chamam-se vértices ou nds, e os elementos de E, chamados arestas ou
arcos, sao pares {ordenados ou n#o) de nés. Normalmente, representamos
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os nés como pontos no plano e uma aresta (u, v) como um segmento unindo
os pontos que representam os nés ¢ e v. Dois nés, u e v, s3o edjacentes
se (u,v) € E. Um caminho entre dois nés up, u; é uma sequéncia de nés |
diferentes uy,. .., up_y tais que u; e u;j;; sdo adjacentes (0 < 7 < k—1). Se r
o = 4 o caminho é um ciclo. Um grafo é conexo se para todo par de nés '

existe um caminho entre eles. Uma drvore é umn grafo conexo e sem ciclos.
Uma drvore espalhadora do grafo G = (V, F) é uma 4rvore da forma (V, E)
com E' C E, ou seja, um subconjunto das arestas de G que atinge todos os
noés, é conexo e nao forma ciclos. Um grafo se diz completo se todo par de

nés é uma aresta.
l i 7 @ |
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Exemplos de Problemas de Otimizagao
Combinatoéria

Problema 1. Caminho mais curte (CMC): Dado um grafo G = (V,E) e
uma fungdo d : E — Z>q, achar o caminho mails curto entre dois nés u, v
ou verificar que nao ha caminho entre eles, sendo que o comprimento de um
caminho {ug, ¥1,...,ux) € definido como

k-1
> d(uj, uj41)-

i=0

(d{u, v) é interpretado habitualemte como a distdncia entre u e v}).

Problema 2. Arvore Espalhadora Minime (AEM): Dado um grafo
G = (V,E) e uma fungéo d : E — Z>q, achar uma arvore espalhadora de
comprimento minimo ou verificar que ndo ha arvore espalhadora (O com-
primento de uma arvore A = (V', E') é igual a

> d(e).

ec B!

Problema 3. Ciclo Hamiltoniano (CH): Dado um grafo G = (V, E),
achar um ciclo que passe por todos os nés ou verificar que néo existe tal ciclo.

<X> <

CICLO HAMILTONIANO . GRAFO SEM CICLO HAMILTONIANO

Figura 2

. Problema 4. Caizeire Viajante (CV): Dado um grafo G = (V,E) e
uma fungao ‘
d: E — Ly,

achar um ciclo hamiltoniano de comprimento minimo ou verificar que nao
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existe ciclo hamiltonianc. Se os nds representam cidades e a fung2o d dis-
tancia, o problema corresponde a achar o caminho mais curto que passa por
todas as cidades {sem repetir nenhuma} voltando & cidade de partida.

Problema 5. Satisfatibilidede (SAT): Saimos agora dos grafos para
entrar na légica matematica. Temos varidveis 2, ..., 2z, que representam
proposigdes. Cada variavel pode tomar dois valores: V ou F (verdadeiro ou
falso). Dado z;, definimos Z; (ndo ;) como a variavel que toma o valor V
se e s6 se z; toma o valor F. Consideramos também os conectivos V (ou) e
Ale). Uma cldusula é uma expressao da forma

C=yVysV- Vi,

onde y; é igual a z; ou a Ty, (:c,-j é algum dos z1,...,%,). Uma cldusula
toma o valor V se algum dos literais y; que a formam toma o valor V', e
toma o valor F em caso contraric. Uma férmule é uma expressao da forma

D=CLACA---NCy

onde
Cy,Ca,...,Cy

sdo cldusulas. A férmula ® toma o valor V se todas as clausulas C; que
a formam tomam o valor V, e F em caso contririo. Observe-se que uma
varidvel z; pode aparecer (afirmada ou negada) em vérias cldusulas, e até
varias vezes na mesma clausula. O problema de satisfatibilidade é o seguinte:
Dada uma férmula ®, existe uma correspondéncia (assignment} de valores de
verdade (ou seja, uma fungdo A : {z1,...,z,} — {V, F'}) que d4 & férmula
o valor V? Por exemplo, para a férmula

@ = (z1V z3) A (21 VT2) A (E1 V E3),
a correspondéncia 77 = V, 2y = F produz ® =V, mas para a férmula
® = (z1V z2) A (T1) A (F2)
nio existe correspondéncia de valores de verdade para x; e z3 que faga ®

verdadeira.

. Problema 6. Programag¢do Linear (PL): O problema consiste ern mini-
mizar uma fungio linear de n varidveis reais na regiao definida, em R", pelo
octante positivo e mais m equagdes lineares, ou seja, em notagao matricial:

min ¢’z ()

-
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sujeito a

Ar = b (2)
>0 (1<j5<n) (3)

onde z,c € R*; be R™, Ac R™", Em notagao expandida:
n
min Z iy
j=1
sujeito a
o
Za,-ja:j:b,- (1<i<m)
J=1 '

z; >0 (1<j<n).

Adicionando varidveis e/ou reescrevendo uma ignaldade na forma de
duas desigualdades contrarias, PL é equivalente a:

minc’z ' (4)
sujeito a
rd
Az < b, (5)
onde (5) significa
n
Za,-_.,-:r:j Sbt (ISEST’H)
i=t

Problema 7. Programagdo Linear Inteira (PLI): O problema PLI
consiste do problema PL com a restrigao adicional de integralidade, ou seja
(1) — (3) mais

g€ Z (1<j<n) (6)

Curiosamente, embora o dominio das varidveis seja menor, neste caso, o
problema PLI é consideravelmente mais “dificil” que PL. Neste caso, como
no anterior, é possivel que o problema nao tenha solugdo, ou seja, que nao
exista nenhum vetor satisfazendo (2), (3) e (6). Nessa situagao, resolver o
problema significa estabelecer a inexisténcia de solugoes.
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Algoritmos Eficientes

Observando os exemplos anteriores, nota-se que os 5 primeiros podem ser
enquadrados no seguinte paradigma:

Dado um cenjunto finito X, achar um elemento x € X que satisfega ume
propriedade 7.

Nos casos de CMC, AEM e CV , a propriedade 7 é a de minimizar uma
funcdo f : X — Z num subconjunto U C X. Nos problemas 1 a 4 X pode ser
tomado como o conjunto de subconjuntos de E. Em CMC,U é o conjunto
de caminhos de u a v e f é o comprimento de um conjunto de arestas. Em
AEM, U seria o conjunto de arvores espalhadoras e f o mesmo de CMC.
Em CV, U seria o conjunto de ciclos hamiltonianos e f novamente como
nos dois casos anteriores. Em CH, a propriedade 7 é a de ser um ciclo
hamiltoniano. Em SAT, X = {F,V}" (todas as sequéncias de n elementos,
cada um dos quais é F ou V), e 7 é fazer verdadeira a férmula.

PL e PLI parecem fugir a este padrio: o conjunto X em geral nao é
finito. Mas a anomalia é sé aparente. No caso de PL, as restri¢des (2) e (3)
definem um poliedro em R". Da linearidade da fungdo a minimizar, resulta

"que, se o problema tem solugio, existe uma solugéo que é um vértice desse

poliedro, no sentido geométrico usual ([12], pp. 29-44), e o conjunto desses
vértices é finito. De fato existe uma identificagdo algébrica simples de tais
vértices. Suponhamos, sem perda de generalidade, que, em PL, m < ne
o posto de A é m. Escolhamos m colunas linearmente independentes de
A fi,-..,5m e fixemos o valor zero para z; se j é diferente de ji,...,Jm.
Seja B a matriz (quadrada e n&o singular) formada pelas colunas ji,. .., jm
de A e seja 2P € R" definido como :a:-i}9 = z;,. Resolvemos Bz® = b obtemos
2B = B~1b. Se zB > 0, o vetor z resultante (z® mais os componentes
fixados em 0) é um vértice do poliedro, e todo vértice pode ser obtido dessa
forma ([12], pp. 29-44). O nidmero de vértices é entao menor ou igual a0
nimero de escolhas de m colunas linearmente independentes de A.

Para o problema PLI, demonstra-se que se o problema tem solugio,
entdo existe uma solugado z com com'ponent.és x; tal que ‘

|25] < (n+ m)(ma)*™*

on_(ie-
a=max{|e;;| (1€i<n,1<j<m), [Bii{1<i<m)}

(ver (12} p. 321). Como os z; devem ser inteiros, a busca do minimo pode-se
restringir a um conjunto U finito. ' : -
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E conveniente distinguir agora entre um problema (por exemplo CMC,
ou PL) e as suas tnstincias (cada um dos casos particulares do problema,
correspondentes a um dado grafo, para CMC, ou uma dada matriz A e
¥ dados vetores b e ¢, para PL).De fato, pensaremos que cada problema é o
conjunto das suas instancias. i

Definimos, de forma propositadamente vaga, um algoritmo como um
procedimento que, dade gqualquer instdncia de um certo problema, produz,
apés wm ndmero finito de operagies sobre os dados da insidncia, seja a
solugdo, seja a constatagdo de que ndo existe solugdo. '

As regras usuais para a divisao de inteiros e o método de Euclides para
achar o maximo divisor comum de dois inteiros sdc algoritmos conhecidos

por todos.
O objetivo da Otimizagio Combinatéria é achar algoritmos eficientes
¥ para resolver este tipo de problema, e a palavra chave é eficientes. Isso

porque sendo X finito, existe um algoritmo trivial para cada problema:
examinem-se um a um os elementos de X até achar um que satisfaz 7 ou
comprovar que nenhumn deles satisfaz . De fato, do ponto de vista da
matematica do século passado, estes problemas, apés verificada a sua fini-
tude, careceriam absolutamente de interesse matemaético {cheguei a ouvir
essa opinido, no fim dos anos 60, emitida por um ilustre matematico).

Mas vejamos qual é o cardinal aproximado dos tails éonjuntos X. Con-
sideremos um grafo com n nés. Para CMC, a nao repeticao de nés num
caminho diz que existem ndo mais de (n — 2)! caminhos entre dois nds da-
dos. Para CH e CV, sendo que todos os nés devem ser utilizados, s6 fica
por determinar a ordem: hé exatamente n! possibilidades, e para cada uma
delas é necessario conferir se os nés nessa ordem resultam adjacentes. Para
CV', em caso positivo, é preciso ainda calcular as distancias e compara-las.
Para AEM um teorema de Cayley (ver [1], p. 41) diz que um grafo completo
com n nds tem n""% 4rvores espalhadoras. Para PL, existem (%,) formas
de extrair m colunas da matriz A. Os algoritmos “ingénuos” mencionados
antes requerem portanto um nimero gigantesco de operagdes, mesmo para
instancias de tamanho muito limitado.

Um algoritmo eficiente seria algum que resolvesse, por exemplo, AEM
em n? em lugar de n""% operagdes. Isto permite compreender melhor o
desinteresse da matemética classica pela otimizagdo combinatéria: proce-
4, .dendo manualmente, algoritmes que requerem 10* on 10'% operagdes podem
parecer igualmente impraticiveis, mas a perspectiva muda radicalmente na
presenca de computadores: 10? operagdes podem ser feitas em menos de um
segundo; 10'%8 continuam sendo impraticaveis. De fato, a otimizagao com-




40

binatéria nasceu e se desenvolveu simultaneamente com os computadores, e
seus problemas estiveram entre os primeiros a serem atacados com 0s novos
instrumentos.

Para introduzir uma nogao mais rigorosa de “eficiéncia” comegaremos
definindo o tamanho de uma instincia § {!S1) como o ndmero de simbolos
de um alfabeto dado necessdrios para representer formalmente a insténcia S
¢ indicaremos como 84(S) o numero de operagdes necessdrias para resolver
a tnstdncia S com o algoritmo A.

Note-se que tanto |S| como 0,4 (S) estdo definidos com certa ambighidade:
|§| depende tanto do alfabeto formal utilizado como da maneira de represen-
tar a instancia. Assim, um grafo pode ser representado tando pela matriz de
adjacéncia né-né {com tantas linhas e colunas quantos sdo os nés; o nitmero
um na posigio 17 se o nd ¢ é adjacente ao nd §, ¢ o nimero zero em caso
contrario) como pela matriz de adjacéncia né-aresta (tantas linhas quantos

‘nés e colunas quantas arestas; o nlimero um na posigéo te se o n6 t € um

extremo da aresta e, € zero em caso contrario), como por uma sequéncia de
listas de adjacéncia: para cada né, listam-se os ndés adjacentes a ele. Estas
trés representagdes dariam trés tamanhos diferentes para o mesmo grafo.

Quanto ao niimero de operagdes, a ambigiiidade estd na nogio de ope-
racio: a soma de dois inteiros de vérios digitos, deve ser considerada como
uma ou vérias operagdes? Veremos logo que essas diferengas sao irrelevantes
do vonto de vista da Complexidade Computacional, cujos resultados sao in-
variantes, dentro de certos limites, por mudangas de alfabeto, representacao
ou computador.

Definimos entfo a funcdo de eficiéncia g4 do algoritmo A, g4 1N — N
como

galn) = max f4(S) (M)

ou seja, o nimero maximo de operagdes necessdrias para resolver, com o
algoritmo A, uma instincia de tamanho ndo superior a n.

A Andlise do Pior Caso

Observemos que a medida de eficiéncia dada por (7) considera, para cada
tamanho n, o “piot caso”, ou seja, a instancia de tamanho n para a qual
o algoritmo A é menos eficiente. Poder-se-ia esperar que se um algoritmo
Ay é mais eficiente, na analise do “pior caso”, do que um algoritimo Az, o

[ -
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mesmo aconteceria na maioria das instdncias, ou seja, que se
ga,(n) < ga,(n)  paratodo n > ng

entao S
B4.(5) < 04,(S)

para, pelo menos, um grande nimero de instdncias S. Embora isso seja
verdade para muitos algoritmos, existe uma excegdo muito importante, o
problema PL, que é, de longe, o problema de otimizagao combinatéria mais
frequentemernite usado nas aplicagdes.

Em 1947, G. B. Dantzig [3] introduziu o algoritmo Simplex, que &,
até hoje, o mais utilizado para resolver PL. Simplex comec¢a achando um
vértice T do poliedro definido pelas restricdes (2)-(3). Examinaram-se ento
os vértices 7 vizinhos (no sentido geométrico usua.l) de Z. Se Tz < Ta?
para todo 7, T é a solugio. Se algum z/ é “melhor” que T, troca-se T por
z! e repete-se o procedimento até achar um vértice “methor” (no sentido
da fungdo objetivo) que todos os seus vizinhos. A linearidade da funcgao
objetivo garante que um vértice que é “melhor” que todos os seus vizinhos
é 6timo, ou seja, é também “melhor” que qualquer outro vértice.

Fica assim demonstrada a finitude deo. Simplex. No entanto, ndo hé
garantia de que ndo seja necessario percorrer todos os vértices até atingir o
6timo. Na experiéncia pratica isso nao acontece: 40 anos de uso do algoritmo
em milhdes de casos mostra que o nimero de vértices examinados é, quase
sempre, da ordem de mlogn. Como a passagem de um vértice a outro
requer aproximadamente m? operagdes, o resultado empirico indica que, em -
geral (ou seja, para todos os casos “da vida real”) 84(5) < |S|%

Mas (7) pede o' maximo, nfo um valor médio. Em 1972 Klee ¢ Minty [11]
construiram uma familia de instancias de dimensao crescente cujo poliedro,
em R", é um ‘hipercubo’ ligeiramente deformado. Com m = 2n hiperplanos,
obteri-se um poliedro com 2™ vértices v* (1 < k < 2™) onde v;-‘ éigunal a €,
ou a 1 — €;, com ¢;; positivo e pequeno. A fungao objetivo é simplesmente
~&1, e 0 6timo é o ponto (1,0,...,0). Comegando em (0,0,...,0), uma
escolha inteligente dos ¢, leva o Simplex a passar por todos os vértices do
poliedro até chegar ao étimo. Isto significa mais de 2™ operagtes. Como o
tamanho da instancia em R™ e menor ou igual que An para alguma constante
B (o tamanho leva em conta os coeficientes das 2n equacdes que determinam
os hiperplanos) chega-se a conclusdo de que ga{n) é maior que qualquer
polinémio em n, ou seja o Simplex é nao polinomial.

Abriu-se assim a procura de um algoritmo polinomial para PL, que
poucos acreditavam que existisse (ou seja um algoritmo A para PL com
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ga(n) < p(n) pare um dado polinémio p). Em 1979 o jovem matemaético
soviético Kachyan [8] supreendeu ao mundo com o seu agora célebre algo-
ritmio “elipsoidal”, baseado em trabalhos anteriores de Schor [13]. Pela sua
importéincia para o problema ‘P = N P' vale a pena descrever mais detalha-
damente o algoritmo, que se baseia em 4 fatos:

a} O problema PL pode ser ‘reduzido’ ao problema de resolver um sis-
tema de desigualdades lineares. Consideremos o problema de programagao
linear (4)-(5) e estudemos o seguinte sistema de desigualdades em variaveis
{z,y) € R**™ (AT indica a transposta de A):

Azx < b (8)
ATy < -¢ (9)
Tz + Ty<o (10)

O importante teorema de dualidade da programagio linear ([4], Cap. 6)
nos diz que, dada qualquer solugao (z*,y*) de (8)-(10}, z* ¢é a solugo Stima
de (4)-(5). Assim para resolver uma instancia de PL basta achar um ponto
z que satisfaz um sistema de desigualdades do tipo:

Az <b : (11)

cujo tamanho, como é facil ver, é o dobro do tamanho da insténcia (4)-(5)
de PL.

b) O conjunto de solugdes de (11), se nao é vazio, é um poliedro. O
seu volume (no sentido usual em R™} pode ser 0 ou maior que 0. E facil,
perturbando o lado direito b de (11) achar um problema

Az <b (12)

tal que:

I} o conjunto de solugdes de (12) ou é vazio ou tem volume. maior que 0;

IT) o conjunto de solugdes de (12) é vazio se e 86 se o conjunto de solugdes
= de (11) é vazio;, : o

IIT) a partir de uma solugdo de (12} é possivel construir uma solugdo de’

(11). |
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O tamanho da instancia (12) é apenas maior que o tamanho de (11).

¢} Dado um problema do tipo Az < b tal que o seu conjunto de solugdes é
ou vazio ou de volume positivo, podem-se determinar niimeros V' e v tais que:

I) se o conjunto de solugdes do sistema é nao vazio, seu volume é maior que
v,

II) os vértices do poliedro estio numa esfera (n-dimensional) de volume V';

IIT) o nimero én(¥) estd limitado superiormente por um miitiplo fixo do
tamanho do problema {independente de instancia}.

Os niimeros v e V dependem dos coeficientes da matriz A e do vetor b.

d) Dado um elipsoide E em R"™ de volume «(E) ¢ um hiperplano que
passa pelo seu centro, é possivel construir um elipsoide E' que contém qual-

quer uma das metades de E definidas pelo hiperplano, tal que u(E') <

(1 — €)u(E), onde ¢ é uma constante que sé depende da dimenséo n de
forma que [fn{2;)]™? est4 limitado por um polinémio em n de grau 1.

- Figure 3

Os detalhes das demonstragdes de a) - d) podem ser visto em [12], Cap.
8. Com estes fatos o algoritmo de Kachyan é extremamente simples. Dada a
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instancia de PL, realizam-se as redugdes indicadas em a) e b), determinando
v,V éaesfera E' de volume V. Se o centro a! de E! satisfaz (12) o problema
acabou, e a solugio de instancia original de PL se obtém de ! como indicam

a} e b).

Se o centro o nio satisfaz {12), o! vmla uma das restrigées:
aTz < b
ou seja que os vértices do poliedro estao na regido
R=E'n{XecR": a7z <b},

contida na regido R' = E1n {z: a7z < aTal}.

{xe R qx bi}

N

Figura 4

Usamos agora d) para construir um elipsoide E? que contém R' tal que
u(E?) <(1- Ju(EY) = (1 - V.

E? contém todos os vértices do poliedro, evidentemente. O procedimento é
repetido com E? e seu centro a®: ou o? é a solugio de (12) ou geramos-E>,

que contém os vértices do poliedro, e tal que
w(E%) < (1 - )u(E?) < (1 - &)V,

Apés k passos, ou uma solugio foi achada, ou temos o elipsoide E**1
que contém os vértices e tal que u(E¥*Y) </ (1 - €)*V. Mas se k >
Zn(V/v)/En(l/l - e) = k*, resulta .

u{ E¥t1) < v, 7,
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Da definigao de v e b) deduzimos que o poliedro é vazio, ou seja que a
instancia de PL nao tem solugdo. Portanto o algoritmo faz no maximo k*
iteragdes. Cada iteragao {construgao do novo elipsoide) requer, aproximada-
mente n® operagdes. Segue-se que #4(S) < |S|%, tendo em conta que k* é
linear, segundo vimos, no tamanho do problema. Logo g4{n) < n* para o
algoritmo de Kachyan.

A publicagao deste algoritmo provocou grandes expectativas, no sentido
de que ele fosse substituir o Simplex. A pratica mostrou, no entando,
que ele era muito mais lento que o Simplex em todos os problemas reais
(naturalmente, ele é methor que o Simplex para o exemplo de Klee e Minty
com n grande). Que aconteceu? O algoritmo elipsoidal é polinomial de grau
menor ou igual que quatro. O Simplex, embora ndo polinomial em geral,
funciona de fato, fora os contraexempios patolégicos, como um algoritmo
polinomial de grau menor que 4, melhor que o elipsoidal. Ou seja, para
quase todas as instdncias o Simplex tem uma “performance” enormemente
melhor que o que indica o seu limite tedrico para o “pior caso”. O algoritmo
elipsoidal tem um limite tedrico melhor, mas todas as insténcias ficam muito
perto do ‘pior caso’.

Tudo 1sto mostra a fraqueza de g4(n} como indicador de eficiéncia. Pare-
ceria melhor, por exemplo, estudar o ‘caso médio’ em vez do ‘pior caso’ {por
exemplo com:

onde r(n) e o nimero de instancias de tamanho menor ou igual a n). O mo-
tivo pelo qual a teoria continua se baseando em g4(n) é puramente pratica:
g% (n) é impossivel de estimar para quase todos os algoritmos. Pelo contrario,
como veremos logo, é relativamente facil achar bons limites superiores para
gA{n), como ja fizemos para o algoritmo elipsoidal.

Estimac3io da Eficiéncia

Aceitando entdo,. por falta de melhor opgao, a medida de eficiéncia dada
pelo ‘pior caso’, vejamos como estimar g4(n) para alguns algoritmos em
problemas de grafos.

a) Caminho mais curto. Para simplificar, vamos supor que o grafo é
completo, adicionando as arestas faltantes com um valor d(e) suficientemente
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grande como para que nunca sejam usadas (basta tomar

d(i,5) 2 3_ d(e)

ecE

para os pares de nés (i,7) € E). Para um grafo com n nés d é entao uma
matriz D = {d;; € 2"*"}, definindo também d;; = 0. Definamos agora
D' = D, observando que d;; pode ser interpretado como a longitude do ca-
minho mais curto de ¢ a § num passo s6, ou seja sem usar nés intermediarios.
Seja entdo D* a matriz que contém, no lugar dﬁ‘j, a longitude do caminho
mais curto para ir de ¢ a J usando n&o mais de k — 1 nés intermediarios. E
facil observar que vale a seguinte férmula:

a7t = min {d;+ dy;} . (13)
ou seja, o caminho mais curto de 7 a § em ndo mais de k passos ¢ obtido
escolhendo um né £ como primeiro intermediario, usando o caminho mais
curto de £ a 7 em néo mais de k— 1 passos, e tomando a menor das distancias
resultantes. D™1 da entio a longitude dos caminhos mais curtos que usam
nao mais de n — 2 nés intermediarios. Como um caminho nao pode ter nds
repetidos, D"~! da a longitude dos caminhos mais curtos sem mais. Se

a7t >y d(e),

eEE

entio nio existe caminho entre ¢ e 7 no grafo original.

O algoritmo requer o calculo de n— 1 matrizes de n? elementos cada uma,
e para calcular cada elemento é preciso o minimo de n — 1 somas, ou seja,
precisam-se n?(n — 1} comparagdes e nZ(n — 1)% somas. Em consequéncia

84(S) < BISI* e  ga(n) < m?

para certas constantes J,+. Notamos que é necessirio guardar também
numa matriz E{‘;-.o vértice onde se atinge o minimo em (13) para poder
entdo reconstruir o caminho mais curto.

Este ndo é o melhor algoritmo para CMC: o de Floyd-Warshall ([6],
[16]}, que modifica o algoritmo dado substituindo {13) por um minimo en-

tte s6 dois nimeres, é de ordem n%; o algoritmo de Dijkstra [5] é de ordem n?.

4 - L]
b) Arvore espalhadora minima. Tomemos o seguinte algoritmo: a
arvore espalhadora vai sendo construida adicionando um arco cada vez. O
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primeiro é o arco mais curto do grafo. E quando ja temos k arcos, cujos nés
formam o conjunto §*, adicionamos o-arco mais curto entre os que tém um
né em S* e ou outro fora de S*. O algoritmo acaba quando nac hi mais
arcos a serem adicionados. Se o S* final nio contém todos os nés, ndo ha
4rvore espalhadora (o grafo nio é conexo). Se acabamos com S* =V, 0
conjunto de arcos formado é uma arvore espalhadora minima: o conjunto de
arcos gerado é conexo, por que todo arco adicionado estd ligado ao conjunto
anterior (ele tem um né em S "); nac tem ciclos, porque se os tivesse ao
adicionar o tltimo arco de um ciclo, tal arco teria seus dois nds no S* ja
formado, e espalha todos os nés porque acaba com S k = V. 86 falta ver que
sua Iongitude é minima. A prova, bastante simples, pode ser vista em {12},
pp. 272-274. Num grafo com n nés, o algoritmo requer n—1 passos, cada um
dos quais consite de nio mais que n comparagdes. Portanto g4(n) < Bn?,
para alguma constante S.

Novamente, este nio é o melhor algoritmo disponivel; o de Yao [17]
requer ymloglogn operagdes para um grafo com m arcos € n nés (v é
uma constante). Estes exemplos, mostram que para certos problemas, como
CMC e AEM, existem algoritmos eficientes, com ga(n) < n*, k pequeno.
A discussio do algoritmo de Kachyan nos diz que PL entra também nesta
categoria. Para os outros quatro exemplos, no entanto, a situagao é bem
pior. Mais de quarenta anos de pesquisas nido consequiram algoritmos que
melhorassem substancialmente os algoritmos ‘ingénuos’ antes mencionados.
De fato, para nenhum desses quatro problemas (CH,CV,SAT e PLI) co-
nhecemos hoje algoritmos com ga(n) limitados por um polindmio em n (a
possivel exce¢fo seria o trabalho de Swart, discutido no final do artigo).

A Classe de Problemas P

Tentaremos agora uma classificagdo, ndo de algoritmos, mas de problemas:
Um problema Q pertence & classe P se existe um algoritmo polinomial A
para resolve-lo, ou seja tal que ga(n) estd limitado por um polindmio em n.

A existéncia deve ser entendida aqui no sentido matematico nao cons-
trutivo, ou seja incluindo algoritmos ainda nao descobertos. Assim, da dis-
cussao anterior resulta que CMC, AEM e PL estdo em P, mas nao sabemos
ainda se CH,CV,SAT ¢ PLI estdo ou nao em P, pois nao conhecemos ne-
nhum algoritmo polinomial para eles.

O estudo da classe P é um objetivo bdsico da teoria-da Complexidade
Computacional. Em geral, asssocia-se P com a classe de problemas ‘eficien-




48

temente resoliveis’; isto é, considera-se que os algoritmos polindmiais sio
eficientes e os nao polindmials sao ineficientes.

Se nos mantemos no critério de eficiéncia dado pelo ‘pior caso’, com as
ressalvas discutidas, é evidente que os algoritmos nao polinomiais séo inefi-
cientes, mas serd que podemos considerar eficientes todos os algoritmos poli-
nomiais? Nio é claro que um algoritmo com g4 (n) = n% ou g4 (n} = 1019052
possa ser chamado de eficiente., Ndo seria melhor estudar, por exemplo, a
classe P' de problemas com algoritmos A tais que ga(n) < p(n) com p um
polindmio de grau menor gue 5 e coeficientes menores que 10007

Do ponto de vista pratico certamente sim, mas existem pelo menos trés
razoes para fazer de P o alvo principal da teoria. As duas primeiras sao
empiricas’

a) Até agora, os algoritmos polinomiais descobertos tem grau e coefi-
cientes ‘razoavels’.

b} Mesmo nos casos em que o primeiro algoritmo polinomial achado nio
foi tao eficiente como seria de desejar, a experiéncia mostra que rapida-
mente surgiram para o mesmo problema algoritmos progressivamente me-
lhores. No caso de PL o algoritmo polinomial mas nic muito eficiente de
Kachyan foi sucedido em 1984 pelo de Karmarkar [9] que é também poli-
nomial mas aparentemente comparavel em eficiéncia com o Simplex nos
problemas ‘reais’ {ou seja longe do ‘pior caso’). O mesmo aconteceu com
CMC e AEM.

A terceira razdo é de indole tedrica, e mais importante.

c) A classe P possui certas propriedades de ‘fecho’ que a fazem passivel
de tratamento matematico. Isso nao acontece com:a classe P' sugerida, sobre
a qual provavelmente nio seja possivel provar nunhum teorema interessante.
E mais um exemplo (como a questdo do ‘pior caso’) onde ¢é preferivel uma
definigao que, embora nao modelizando da melhor forma possivel o objeto
conceitual (neste caso ‘eficiéncia’), permite no entanto construir uma teoria
rigorosa e elegante, com teoremas, demonstragdes, etc.

A primeira dessas propriedades & a invaridncia a respeito de alfabetos,
representagbes e ‘computadores’ (ou seja critérios para contar operagdes).
Para quaisquer alfabetos, representagoes e computadores ‘razodveis’, um al-
goritmo serd polinomial para todos eles ou ndo o serd para nenhum. No en-
tanto, um algoritmo poderia ter g4{n) = n* num computador e ga(n) = n®
noutro. Isso justifica a ambigiiidade nas defini¢des de ‘tamanho’ ¢ ‘nimero
de operagoes’ e faz a teoria mais robusta e livre de ‘impurezas’.

Outra propriedade decorre do fato de que o conjunto de polinémios é

fechado por composigio de funcdes (polindémio de polindmioc é polindmio}.

s
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A consequéncia disso no nosso caso € a seguinte: Suponhamos que para o
problema @ {com conjunto de instancias T') temos o algoritmo polinomial A
com ga(n) < p(n). Agora consideramos outro problema @' (com conjunto
de instdncias 7') e achamos uma fungio ¢ : T' — T bijetiva tal que:

I) da solugio de uma instincia S' € T' é possivel obter a solugao de ©{S’) €
T e reciprocamente;

IT) existe um polindmio p' tal que |p(S'}| < p'(IS'|) para todo S' & T".
(Uma tal fungio ¢ define uma redugdo polinomial de Q' a Q).

Entao Q' também ¢ polinomial: para cada instincia S’ aplicamos A a
©(S"), e o algoritmo resultante A’ é polinomial com g4:{n) < p(p'(n)).

E evidente que a redugio polinomial, ferramenta basica da Complexidade
Computacional, ndo funciona se nos limitamos o algoritmos polinomiais com

grau previamente limitado.

A Classe de Problemas NP e a Questiao P=NP

Definida a classe P, podemos nos perguntar quais os problemas que pode-
riamos esperar que pertengam a P. Isto nos leva a definir, informalmente, a
classe NP como a formada por aqueles problemas para os quais, dade uma
solucdo, existe um algoritmo polinomial B que confirma que o objeto dado
¢ uma solugio.

Intuitivamente, P C N P, porque se somos capazes de achar uma solugao
z em tempo polinomial com um algoritmo A, esse mesmo algoritmo confere
que z é solugdo e fornece o algoritmo B requerido na definicdo da classe
NP. Ou seja, é mails dificil achar uma solugao que confirmar que uma
solucio é mesmo solugdo do problema. Para problemas com soluggo tinica
o argumento dado é rigoroso. Num caso com solugbes multiplas a questao é
mais delicada e necessitamos uma defini¢ao mais formal da classe NP para
provar que P C NP.

Além do apelo intuitivo, a classe NP tem a vantagem de conter quase
todos os problemas interessantes de otimizagdo combinatdria. Alids, a de-
monstragio de que um problema estd em NP é geralmente simples. Para
CH, o algoritmo B limita-se a conferir que o conjunto dado de arestas é um
ciclo que passa por todos os nds, o que claramente pode ser feito em tempo
polinomial. Para S AT, B simplesmente verifica que a correspondéncia dada
da 4 fé6rmula ® o valor V. Para os outros exemplos é preciso refinar tecni-
camente a definigio de N P, mas feito isso é ficil provar que eles estao em
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NP. Claro que, uma vez que P C NP, podemos afirmar sem necessidade
de uma prova direta que CMC, AEM e PL estao em NP. Também estao
em NP CH, PLI e quase todos os problemas de interesse (as letras NP
segnificam ‘nondeterministically polinomial’, em referéncia a uma defini¢ao
anterior da classe, hoje abandonada).

Podemos, agora sim, dar sentido a questao do titule do artigo: P = NP,
que afirma simplesmente que a classe N P, em principic maior que P, é igual
a P, ou seja que para todo problema gque possui um algoritmo polinomial para
verificar solugdes € possivel encontrar um elgoritmo polinomial que acha as
solugdes.

As consequéncias de uma resposta afirmativa a conjetura P = NP sao
significativas: éxistiria um algoritmo eficiente {com as ressalvas anteriores.
sobre a identificagio de algoritmo polindmial com algoritmo eficiente) para
todo problema em N P, por exemplo para o Caixeiro Viajante.

Em principio, pareceria que provar a conjetura é uma tarefa quase im-
possivel: deveriamos encontrar {ou demonstrar a existéncia de) algoritmos
polinomiais para cada problema da classe N P!

Felizmente, um teorema de Cook de 1971 [2} faz a tarefa muito mais
simples {em termos). O teorema diz:

Tode problema da classe NP pode ser reduzido polineomialmente ao pro-
blema de Satisfatibilidade. _ :

Ou seja toda instancia S de qualquer problema em N P pode ser conver-
tida numa férmula légica (de tamanho menor oun igual que um polinémio em
|S|) de forma que a férmula é satisfativel se e s6 se a instancia tem solugéo, e
de uma correspondéncia de valores de verdade que faz a férmula verdadeira
é possivel reconstruir uma solugao de .S.

Antes de dar uma idéia da prova do teorema, vejamos a sua principal
consequéncia: SAT é “maximalmente dificil” em N P porque se achassemos
um algoritmo polindémial para SAT, mediante a reducac do teorema ele
serviria também para todo problema em NP, ou seja: se SAT € P entdo
P=NP. .

Quanto & prova (ver [12] pp. 356-358), ela requer uma formalizagio da
nogao de computador, por exemplo a de Turing {15]. A ideia é descrever
com uma férmula Iégica todos os passos do algoritmo verificador de solugdes
B (que existe porque o problema estd em N P) usando varidveis légicas z;;4
com significados de tipo: “a posi¢io ¢ da memdéria no instante ¢ contém
o simbolo « do alfabeto”, ou “a posi¢do i da memdria passou a conter o
simbolo « no instante #”. Supbe-se que as primeiras posi¢des contém no
instante 0 a codifica¢do da solugio a ser checada e que quando o algoritmo
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B confirma que a solugao é correta escreve um simbolo particular em certa
posigao. A férmula s6 é verdadeira se o algoritmo foi corretamente execu-
tado e acabou escrevendo o simbolo especial. Como o algoritmo B é, por
hipdtese, polinomial no tamanho de S, o nimero de posigoes de meméria
e de instantes usados é também polinomial em S|, do jeito que o numero
de varidveis logicas é polinomial em |S| (sendo que o alfabeto tem tamanho
préfixado}. Em definitivo o tamanho da férmula é polinomial em |S{. Se
achamos uma correspondéncia de valores de verdade que faz a férmula ver-
daderra, olhando o valor das variaveis ldgicas associadas com as primeiras
posigoes de memoria no 1nstante 0 podemos reconstruir os simbolos que as
ocuparam. Como sabemos que a execugao acabou usando o simbolo especial,
esses simbolos representam uma sclugo da instincia S. Reciprocamente,
dada uma solugao de instancia .S, damos as variaveis légicas os valores que
resultam de fazer funcionar o algoritmo B a partir dessa solugao e obtemos
uma correspondéncia de valores de verdade que faz a formula verdadeira.

Que acontece agora se achamos que pela sua vez SAT se reduz polino-
mialmente a outro problema @ £ NP? Nesse caso resulta que se Q@ € P
entao P = N P: tomamos um @' qualquer em N P, reduzimos Q' polinomial-
mente a S AT via o teorema de Cook, logo SAT a @, e sob a hipdtese @ € P
temos o algoritmo polinomial A para @ que podemos usar para resolver @'
em tempo polinomial. Vemos que um tal Q partilha a posicao privilegiada
de SAT em NP: ele é “maximalmente dificil” e todo problema em NP se
reduz polinomialmente a ele.

A C]asse de Problemas NP-Completos

Surge entao naturalmente a idéia de definir uma nova classe: a dos problemas
NP-completos. @ ¢ N P-completo se:

I) Qe NP,
II) todo Q' € NP se reduz polinomialmente ¢ Q.

Obtemos assim a seguinte representagao grafica de N FP:

Existem outros problemas N P-completos além de SAT? Pouco tempo
depois do teorema de Cook, Karp [10] demonstrou que CH é N P-completo.
Para isso, dada qualqguer férmula i6gica @, ele construi um grafo cujos ciclos
hamiltonianos estdo em correspondéncia biunivoca com as correspondenc1as
de valores de verdade que fazem & verdadeira.
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Sabendo que CH é N P-completo é evidente que CV é N P-completo: a
cada instidncia de CH num grafo G fazemos corresponder a instancia de CV
no grafo completo G' com os mesmos nés que G, e definimos os comprimentos
como 1 para os arcos que estdo em G e um nimero grande (maior que o
nimero de nds) para os que nao estdao em G. Se a instdncla de CV tem
solugio de comprimento n — 1 o ciclo mais curto em G’ corresponde a um
ciclo hamiltoniano em . Reciprocamente, um ciclo hamiliomano em G
produz um ciclo de comprimento minimo em G'.

/ NP \ / \
COMPLETO

A A A A=
NP
P=NP
e
N N
Figura 5 Figura 6

Compreende-se entdo a importincia da invaridncia de P por redugoes
polinomiais: se fazemos uma sequéncia de redugdes polinomiais a partir
de um problema em NP e acabamos num problema em P, o problema de
partida estd em P. Se alids o problema de partida é N P-completo, entao
P=NP.

Veremos logo que C H se reduz polinomialmente a PLI, ou seja que PLI
é também N P-completo.

O método das redugdes polinomiais produziu uma verdadeira orgia de
demonstragdes de N P-completeza, cujo mimero cresceu exponencialmente
a partir do teorema de Cook. O livro de Garey e Johnson (7] d4 em 1979
uma lista de mais de 600 problemas N P-completos, e aparentemente a lista
passa hoje de 4000.

~ Isto se deveu ndo somente a euforia dos otimizadores combinatérios
(que depois de 40 anos de procurar sem sucesso algoritmos eficientes para
esses 4000 problemas tinham a opgao de engrossar seus “curriculum” nao
resolvendo-os mas provando que eles sdo “maximalmerite dificeis”) se nao
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também & propriedade mencionada: como para ver gue um problema é N P-
completo basta reduzi-lo polinomialmente a qualquer um que )4 esta na lhista,
quanto maior a lista mais chances de achar nova redugao e mais “papers”
com provas de N P-completeza.

De faio a Figura 5 ficou com a falxa intermediaria cada vez mais magra:
para quase todos os problemas interessantes ou bem achou-se um algoritmo
polinémial, e acabaram em P, ou bem demonstrou-se que eram “maximal-
mente dificeis”, e foram parar a N P-completo. Como vimos, PL ingressou
em P em 1979 gragas a Kachyan.

Tudo isto pareceria simplificar notavelmente a prova da conjetura P =
N P. Bastaria encontrar um algoritmo polinomial para qualquer um dos
4000 problemas da lista de N P-completeos, ¢ a Figura 5 colapsaria a Fig. €.

Infelizmente nunhum problema N P-completo parecia estar em P, de
modo que a guase totalidade dos especialistas acreditaram que a conjec-
tura era falsa. Para refutd-la seria suficiente provar que algum dos 4000
problemas N P-completos nio estd em P (do qual resultaria imediatamente
que nao existe algoritmo polinomial para nenhum deles) mas até hoje nao
temos ferramentas para demonstrar, dado um problema, que ndo existe um
algoritmo de certo tipo para resolve-lo.

De fato, em outubro de 1986 a situagao era a seguinte: a lista de pro-
blemas N P-completos seguia crescendo e os poucos audaciosos dispostos a
atacar frontalmente a conjetura tentavem refuta-la.

P = NP?

Alors Malherbe vint! E. R. Swart, um pesquisador néo muito conhecido
(embora com vérios trabalhos na area} da ainda menos conhecida Univer-
sidade de Guelph (Ontario, Canadd}, anunciou ao mundo que P = NP. O
seu trabalho [14] foi recebido com ceticismo, ndo somente por ir contra a
intuicao da maioria, se nac também porque o caminho escolhido por Swart,
parecia condenado ao fracasso, apds ter sido muito explorado nos anos 50 e
60. Swart afirma ter reduzido polinomialmente CH a PL. Como PL € P
(via Kachyan ou Karmarkar), CH € P, logo P = NP, j4 que sabemos que
G H é N P-completo. Observe-se que esta forma de redugao é inversa a das
demonstragdes de: N P-completeza: acha-se um algoritmo eficiente para um
problema reduzindo-o a outro conhecidamente mais facil.

As consequéncias espetaculares do resuitado de Swart, se verdadeiro
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(tanto as boas, como a existéncia de algoritmos eficientes para 4000 proble-
mas até agora intratdveis, quanto as ruins, porque se P = N P a classe “N P-
completo” perde todo o seu sentido e as demonstragdes de N P-completeza
tornam-se absolutamente irrelevantes, sendo gue todos os problemas de N P
ficam igualmente ficeis, ou dificeis) levaram uma multidao de especialistas
a se debrucarem sobre o “technical report” de Swart. Os resultados ainda
nao sao definitivos e entramos no terreno do boato. Diz-se que o “paper” foi
enviado a 12 “refereces”. Dois de eles teriam-no considerado correto, outro
teria achado um erro rapidamente corrigido pelo préprio Swart. Os outros
dez, até janeiro de 1987, nao teriam se pronunciado. Em margo, novo boato:
a prova teria um erro irremediavel. Enquanto assenta-se a poeira (e pode
demorar) tentemos dar uma descricdo ndo detalhada do caminho seguido
por Swart.

Queremos encontra.r um ciclo hamiltoriano no grafo G com n vértices.
Damos aos arcos (i, ) de G longitude 1, e para os pares de nds (7, 5) nao
adjacentes em G criamos um arco ficticio com longitude d;; > n, obtendo
o grafo completo G'. E claro que um ciclo hamiltoniano de longitude n em
G’ é um ciclo hamiltoniano em G. Agora imaginamos que o problema CH
consiste em transportar um objeto ao longo do ciclo hamiltoniano. Defini-
mos, para cada par de nds (7, 7} uma variavel z;; que toma s6 valores 0 ou
1. Damos a z;; a seguinte interpretagdo: se z;; = 1 o objeto vai de 7 a j
pelo arco (%, 7), caso contrario z;; = 0. Consideramos a seguinte instdncia
Sy do problema PLI:

Sy :min f(z) = ZZd”m” (14)

i=1i=1
sujeito a

n
ZI{j:l (1 S]Sn) (15)
i=1 .

n

Zx;jZI (1<¢<n) (16)
i=1. :
zi;; 20 (1<14,7<n) (17)
Tij € Z (1 <i,57< n) (18)

-

Segundo (15) o objeto. transportado entra exatamente uma vez em cada
né, e segundo (16) sai exatamente uma vez de cada né. Isto porque de (15),
(16) e (17} resulta que cada varidvel z;; fica entre O e 1, e usando (18) ela
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deve ser 0 ou 1. Entdo para cada j um dos z;; é 1 e os outros sdo 0, e
para cada ¢t um dos z;; é 1 e os outros sao 0. Representa corretamente esta
instancia de PLI o problema de CH em G?

E claro que dado um ciclo hamiltoniano em G, dando valor 1 as varidveis
z;; associadas com arcos do ciclo é 0 s restantes cbtemos um vetor z que
satisfaz {15)-(18) tal que f(z) = n, ou seja uma solugio de S;. Infelizmente
a reciproca nao funciona, como mostra o seguinte exemplo, onde os arcos
marcados sao os que tem z;; = L.

Figura 7

O objeto entra e sal uma vez de cada nd, mas nao fazendo um sé ciclo,
se nao dois assim chamados “sub-tours”. O grafo da Figura 7 nao possui
ciclos hamiltonianos mais o vetor z resultante dos arcos marcados é uma
solugao de 5;. Para remediar o problema consideramos variaveis «,j, inter-
pretando z;;; = I como: “o k-ésimo arco do ciclo hamiltoniano va de 1 a j’.

Formulamos Ss:
maxZZd,, Em*-‘v‘k (19)

j=1:=1 k=1
sujeito a
EZ:,H,_1 (1<Ek<n) : (20)
J=14i=] '

Z Z:I:,'jk =1 (1 < ) < n-) (21)

k=1 =1

n n
. ZZ:E,'jkzl (ISJSH) ’ (22)

k=1i=1
> (ijk — zigpe1) =0 (1< 4,k <n) (23)

=1
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k>0 (1<4,5,k<n) (24)
Tijk € Y/ (1 < ‘i,j,k < n) (25)

(para k = n identificamos, nas restrigdes (23), zj; r+1 com z;i1). Nova-
mente um ciclo hamiltoniano em G produz uma solugao = de Sz mas agora,
gragas as restrigdes (23), toda solugdo z de Sz poduz um ciclo hamiltoniano
em G. As restrigdes (23), chamadas “sub-tour breaking constraints” impe-
dem os “sub-tours” como os da Figura 7, exigindo que o ciclo passe por n
arcos.

Portanto, temos uma correta redugao de CH a PLI . {Incidentalmente,
isto prova que PLI é N P-completo). Mas nao ganhamos muito, porque
nao se conhece nenhum algoritmo polinomial para PLI. Que acontece se
passamos a PL, para o qual temos os algoritmos:polinomiais de Kachyan e
Karmarkar? Basta para isso eliminar as restrigoes (18) em Sy, e (25) em S,
ou seja aceitar valores reais para as variaveis.

Em 8 nada muda. Devido a estrutura particular da matriz das res-
tricdes (15)-(16) (é uma matriz unimodular, ver [12] pp. 316- 318) todos
os vértices do poliedro definido por (15)-(17) tem componentes inteiros.
Entdo, procurando uma solucio real de (14)-(17) que seja um vértice do
poliedro, recebemos, de graga, uma solugéo inteira (J4 vimos ao discutir PL
que se existe solugdo, existe uma que é vértice do poliedro). Infelizmente,
como mostra a Figura 7, tal solugdo inteira pode nao representar um ciclo
hamiltoniano em G. '

As solugoes de (19)-(24), se sdo inteiras, representam sim um ciclo hamll-
tonianos em G, mas a matriz de (20)-(23) néo ¢ unimodular. E possivel que
certos vértices do poliedro dado por (20)-(24) tenham componentes nao in-
teiros. Entdo a solugdo da versao PL de S; (ou seja, sem (25)) pode néo
ser inteira, incluindo valores fracionarios entre 0 e 1. Isso nao nos permite
reconstruir um ciclo porque nao saberiamos interpretar z;j; = 1/2, por ex-
emplo.

Tudo isto era bem conhecido faz 25 anos (ver [4] pp. 545-547). A
primeira grande idéia de Swart consistiu em estudar as solugdes fracionarias
de S;. Ele provou que qualquer solugido z* de Sy que é vértice do poliedro
dado por (20)-(24), ¢ uma média de solugdes inteiras, ou seja

r
=) oyt
=1
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Cconx

r
04520, 20{5:1
£=1

y‘:‘jk =0 ou 1.

Os y! podem ser identificados com caminhos no grafo &, mas como as res-
trigdes (20)-(24) operam sobre z* e ndo sobre y¢, néo é claro que todos os
y® devam ser ciclos hamiltonianos. De fato Swart da um exemplo onde a
solucdo = de Sy escreve-se como
¥ __ 1 1 1 2

z = Qy + 2?:/ )
mas ! é um ciclo em G com n — 1 nés (ou seja um a menos) e y° nao ¢ ciclo
porque repete um né. Swart recorre ao mesmo mecanismo usado para passar
de S; a Sy introduzir mais equagdes e varidveis com mais sub-indices. (Ele
toma variaveis de tipo z;jxrs que vale 1 se {7, ) é o k-ésimo arco de um ciclo
hamiltoniano que comega no né 1 é o r-ésimo arco num ciclo hamiltoniano
que comeca no né s). Novo contra-exemplo, mais equagdes, mals sub-indices
até chegar a uma formulagdo S5 com varidveis com até 8 sub-indices e 22
grupos de equacdes, no lugar dos quatro grupos (20)-(23) de S;.

Ele prova entao seu teorema crucial:

Se a instincie Ss de Programagdo Linear ndo tem solugdo, entdo o
grafo G nio possui caminhos hamiltonianos. Se S5 tem solugdo, entdo toda
solugdo que é vértice do poliedro escreve-se como wma média de solugdes
inteiras, uma das quais, pelo menos, represente um ciclo hamultoniano em
G.

O tamanho de Sg, ernbora monstruoso, é ainda polinomial em n. Temos
entio uma redugio polinomial de CH a PL. Dada uma instancia de CH,
escrevemos a sua instancia associada Ss de PL, e resolvendo S5 com um
algoritmo polinomial para PL, resulta que CH € P. Como CH é NP-
completo, fica provado que P = N P.

Assim para resolver em tempo polinomial uma insténcia de um problema
qualquer de NP {por exemplo CV) reduzimos o problema a SAT (via a.
férmula 16gica do teorema de Cook), SAT a CH, CH a PL via a formulagao
S5 de Swart, e resolvemos Ss em tempo polinomial com o algoritmo de
Kachyan ou o de Karmarkar.

E bom notar que embora estes algoritmos, a diferenga do Simplex, nao
produzem necessariamente solugbes que sdo vértices do poledro (como ©
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teorema de Swart requer) eles podem sera modificados para produzir vértices
sern perder a polinomialidade. Acontece também a feliz circunstancia de ser
o teorema de Swart construtivo: a partir da solugdo de S5 em varidveis reais
é possivel achar a solugao inteira que representa o ciclo hamiltoniano em G.

A discussao sobre a validade do resultado de Swart centra-se na prova
do seu teorema crucial, que é inevitavelmente bastante complicada porque
depende da presenca de cada um dos 22 grupos de equagoes na formulagio
Ss.

Mas, gquais sfo as consegiiéncias para a otimizacio combinatdria do re-
sultado de Swart? Se ele é verdadeiro, como ji explicamos, desaparece a
distingdo entre P e NP, arrastando no caminho a categoria intermediéria
“N P-completo”. Agora todo problema é P. Mas aqui nos confrontamos
com a ambigiiidade da identificaggo “algoritmo polinomial-algoritmo efi-
ciente”. Se fazemos a redugio de um problema NP via SAT, CH e PL
como indicamos, podemos acabar com uma instdncia de PL de tamanho
polinomial, mas gigantesco (S5 sozinho j4 é grande de mais) e com algorit-
mos com ga(n) = n®® ou coisas semelhantes. A tarefa ent#o, ¢ a de encontar
redugdes melhores, talvez diretamente de cada problema a PL, baixando aos
poucos o grau do polindmio, como ja foi feito para outros problemas em P.
O prépric Swart conjetura que a formulagao S; é altamente redundante;
muitos dos 22 grupos de equagdes, que foram adicionados para facilitar a
prova do teorema, poderiam ser eliminados sem alterar o resultado.

A diregio do trabalho em otimizagao combinatéria viraria 180°, passando
de procurar resultados “limitativos” (provas de N P-completeza, que dio
limites inferiores 4 dificuldade do problema) & busca de resultados “cons-
trutivos” (introdugdo de novos algoritmos eficientes).

Se pelo contrario, como muitos acreditam, a prova do teorema de Swart
esta errada, fica a tarefa de corrigi-la, ou tentar outra por caminhos seme-
lhantes. De fato, a plausibilidade de “P = N P”, descartada até Swart por
quase todos os especialistas, ganhou muitos pontos, e sem diivida muitos dos
que antes tentavam refuti-la preferirio daqui em diante procurar prova-la.

~ Observagdo. [12] apresenta magnificamente todo o material sobre o
tema até 1981. Também é recomendéavel [7], de leitura muito agradavel. O
autor pode fornecer aos interessados o “preprint” de Swart [14}, ainda nio
publicado, sem a pagina 16. ' :
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