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Curvas de Largura Constante

J. F. Voloch

Durante o XVI Coléquio Brasileiro de Matematica no IMPA em julho,
houve uma exibicio de filmes sobre Matematica. Um deles referia-se a curvas
de largura constante. Trata-se de um tépico bastante elementar de Geome-
tria Diferencial, que envolve apenas conceitos ligados a curvas planas. Seus
pré-requisitos estio amplamente cobertos pelo Capitulo I de (2] ou de [6].

Uma curva plana diferencidvel por partes, parametrizada por compri-
mento de arco, é uma fungdo « : [0, L] — R?, diferenciavel por partes, tal
que |z'(s)| = 1 para s € {0, L} se z ¢é diferenciavel em s. L é o comprimento
de z. A curva é dita simples se nao tem auto-intersegdes, isto é, z(s) # z(s")
se 0 < s < s < L. A curva é fecheda se z(0) = z(L) e 2'(0} = z'(L).
Consideraremos aqui somente curvas simples.

Denotaremos por t(s) = z'{s) o vetor tangente e por n(s) o vetor normal,
definido como o vetor unitério ortogonal a t(s) tal que (t(s),n(s)} é uma
base de R? orientada negativamente. Se x é duas vezes diferenciavel entdo
t'(s) = k(s) - n(s), k um escalar, chamado a curvatura de x em s. Se x ¢
trés vezes diferenciavel entdo n'(s) = —k(s)t(s), como segue das férmulas de
Frenet. '

Diremos que x é convexa se k(s) > 0 Vs € [0, L]. Pode-se provar que, se
z é fechada, entdo = é convexa se e s6 se a regido limitada por « € convexa.

Seja agora x uma curva fechada. Uma reta £ é dita rete suporte de z
se £ toca z mas z estd contida num dos semiplanos fechados definidos por
£. E claro que em cada diregdo hé exatamente duas retas suportes de z e a
disténcia entre essas retas é a largura, A, de z nessa diregio (ver Fig. 1).

Uma curva é dita de largure constante se for fechada e a largura em
todas as direcdes for a mesma. O circulo é, evidentemente, uma curva
de largura constante. Outro exemplo de curva de largura constante é o
tridngulo de Reuleaux, esbogado na Figura 2. Nessa figura, ABC é um
tridngulo equildtero e o arco AB é o arco de circulo ligando A e B com
centro em C e o resto da curva é tragado de modo semelhante.
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Reuleaux foi um grande engenheiro do século passado que construiu cur-
vas de largura constante em um tratado sobre maquinas, republicado em

[5].

c
N
= B A
Figura | Figura 2

Veremos outros exemplos mais adiante, mas antes vamos estudar um
pouco as curvas de largura constante. A idéia da prova do seguinte lema me
foi sugerida por E. L. Lima. '

Lema. Sejam x uma curve de largura constante, £y, €3 retas suporte de
z, paralelas, e z;, 1 = 1,2, pontos de x N £;. Entdo a reta T1z3 € ortogonal a
E]_ [ 22,

Prova. Seja A a largura de z. Suponha, por absurdo, que Zyzz nao é
ortogonal a £;. Como a distancia de €3 a s é A, devemos ter |z; — 71| > A
Considere agora a largura de = na direg8o ortogonal a zg — z;. Essa largura
é certamente maior ou igual a |z3 — 71|, logo maior do que A. Entao z tem
duas larguras distintas em diregdes distintas e, conseqiientemente, nao tem
largura constante, o que contradiz a hipdtese e completa a demonstragao do
lema. :

. = Coroldrio. Sef ¢é uma reta suporte de ume curve z de largura constante,
entido ¢ N £ consiste.de um tnico ponto. Em particular, x é conveza.

Prova. Sejam £ a outra reta suporte de z, paralela a ¢, e z; um ponto -




hia

71

de # N z. Pelo lema, qualquer ponto de £N z est4 na perpendicular a # por
z1, logo é 1inico. E bem conhecido que uma curva tal que toda reta suporte a
toca num unico ponto é convexa e isso termina a demonstracio do Corolario.

Uma modificagao da prova do lema conduz ao seguinte resuliado. Note-
mos que, numa curva convexa diferencidvel, uma reta suporte é uma reta
tangente.

Proposigio. Se z ¢ uma curva C? de largura constante X, o curvatura
em todos os pontos de z € no minimo 1/A.

Prova. Seja z; um ponto de z. Seja {; a reta tangente a z1, que €
suporte de = em zx;. Sejzirn £, a outra reta suporte de z paralela a 4;, e
z2 o ponte de x N £;. Considere o circulo de centro z; e raio A. Se houver
z3 € z, fora do circulo, entdo |z — z3] > A e, como j4 vimos, isso implica que
a largura na direcao ortogonal a T3Z3 é maior do que A, o que é absurdo.
Segue que x esta contida no interior desse circulo. Como z; é centro do
circulo, isso implica que a curvatura em x; é maior ou igual a 1/X, o que
completa a demonstracio.

Seja £ uma curva C® de largura constante. Se z; € z entfio a reta suporte
de z em 1) ¢, como j& vimos, a tangente a = em ;. Se £ ¢ a reta suporte
de z paralela a z, seja z2 o ponto de z N £ Se z1 = z(s) e 2 = z{¢)
definimos s' = p(s); entéo t(p(s)) = —i(s), n{p(s)) = —n(s). Como T1T; é
ortogonal a t(s) (pelo lema) e |z — 29| = A, temos z(p(s)) = z(s) + An(s).
Diferenciando essa equagao e usando n' = —kt segue que ¢'(s) = Ak(s) — 1.
Entdo, pela proposicio, ¢'(s) > 0. Temos que ¢ é claramente injetiva, logo
%' nao é identicamente nula.

As curvas de largura constante foram estudadas por Barbier ([1!) sob o
ponto de vista da geometria integral e ele provou o seguinte resultado:

Teorema (Barbier). Uma curve de largura constanie A tem compri-
mento T,

"

Prova. s — z{p(s)) é uma reparametrizagio de z, logo

L y L N '
L= j; I%?(w(s))lds = fo ¢ (s)ds =_/0- (Ak(g) — 1)ds = 2mX - L.
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Segue que L = 7}, como queriamos demonstrar.

Antes de Barbier, as curvas de largura constante foram estudadas por
Euler {(3)] num trabalho onde o objetivo principal era estudar as curvas
lriangulares. Uma curva triangular é uma curva com trés cuspides tendo
urna unica reta tangente em cada cuspide, como na Fig. 3. |

Figura 3

'F_igura 4

Uma involuta de urma curva d1ferenc1ave1 y(s) é é uma curva a:(s) tal que
z'(s) é ortogonal a y'(s) para todo s, e o vetor z(s) — (s) é paralelo a y’(s)
Para“ essas curvas Euler provou o segumte resultado:

Teorema (Euler). Ume tnvoluta fechada de uma curﬁa.triangula:i' tem
largure constante.

Prova. Suponha y(s) parametrizada por comprimento de arco.Seja
7(s) = y'(s) o vetor unitdrio tangente a y(s) e representemos a involuta
pela equagio z(s) = y(s) + a(s)7(s), onde afs) é uma funcio escalar conve-
niente a ser determinada. Entao '

- 2(s) = /() + als)r'(s) + & (&) ().

Temos, por hipétese, que (z'(s), ¥/ (s)) = (2'(s}, 7(s}) = 0. Tomando enté.o o
prodito escalar da equagio acima por 7(s) vem que (y'(s); 7(s)) +/(s) =
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logo o'(s) = —1. Dai segue que a(s) = ap - s, "ag constante; portanto, a
involuta termn equagao

z(s) = y(s) + (a0 — s)7{s).

Observe, entretanto, que o parimetro ap assume diferentes valores em
diferentes trechos da involuta, em se tratanto de uma involuta fechada que
varia com continuidade. Assim, ao percorrermos a involuta de Py a P; (Fig.
4), o ponto y{s) percorre a curva base de A até B; mas ao ultrapassarmos P,
na involuta, o pardmetro ag deve ser alterado para garantir a continuidade
dela. O mesmo ocorrera nos pentos Py, ..., P; e Ps = P;. Vemos assim que,
ao longo de uma tangente A curva base, digamos PQ, a involuta é descrita
por duas parametrizagoes,

z(s) = y(s) + (a0 - 8)7(s)

z1(s) = y(s) + (a1 = s)7(s),
correspondentes, respectivamente, a dois de seus ramos. Essas parametriza-

ces correspondem a pares de pontos P = z(s) e @ = z1(s) onde a involuta
corta uma mesma tangente. Como

|z(s) — z1(s)| = a0 — a1

é constante, e z(s) — z(s) é ortogonal a 2'(s) e ) (s}, segue-se que a involuta
tem efetivamente largura constante, como queriamos provar.

Voltando ao artigo de¢ Barbier, ele faz a seguinte observagio, que atribui
a Puiseux. Seja z : [0, L] — R? um arco de curva convexa, parametrizada
por comprimento de arco, de curvatura total , isto é, (L) = —¢(0). Para
cada ponto z(s) de z considere um ponto Z(s) tragado sobre a normal a
z{s) distando A = |z(0) — z(L)| de z(s). “Freqilentemente” a curva uniao de
z com T é uma curva de largura constante. Erroneamente Hilbert e Cohn
Vossen [(4)] afirmaram que essa construgéo sempre funciona. Uma condigao
necesséria para que a construgdo funcione é que k(s) > 1/A, s € [|0,L],
como segue da proposigdo. Qutra condigdo necessaria € que L < 7 A, como
segue do teorema de Barbier. Essas condigbes sao também suficientes como
mostra o resultado seguinte.

Teorema. Sejez :{0,L] — R? uma curve de classe C*, simples, nio
fechada, parametrizada por comprimento de arco. Suponha que z'(0) =
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~2'(L), (z(L) —=(0)) Lz'(0) e gue k(s) > 1/X, s € [0,}], onde X =
[z(L) — z(0)]. Entdo L < 7\ e exziste uma extensio T : [0,7A] — R? de
z (isto €, T(s) = z(s), s < L) tal que T ¢ uma curva de largura constante A.

Prova. Como Ak(s) > 1 temos
/\/ ds > L
e, como ¢{0) = —t(L), temos

fOLk(s) s =,

logo L > mA. Se L = n A, portanto k(s) = 1/A para todo s € [0,L] e z é um
semicirculo de raio A. Entéo ({0} —z(7A)| = 21 # A, absurdo. Logo L < wA.

Para construir a extensao ¥ vamos tentar construir a fungéo ¢ que apare-

ceu nas observagoes apds a prova da proposu;ao e com ela segulr a 1de1a de..

Puiseux.
Definimos
_ L+f (Ak(r) - 1)dr
o .
Entio ' : |
P =Ak(s) =1, p(0) =1
e

o | |
o(L)=L+ f (K(r) = 1)dr = L+7A— L= 7).

Logo ¢ é uma fungio continua subrejetiva de [0, L] em [L, ﬂ')\} Se t e
[L A, t = (p(s) definimos Z(t) = :z(s) + An(s) Como '

| ‘ (a:(L)."ﬁ a:(O))‘J_-:r’(‘O.) e a:(L) - :z:(O)| ='A,
temos giie :r:(L)'.— z(0) = An(0), logo
- . z(L) = z(0) + An{0) = z(L).-

Segue que = é continua. Analogamente T(7A) = z(L) + An{L) = z(0), logo
% é fechada. B facil ver, do mesmo modo, que T é diferencisvel. Temos a

.-
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relagdo Z(p(s)) = z(s) + An(s). Derivando essa relagdo vem que #(p(s)) =
—t(s). Temos que T também é convexa, pois

_k(s)

z (p(s)) = ()\k(s)

) (_n(s)):

logo

n(p(s)) = ~nfs)

k(p(s)) = k(s)/(Mk(s) — 1) > 0.

Temos entdo que as retas suportes em z(s) e z(p(s)) sdo paralelas (pois sao
paralelas a t(s)), ortogonais a z(s) — z{p(s)) = —An{s) e distam A uma da
outra pela mesma equagio. Entdo T tem largura constante, concluindo a
demonstragao.
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