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A tese de Church—Turing pode ser vista como uma tentativa de
se estabelecer a extensao e os limites da computagao abstrata. Foi
enunciada independentemente por Alonzo Church e Alan Mathi-
son Turing no ano de 1936, sob formas distintas porém equivalen-
tes. Seu enunciado preciso é o seguinte:

“Todo processo efetivo (i.e., para o qual eziste um algoritmo,
ou um processo mecdnico de computagdo) pode ser efetuado por
meio de uma mdquina de Turing”.

A adequagdo da tese de Church—Turing é aceita pela vasta
maioria dos matematicos e cientistas da computagao. As raras
pessoas que demonstram certo ceticismo com relagao a sua vera-
cidade sdo vistas como excéntricos. Alguns dos mais conceituados
autores a ela se referem com inusitado entusiasmo e eloquéncia,
como, por exemplo, Hao Wang [6], em seu livro Popular Lectu-
res on Mathematical Logic:

“Uma das grandes conquistas da Légica desde os anos 30 foi
o sucesso experimentado ao ter sido dada uma definigao abso-
luta (i.e., independente do particular formalismo escolhido) da
interessante nogao epistemoldgica de processo mecénico (ou
procedimento efetivo, computabilidade, algoritmo, método fi-
nitista). Com efeito, pode-se afirmar que tenha sido o tinico
conceito epistomoldgico basico relacionado com a Matemdtica
que tenhamos sido capazes de iluminar até agora”.



E mais adiante, Wang assim se expressou:

“Este sucesso foi conseqiéncia, mais do que qualquer ou-
tra coisa, da formulagao matemitica de um tipo de méiquinas
abstratas devidas a Turing, e que foram baseadas na anilise
filoséfica do processo da computagao humana”.

Para todos aqueles que nao possuem suficiente familiaridade
com o conceito de maquina de Turing, cumpre elucidar que es-
sas maquinas materializam aquilo que arquetipicamente poderia
ser considerado como sendo o computador ideal. Com efeito, uma
maquina de Turing basicamente consiste de uma fita infinitamente
prolongavel,-dividida em pedagos quadrados idénticos entre si, nos
quals podem ser impressos ou apagados simbolos tirados de um al-
fabeto finito. Em cada instante, a maquina focaliza uma s6 regiao
da fita, podendo imprimir e apagar simbolos, mover-se para a
direita ou esquerda da regiao enfocada, bem como mudar o seu
estado interno de funcionamento — tudo isso de acordo a um
conjunto finito previamente estabelecido de instrugoes, vindo a
constituir-se naquilo que poderia ser chamado de um programa.
Se a maquina atingir uma configuragao nao prevista no programa,
ela para, e os conteidos impressos na fita podem ser entao anali-
sados.

Faremos em seguida uma breve exposigdo histérica, para ex-
plicitarmos o contexto no qual a tese de Church-Turing se acha
inserida.

1. Introducgao Histdérica. Iniciarei expondo, em estilo até certo
ponto jornalistico, fatos que sdo bastante conhecidos, — tendo-se
originado com a escola formalista do famoso matematico David
Hilbert — e que ajudardo, tenho a certeza, a colocar a tese de
Church-Turing em sua correta perspectiva.

As concepgoes de Hilbert a respeito dos fundamentos da Ma-
tematica sofreram ao longo do tempo transformagGes bastante
significativas. Os seus escritos sobre o assunto tiveram inicio j&
em 1899, com a publicagdo do “best-seller” Die Grundlagen der
Geometrie, e que mais tarde veio a tornar-se um cléssico (veja a
referéncia [8]). A escola formalista por ele inaugurada, atingiu
seu apogeu na década dos anos 20, tendo contado com a cola-



boragao de figuras exponenciais como as de Ackermann, Bernays,
Herbrand e von Neumann. Para melhor entendermos o conteudo
de seu programa formalista, faz-se mister delinear as principais
idéias e motivagoes subjacentes ao pensamento hilbertiano.

Hilbert pressupunha a existéncia de raciocinios intuitivos per-
meando todos os conceitos da atividade cientifica, podendo citar-se
a titulo de exemplo as operagoes de natureza estritamente finitista.
Em particular, as assergoes matematicas de carater combinatério
e finito — como as da teoria elementar dos nimeros — seriam
as Unicas a possuirem absoluta veracidade ou falsidade, pelo fato
de refletirem enunciados de conteddo real. Em contraposigao, ele
distinguia as proposigoes envolvendo os assim chamados elemen-
tos ideazs, cuja principal finalidade seria a de tornar os raciocinios
mais regulares e uniformes. E nao era sem uma ponta de orgulho
que assim os justificava:

“Nao nos esquegamos de que nds somos matemdticos, e
como matemadticos, J4 por diversas vezes nos vimos em si-
tuagOes precdrias das quals sé nos salvamos gragas ao enge-
nhoso método dos elementos ideais”.

Os infinitésimos na Analise, os pontos improprios na Geome-
tria Projetiva, e os numeros imaginarios na Algebra podem ser
citados como exemplos tipicos dessas entidades. De todas elas,
porém, a que mais o fascinava e desafiava sua imaginagao era in-
questionavelmente o tnfinito!

Ao contrario de Brouwer, Hilbert nio pretendia impor.limita-
¢oes nos métodos matematicos correntes de demonstracao: o que
realmente desejava era uma solugao completa de todos os proble-
mas referentes aos fundamentos da Matematica. George Kreisel
[13], em seu conhecido artigo sobre o programa formalista, salienta
que, para Hilbert, “os problemas sobre os fundamentos deveriam
ser removidos, ou as dividas eliminadas, ao invés de serem inves-
tigadas”.

Em sua célebre palestra proferida perante o congresso de Muns-
ter, realizado em 1925 em homenagem a Karl Weierstrass, —
Uber das Unendliche — Hilbert [9] expressou os seus propésitos
de forma majestosa e elogiiente:



“Q atual estado de coisas, em que estamos nos defrontando
com paradoxos, é, de fato, absolutamente intoleravel. Imagine
se as definigoes e métodos dedutivos que todos aprendemos, en-
sinamos e utilizamos em Matematica no conduzirem a absur-
dos! Se o préprio pensamento matematico ja for defeituoso,
onde é que iremos encontrar a verdade e a certeza?

Existe, entretanto, um modo inteiramente satisfatério de
evitarem-se os paradoxos, sem contudo atraigoarmos nossa
ciéncia. Os desejos e atitudes a nos gularem nessa busca,
mostrando-nos a dire¢ao correta, deverao ser os seguintes:

1. Investigaremos cuidadosamente todas as definigdes frutiferas e
os métodos dedutivos, sempre que houver a possibilidade de
podermos eventualmente resgatd-los. Nés os cuidaremos, for-
tificaremos e os tornaremos utilizaveis. Ninguém nos expulsard
do paraiso que Cantor nos legou.

2. Deveremos estabelecer em Matemadtica a mesma certeza nas
demonstragoes que encontramos na. teoria elementar dos
nimeros, as quais ninguém poe didvida, e onide contradigdes e
paradoxos emergem tao-somente pela nossa falta de cuidado.

Obviamente, esses fins somente poderio ser alcangados apds
havermos completamente elucidado a natureza do infinito”.

Ainda de acordo com Kreisel, para Hilbert, a elucidagao da
natureza do infinito se resumia em entender a uttlizagcao da ma-
quindria transfinita, de um ponto de vista estritamente finitario.
Tecnicamente, isto se traduz na eliminagao de todos os e-termos
transfinitos das demonstragoes, obtendo-se como resultado outras,
onde esses termos nao mals aparecem.

A sua crenga na possibilidade de eliminagdo da maquinaria
transfinita muito provavelmente tinha raizes em sua postura fi-
loséfica basica: “todo problema matematico bem definido deve
ser necessariamente possivel de exata solugao, quer na forma de
alguma resposta concreta a pergunta formulada, quer pela prova
da impossibilidade de qualquer solugao, e, como 1sto, o necessario
fracasso de todas as tentativas feitas por resolvé-lo”.

No Congresso Internacional dos matematicos de 1900, reali-
zado em Paris, em seu estilo caracteristico e veemente, ele assim
se expressou:



“A Convicgio da resolubilidade de todos os problemas ma-
temdticos constitui-se em poderoso incentivo para o pesquisa-
dor. Podemos ouvir dentro de nés mesmo esse perpétuo desa-
fio: Eis um problema. Procura a solugdo. Poderds encontra-la
pela razio pura, pois em Matemdatica nio existe tgnorabimus”.

Ainda na conferéncia sobre o infinito, em Minster, Hilbert
também exalta “a anilise de Weierstrass, como tendo eliminado
o infinitamente grande e o infinitamente pequeno, reduzindo os
enunciados a eles referentes a relagdes entre grandezas finitas”.
Mas nem a Weierstrass poupa de sua implacavel e impiedosa critica
“por haver aceito sem reservas e usado repetidamente todas as for-
mas de dedugao légica envolvendo o conceito do infinito”. Weier-
strass teria permitido, pois, que sob novas roupagens o infinito
“escapasse da precisao imposta por sua critica”. E quer resolver
de vez por todas o problema do infinito: “temos de dar-nos conta
de que o infinito, utilizado no sentido de totalidade infinita nos
processos dedutivos, ndo passa de uma ilusao”. Exigia também
a substituicdo dos “métodos dedutivos baseados no infinito por
procedimentos finitos, possibilitando o mesmo encadeamento de
provas e os mesmos métodos de obtengao de formulas e de teo-
remas”. E se vangloriava de haver apresentado um projeto bem
mais amplo e grandioso:

“O objetivo de minha teoria é restabelecer de vez por todas
a certeza dos métodos matemdticos. Eis uma tarefa que nao
foi realizada nem mesmo durante o periodo critico do cdlculo
infinitesimal. Esta teoria devera, pois, completar o que Weier-
strass esperava conseguir com os seus fundamientos da Andlise,
e na consecugao da qual deu importante e necessdrio passo”.

A estratégia com que Hilbert se propunha a levar adiante seu
ambicioso projeto de restabelecer a “certeza” dos métodos ma-
tematicos, com a conseqiiente eliminagdo dos elementos ideais,
consistia basicamente nos dois seguintes passos:

A. Elaborar a formulagio da teoria matemdtica intuitiva,
mesmo contendo elementos tdeats, em um sistema aziomdtico
formal, ao qual estd associado o conceito preciso de demons-
tragao.



B. Mostrar que o sistema formal considerado é consistente,
mediante a utilizagao exclusiva de raciocinios intuitivos da na-
tureza finitista.

A consisténcia do sistema formal, assim estabelecida, é que
iria prover-nos da certeza de que os resultados obtidos sdo corre-
tos, de que os elementos ideais podem ser eliminados, e animar-nos
na busca de uma nova prova, onde eles nao mais aparecem. '

Algo semelhante foi efetuado pelo préprio Hilbert, em sua re-
solucao do problema da Gordan: ao tentar verificar a existéncia de
uma base finita para o sistema dos invariantes, Hilbert demonstrou
inicialmente que a inexisténcia de tal base fatalmente nos condu-
ziria a uma contradigao. Somente depois, a partir de sua prova
existencial (e nao construtiva), é que efetivamente conseguiu exi-
bir uma tal base, o que levou Gordan a declarar, em tom irénico
e Jocoso: “Bem, estou plenamente convencido de que a teologia
também possui seus méritos”.

Hilbert dedicou o melhor de seus esforgos para entender, de-
senvolver e aprimorar os processos de formalizagao das teorias
axiomatizadas. Conseguiu elaborar a sua célebre Teoria da Prova
(ou Metamatematica), coroando assim sua paixao pelo método
axiomatico. Esse aspecto de seu programa formalista revestiu-se
de enorme sucesso. Alonzo Church [1], manifesta a opiniao em
seu conhecido livro de introdugao a Légica de que “a primeira for-
mulagao explicita do calculo funcional de primeira ordem como um
sistema légico independente talvez seja a que aparece na primeira
edicao do Grundzige der theoretischen Logik (1928), de Hilbert e
Ackermann”.

No tocante as demonstragoes finitarias de consisténcia, Hil-
bert propos que fossem efetuadas para os trés seguintes importan-
tes casos: a Aritmética, a Analise e a Teoria dos Conjuntos. As
tentativas que se seguiram para levar adiante esse projeto, devi-
das a Ackermann em 1924 e von Neumann em 1927, resultaram
interessantes, porém parciais. Entretanto, Hilbert acreditava que
as demonstragoes de Ackermann e de von Neumann ja fossem su-
ficientes para estabelecer a consisténcia de Aritmética.

Na conferéncia realizada em 1928 perante o congresso de Bo-
logna, Hilbert mencionou quatro problemas em aberto, todos rela-
cionados com o seu programa formalista: o primeiro dizia respeito



a consisténcia da Analise classica, e que considerava praticamente
resolvido, manifestando sua convicgao de que o resultado seria con-
seqiiéncia imediata de um lema aritmético de natureza elementar;
o segundo problema consistia em estender as demonstragoes de
consisténcia para fungoes de variavel real, e também para os fun-
cionais de ordem superior; o terceiro problema se referia a questoes
de completude para sistemas formais da teoria dos numeros e da
Analise; e finalmente o quarto e tltimo problema era o da comple-
tude do calculo de predicados de primeira ordem, o qual aparecia
explicitamente formulado na aludida obra de Hilbert e Ackermann.

Nessa mesma época, um exemplar de Grundzuge veio ter as
maos de um jovem estudante de doutoramento da Universidade
de Viena, Kurt Godel. Pouco tempo apés haver abordado essa
questao, no outono de 1929, Godel apresentou a demonstragao
da completude do calculo de predicados de primeira ordem, resol-
vendo o problema proposto por Hilbert em Bologna apenas um
ano atras. Uma versdao modificada de sua tese, contendo sugestoes
de seu orientador Hans Hahn — um dos autores do conhecido
teorema de Hahn-Banach —, foi publicado no Monatshefte fiir
Mathematik em 1930 (vd. [3]).

Com a demonstragao do teorema da completude, Godel en-
cerrou com fecho dourado a primeira parte do programa forma-
lista, qual seja, a de encontrar uma linguagem e uma légica com-
pleta servindo de embasamento para a formalizagao das teorias
matematicas. No entretanto, os resultados que obteve logo a se-
guir, — seus célebres teoremas de incompletude — representaram
sério revés para este programa, e para o qual nenhum remédio foi
encontrado até os dias de hoje. O légico e filésofo Hao Wang, que
mantinha estreito relacionamento com Godel, fez o relato historico
dos teoremas de incompletude, desde as suas origens. Pelo alto
grau de interesse que a matéria desperta naqueles que nutrem cu-
riosidade historica pela Logica Matematica, reproduzimos o trecho
que aparece em seu artigo |7| Some facts about Kurt Godel:

“No verao de 1930, Godel comecou a interessar-se em estudar o
problema da prova de consisténcia da Analise. Ele achava estranho
que-Hilbert desejasse provar diretamente a consisténcia da Analise
por métodos finitistas. E acreditava que as dificuldades devessem



ser divididas, de modo que cada parte pudesse ser suplantada mais
facilmente. Neste caso particular, a idéia era provar a consisténcia
da teoria dos nimeros por meio da teoria finitista dos niimeros, e
provar a consisténcia da Analise pressupondo a verdade da teoria
dos niimeros, e ndao apenas a sua consisténcia. O problema que ele
mesmo se propos era o da consisténcia da Analise relativamente
a teoria dos numeros; esse problema é independente do conceito
impreciso de teoria finitista dos nimeros.

Godel representou os niimeros reais por meio de férmulas (ou
sentencas) da teoria dos nimeros e achou que teria de usar o con-
ceito de verdade afim de verificar o axioma da compreensao na
Anélise. Mas rapidamente incorreu em paradoxos (em particular,
o paradoxo do mentiroso e o de Richard) ligados a definibilidade
e verdade. Ele se deu conta de que o conceito de verdade na
teorla dos numeros nao poderia ser definido nela mesma, e que,
portanto, o seu plano de provar a consisténcia relativa da Andlise
nao iria funcionar. Assim veio a concluir que em sistemas sufi-
cientemente fortes como Principia Mathematica (teoria dos tipos)
ou Teoria dos Conjuntos (“Zermelo-Fraenkel”), existem sentengas
indecidiveis. (Veja §7 das notas das palestras de Godel, em 1934,
em The Undecidable (2], p. 63-65.)

Nessa época, Godel representava os simbolos por meio de nu-
meros naturais, sentengas por meio de sequéncias de simbolos, e
provas por meio de sequéncias de seqiéncias de simbolos. Todas
essas nogoes bem como a operagao de substituigao sdo facilmente
expressaveis em pequenos subsistemas finitarios de Teoria dos Ti-
pos ou da Teoria dos Conjuntos. Portanto, existem proposigoes
indecidiveis em qualquer sistema contendo tais subsistemas. As
proposigoes indecidiveis sao de natureza finitaria e combinatéria.

Em setembro de 1930, Godel participou de um encontro em
Konigsberg (relatado no segundo volume da revista Erkenntnis),
e anunciou seu resultado. R. Carnap, A. Heyting, e J. von Neu-
mann também estavam presentes. von Neumann mostrou-se bas-
tante entusiasmado com o resultado e teve a oportunidade de dis-
cutir em particular com Godel algumas dessas questdes. Nessa
discussao, von Neumann perguntou se poderiam também ser cons-
truidas proposicoes indecidiveis da teoria dos nimeros, tendo em



vista que os objetos combinatérios podem ser representados por
inteiros; expressou também a crenga de que isto, de fato, poderia
ser feito. Ao que Godel retrucou: “E claro que sentengas inde-
cidiveis poderao ser assim construidas, mas elas conterao concei-
tos que sao bastante distintos daqueles que ocorrem na teoria dos
nimeros, como a adigido e a multiplicagao”. Muito pouco tempo
depois, Godel, para o seu proprio espanto, conseguiu expressar a
sentenga indecidivel em forma polinomial, precedida por quanti-
ficadores sobre niimeros naturais. Ao mesmo tempo, porém in-
dependentemente desse resultado, Godel descobriu também o seu
segundo teorema, mediante o qual nenhuma prova de consisténcia
de um sistema suficientemente rico pode ser formalizada dentro
de s1 mesmo.

Um “abstract” relatando esses resultados foi apresentado em
23 de outubro de 1930 a Academia de Ciéncias de Viena, por
Hans Hahn. Logo em seguida, Godel recebeu uma carta de von
Neumann sugerindo que o teorema da prova de consisténcia fosse
obtido de seus resultados originais. O completo e célebre artigo
[4] fo1 recebido para publicagao pelo Monatshefte em 17 de no-
vembro de 1930, tendo aparecido no inicio de 1931, sob o titulo
Uber formal unentscheidbare Sitze der Principia Mathematica und
verwandter Systeme I. Em uma nota datada de 22 de janeiro de
1931 (K. Menger, Kolloquium, vol. 3, p. 12-13), Godel deu uma
apresentagao mais geral dos seus teoremas, usando a Aritmética
de Peano ao invés da teoria dos tipos como seu sistema bdsico.
Este artigo também serviu como seu Habulitationsschrift.

Os trabalhos de Godel tiveram enorme repercussao, e repre-
sentaram o limiar de uma nova era na Légica matematica. Em
1951, teve seu mérito amplamente reconhecido, ao ser-lhe outor-
gada a medalha Einstein. Merece referéncia a declaragao publica
de von Neumann por ocasiao desse evento:

“As realizagoes de Godel na Légica moderna sao singulares e
monumentais — com efeito, saio mais do que um monumento,

Sao um marco que perma]leceré ViSiVel ao longe, no espago €

no tempo”. (New York Times, 15 de margo de 1951, p. 31.)

Conquanto seja consensual no seio da comunidade academica
afirmar-se que o segundo teorema de incompletude tenha liqui-
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dado com as pretensoes do programa formalista, pondo fim ao
sonho acalentado por Hilbert de eliminar o infinito e restabelecer
a certeza das demonstragoes matematicas, pode-se afirmar que
nem o propio Godel concordava inteiramente com essa corrente de
opiniao. Na interessante e agradavel biografia de Hilbert devida a
Constance Reid, aparece uma citagao atribuida a Godel, segundo
a qual “o programa de Hilbert permanece altamente interessante
e importante, a despeito de meus resultados negativos”. Stephen
C. Kleene [12], em seu artigo The work of Kurt Godel, manifestou
claramente que os resultados de Godel “nao eliminam de forma
absoluta uma prova finitaria de consisténcia para um formalismo
que contenha ao menos a teoria elementar do numeros. Ou melhor,
como obsearvou Godel, é concebivel que exista algum método nao
incluso no formalismo, que possa ser construido como finitario, e
que seja suficiente para dar uma prova de consisténcia”.

Um outro problema que era objeto de atengao dentro da tema-
tica hilbertiana era o problema da decisde — ou também, como era
chamado, o Entscheidungsproblem. Martin- Davis, em sua impor-
tante antologia de artigos, The Undecidable, chama ategao para
o fato de que “Hilbert caracterizou o problema de se determinar se
uma férmula de seu engere Funktionenkalkil (também conhecido
por calculo funcional de primeira ordem, calculo de predicados ou
teoria da quantificagao) é ou néo valida, como o problema funda-
mental da Logica matematica. Isto porque parecia claro a Hilbert
que com a solugao deste problema, o Entscheidungsproblem, seria
possivel, ao menos em principio, decidir todas as questdes ma-
tematicas de forma puramente mecanica”.

O préximo passo nessa importante avenida de idéias deu-se
nos Estados Unidos, no Institute for Advanced Study, em Prin-
ceton. Alonzo Church era professor de Instituto, e trabalhava
com seu estudante de doutoramento S. C. Kleene no Entscher-
dungsproblem. No ano de 1933, Godel visitava o Instituto, mi-
nistrando um seminario sobre os seus ja célebres teoremas de in-
completude, publicados em 1931. Kleene e Rosser faziam parte
da audiéncia, e, por sugestao de Oswald Veblen, redigiram notas
que s6 apareceram bem mais tarde, em 1965, no The Undeci-
dable, sob o titulo On undecidable propositions of formal mathe-
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matical systems. No tltimo paragrafo desse trabalho, Godel intro-
duziu a classe das fung¢des recursivas gerais, estendendo a classe
das fungoes recursivas primitivas que aparecem em seu artigo de
1931. Essa extensao deveu-se a uma sugestao do légico francés
Jacques Herbrand, enviada através de correspondéncia pouco an-
tes de sua prematura morte. Em conversa particular mantida com
A. Church, Godel levantou a hip6tese da identidade entre a classe
das fungoes computaveis por procedimentos mecanicos, e a das
recursivas gerais. Church naquela época também investigava o
Entscheidungsproblem, mas sua abordagem era feita através das
fungoes A-definiveis, que haviam sido introduzidas por ele e por
Kleene. As fungoes A—definiveis foram estudadas no A-cdlculo, que
é o sistema precursor da conhecida linguagem da computagao, o
LISP.

No importante artigo publicado no American Journal of
Mathematics, Church demonstrou a identidade entre a classe
das funcdes recursivas gerais e a das fungoes A-definiveis, e enun-
ciou a sua famosa tese — a Tese de Church, como foi chamada
mais tarde por Kleene — mediante a qual a classe das fungdes
computaveis por procedimentos mecanicos, (ou efetivamente cal-
culdveis, segundo Church) coincide com a classe das fungdes A—
definiveis.

Church j4 havia enunciado sua tese mesmo antes de haver
mantido-a aludida conversagido com Godel, e portanto, a atri-
buicdo de seu nome & tese lhe faz inteira justica. Com a tese de
Church, o conceito vago e intuitivo de “procedimento mecanico”
ganha o status de entidade matematica precisamente definida, e,
como aplicagdo, Church demonstrou que o calculo de predicados
é indecidivel, resolvendo dessa maneira o Entscheidungsproblem
(em artigo publicado em 1936 no primeiro numero do Journal of
Symbolic Logic, sob o titulo A note on the Entscheidungspro-
blem”).

Hao Wang (5], em seu livro From Mathematics to Philo-
sophy, expde um comentario devido a Godel, a respeito da im-
portincia do conceito de computabilidade, tornado preciso pela
Tese de Church, e que transcrevemos logo a seguir:
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“Parece-me que esta importancia é amplamente devida ao
fato de que com este conceito, pela primeira vez fol conse-
guida uma definigio absoluta de uma importante nogao epis-
temoldgica, i.e., que nao depende do formalismo particular es-
colhido. Para todas as outras classes tratadas, como a demons-
trabilidade ou a definibilidade, somente foi possivel defini-las
em relagdo a uma dada linguagem, e para cada linguagem indi-
vidual, fica claro que aquela que foi obtida nao era exatamente
a que se buscava. No entanto, para o conceito de computabili-
dade, ainda que seja um caso particular da demonstrabilidade
ou da definibilidade, a situacio é diferente. Por uma espécie
de milagre, nao é necessario distinguir as ordens, e o procedi-
mento diagonal nao nos conduz para fora da nogao definida.
Isto, penso eu, deveria encorajar-nos a esperar que O Iesmo
seja possivel também para todos os outros casos (como a de-
monstrabilidade ou a definibilidade).”

A razao pela qual Godel menciona que o conceito de compu-
tabilidade dado pela Tese de Church nao depende do formalismo
escolhido reside no fato de que varias abordagens foram tentadas
para caracterizar este conceito, e todas resultaram equivalentes.
Assim, além das fungoes A—definiveis de Church—Kleene ou das
recursivas gerais de Godel-Herbrand, podemos mencionar as de-
finigdes equivalentes devidas a Alan M. Turing (1936), Emil Post
(1943), S. C. Kleene (1953) e, finalmente, J. C. Shepherdson e H.
E. Sturgis (1963). De todas as tentativas, porém, a mais interes-
sante, em minha opiniao, é a do matematico inglés Alan Mathison
Turing, e que reflete muito bem a sua fascinante personalidade.

Além de ter sido matematico brilhante, Turing era também
corredor fundista. Durante a segunda guerra mundial, nao deixou
de dar valiosa contribuigao para a vitéria de seu Pais, quando ele e
sua equipe de criptografos ingleses conseguiram quebrar o cédigo
alemao. Peter Hilton, que aos 18 anos de idade também fazia parte
dessa equipe, assim a ele se referiu (vd. Andrew Hodges [10]):

“|Turing] era uma pessoa bastante acessivel — se bem que
sempre produzisse a sensagio de conhecer uma enormidade de
coisas das quais a gente nada sabe. Ele deixava transparecer a
impressao de seu imenso poder e da sua capacidade de abordar
qualquer problema, sempre a partir de principios primeiros.
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Quer dizer, ele nao somente fazia uma vasta porgao do trabalho
teérico, como também projetava as miquinas adequadas para
a solugao dos problemas — com todos os circuitos elétricos en-
volvidos.

Por essa via, ele sempre abordava o problema como um todo,
e nunca fugia dos calculos. Se fosse uma questio de saber como
algo deveria de fato funcionar na pratica, ele faria também to-
das as computagdes numéricas.

Ele nos inspirava muitissimo, quer pelo interesse no tra-
balho, quer pelo seu interesse simultineo por quase tudo que o
cercava... B era uma pessoa maravilhosa no trabalho. Ti-
nha muita paciéncia para com todos aqueles que nao pos-
suiam o seu talento. Recordo-me de sempre haver-me dado
enorme estimulo quando eu fazia algo de apreciavel. E todos
gostdvamos muito, muito dele”.

E bem possivel que durante o periodo de intermediacdo en-
tre as duas guerras mundiais, a Universidade de Cambridge tenha
atingido o pinaculo do esplendor nos diversos campos das Ciencias
Exatas, contando com a colaboragao de figuras exponencials como
as de Dirac, Eddington e Hardy, dentre outros. No inicio dos
anos 30, Turing era estudante em Cambridge, no glamoroso King’s
College.

Um dos primeiros cientistas a execer influéncia no jovem Tu-
ring, tanto cientifica quando politica, foi o Quaker, pacifista e in-
ternacionalista Sir Arthur Eddington. No outono de 1933, Turing
assistia as palestras de Eddington, versando sobre a metodologia
da ciéncia. Eddington mencionou que as mensuragoes cientificas
tendem a se distribuir segundo uma curve normael, e apresentou ex-
plicagoes para esse fendmeno que absolutamente nao satisfizeram
a Turing; ele queria provar este resultado por meios puramente
matematicos, obedecendo a padroes estritos de rigor.

No ano seguinte, por volta de fevereiro de 1934, e contando
com apenas 22 anos de idade, Turing conseguiu levar a bom termo
seus esforgos nesse sentido, tendo redescoberto o Teorema do Li-
mite Central (que fora demonstrado em 1922, por Lindeberg).
Apesar de nao ter-se constituido em resultado original, este fato
nao deixou de causar uma pequena sensagao entre seus professo-
res, e, desta maneira, Turing foi encorajado a candidatar-se a uma
King’s fellowship.
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Os fellows de King’s College formavam um grupo altamente
seleto de elite, contando com 46 membros eleitos por um periodo
de 3 anos, com a possibilidade de renovagao por mais trés. Rece-
biam o estipéndio de 300 libras por ano, nao possuindo obrigagdes
explicitas. Caso residissem em Cambridge, teriam também direito
a cama e mesa, com o privilégio de poder jantar na High Table.
Para poder candidatar-se a essa posigao, era preciso, entretanto,
escrever uma tese.

Durante o ano de 1934, Turing trabalhou na dissertagéo que
pretendia apresentar para preencher os requisitos de sua candida-
tura: e fol em novembro de 1934 que apresentou-a, sob o titulo
de On the ‘Gaussian error function — essa tese, porém, nao foi
publicada pelas supramencionadas razoes de prioridade. Mas a
versao final datilografada encontra-se em King’s, tendo sido guar-
dade como reliquia.

Turing nao teve dificuldades em tornar-se King’s fellow, con-
tando para isto com o apoio de Philip Hall, Keynes e Sheppard.
E foi nessa atmosfera impregnada de grandiosidade e sofisticagao
que fez suas primeiras incursdes na Teoria dos Grupos e na Fisica
Matematica. Conseguiu melhorar um resultado de von Neumann
sobre a teoria das funcoes quase periddicas, resultado esse que foi
publicado pela London Mathematical Society.

Em 1935, enquanto ainda esperava pela tramitagao do pro-
cesso de sua candidatura, Turing assistiu a terceira parte de um
curso versando sobre os Fundamentos da Matematica, ministrado
pelo topélogo Max Newman. Juntamente com Henry Whitehead,
Newman era um dos principais expoentes da Topologia inglesa
da época. Nao obstante sua especialidade, Newman possuia ex-
celente formagao nos Fundamentos da Matematica, ministrando
cursos que chegavam a abordar os conhecimentos mais recentes e
de fronteira, como por exemplo, os teoremas de incompletude de
Godel. Naquela época, a influéncia de Russell em Cambridge havia
comegado a se esvair: ele fora despojado de sua posigao em Tri-
nity College, por motivos ligados exclusivamente & sua atividade
politica. Seu principal discipulo, Ludwig Witgenstein, enveredou
por caminhos e interesses filoséficos outros, e um de seus mais
talentosos seguidores, Frank Ramsey, falecera em 1930. Assim,
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Newman era a principal figura dos Fundamentos em Cambridge,
mais ligado porém a linha hilbertiana que entdo estava muito em
voga.

No curso de Newman, o Entscheidungsproblem fol mencionado
como uma das principais questoes em aberto nos Fundamentos, e
a expressao “procedimento mecanico” tocou cordas sensiveis do
espirito do jovem Turing, que comegou a sonhar com magquinas.
Praticamente durante o ano todo de 1935, até abril de 1936, Tu-
ring dedicou-se com entusiasmo a essa questao e produziu aquilo
que mais tarde seria considerado sua obra prima [14]: On Com-
putable numbers with an application to the Entscheidungsproblem.
Neste trabalho, Turing analisa o ato de computar do “computador
humano” e fornece argumentos mediante os quais todas as com-
putagdes podem ser efetuadas por suas maquinas — as mdquinas
de Turing como vieram a ser chamadas. Construiu também a
Midquina Universal, e, por meio de um argumento diagonal a la
Cantor, demonstrou a inexisténcia de uma solugao positiva para o
Entscheidungsproblem.

Turing submeteu seu manuscrito a apreciagao de Newman
em meados de abril de 1936. Enquanto isto, do outro lado do
Atlantico, Alonzo Church terminava seu artigo para publicagdo
em 15 de abril de 1936. Uma cépia desse artigo logo chegou as
maos de Newman, que, entretanto, houve por bem submeter o ar-
tigo de Turing a publicagao pela London Mathematical Society,
nos seus Proceedings. Reproduzimos logo a seguir um trecho da
carta que Newman enviou a F. P. White, secretdrio da Sociedade:

Caro White,

Penso que vocé ji esteja a par da histéria do artigo de Turing,
On Computable numbers. Bem em seu estagio final, chegou-me
ds mios uma separata, vinda de Princeton, de um artigo de
Alonzo Church, antecipando em grande parte os resultados de
Turing.

FEspero no entanto, que seja possivel publicar este artigo. Os
métodos utilizados sio em grande parte diferentes, e o resul-
tado é tdo importante que tratamentos distintos seriam de

s

grande interesse. O resultado principal de Turing é o que
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o Entscheidungsproblem, no qual os discipulos de Hilbert es-
tiveram trabalhando por tantos anos, — i.e., o problema de
encontrar um procedimento mecinico para decidir se uma
dada seqiiéncia de simbolos é enunciado de um teorema de-
monstravel a partir dos axiomas de Hilbert — é insoldvel na
sua forma mais geral. ..

On Computable numbers foi finalmente publicado, e sua in-
‘fluéncia se faz sentir até os dias de hoje, pois neste artigo encontra-
se explicitamente formulada a tese de Church—Turing, que identi-
fica as fungoes computaveis as fungdes A—definiveis, ou as Turing—
computaveis, ou as fungoes recursivas gerais de Herbrand-Gaodel.
E é vista por muitos como um verdadeiro paradigma.

A vida de Turing ndo deixou de ter seu lado tragico: sua
morte foi ocasionada por envenenamento por cianureto, perdu-
rando a divida se foi acidental ou auto—-imposta. O mais presti-
gloso prémio internacional outorgado a cientistas da computagao
leva, com toda justiga, o nome de Turing.

2. Os Argumentos a Favor da Tese de Church-Turing. S.
C. Kleene [11], em seu livro Introduction to Metamathema-
tics, classifica as evidéncias a favor da tese de Church—Turing em
trés grandes grupos:

A. A evidéncia heuristica.

B. A equivaléncia das diversas formulagoes.

C. O conceito de Turing de maquinas computacionais.

No que diz respeito a evidéncia heuristica, Kleene observa que
“todos os exemplos de fungoes efetivamente calculdveis e todas as
operagoes utilizadas para definir tais fungdes a partir de outras
cuja questao J4 tenha sido investigada, deram origem a fungoes
recursivas gerais”. Além disto, “os métodos para se demonstrar
que as fungoes calculdveis sao recursivas gerais foram levadas a
tal grau que virtualmente excluem qualquer divida de que seja
possivel descrever-se um processo de calculo efetivo que nao possa
ser transformado em uma definigao recursiva geral para a dada
funcao”. Finalmente, Kleene observa que “a exploragao de varios
métodos que eventualmente possam levar a uma fungao nao per-
tencente a classe das fungdes recursivas gerais mostra, em cada
caso, ou que o método nao conduz para fora da classe, ou entao
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que a nova fungao nao pode ser considerada como efetivamente
calculdvel, i.e. sua definigdo ndo prové nunhum processo efetivo
de célculo”. Esta é basicamente a lista de argumentos apresentada
por Kleene sobre a evidéncia heuristica da tese de Church-Turing.

A equivaléncia entre as diversas formulagoes na caracterizagao
do conceito de calculabilidade efetiva é um argumento bastante
sedutor, pois apela para o sentido teleol6gico que possa estar por
detras desta nogao. De fato, se as diversas tentativas para se
capturar a nogao de calculabilidade efetiva resultaram todas equi-
valentes — como, por exemplo, as fungoes recursivas gerais, as
A—definiveis e as Turing—calculdveis — é porque existiria algo de
intrinseco associado a essa classe de fungoes, e que nada mais é do
que o carater que se pretende buscar, isto é, o da propria calcu-
labilidade efetiva. Além disto, Kleene também menciona que tais
fungdes também possuem uma certa “estabilidade”, a qual reforga
ainda mais esse carater intrinseco.

Por 1ltimo, Kleene aborda os argumentos de Turing, salien-
tando que “as fungoes Turing—calculaveis sdo as que podem ser
computadas por maquinas arquitetadas de tal modo que, de acordo
com sua analise, possam reproduzir todos os tipos de operagoes
que um computador humano venha a efetuar, trabalhando de
acordo com instrugoes preestabelecidas. A nogao de Turing é,
pois, o resultado de uma tentativa direta para formular matemati-
camente a nogao de calculabilidade efetiva, enquanto que as outras
nogoes surgiram de forma diferente, e somente a postertort é que
foram identificadas as fungdes efetivamente calculaveis”.

Hao Wang [6], em seu livro Popular Lectures on the Foun-
dations of Mathematics, apresenta instrutiva andlise concei-
tual da nogao de computabilidade, onde os argumentos de Turing
aparecem de forma clara e convincente. Assim, optamos pela re-
produgao do seguinte trecho:

“O que Turing fez foi analisar o ato humano de calcular e
assim chegar a um nidmero de operagdes simples que sdo de
natureza obviamente mecinica, podendo-se contudo demons-
tar que sao capazes de serem combinadas no sentido de efe-
tuar quaisquer das mais complexas operagGes mecanicas. O
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aumento qualitativo da complexidade de um algoritmo é com-
pensado pelo aumento quantitativo do tamanho da meméria e
do tempo dé execugio. Além disto, uma vez dada esta simples
concepgao de miquina, o problema da esquematizacdo de uma
linguagem mecinica adequada é também de facil solugao.

Se imaginarmos um ser humano computando em uma folha
de papel, a qual supomos dividida em quadrados, poderemos
encontrar os seguintes elementos envolvidos no processo: (1)
um local de armazenamento, que pode ser o pedago de papel,
(2) uma linguagem, com simbolos para representar nimeros
e instrugbes as quais podemos supor, & guisa de simplicidade,
que estejam escritas no pedago de papel; (3) regides enfoca-
das, 1.e., em cada momento certos quadrados sdo observados;
(4) “estados mentais”, quer dizer, em cada estigio, o ser hu-
mano segue o estidgio da computagio e decide qual o passo a
ser dado logo em seguida; (5) o ato de efetuar o passo seguinte
de uma computagio, e que pode envolver: (a) a mudanca de
simbolos por meio da impressio ou apagamento (eliminagao)
de certos simbolos; (b) a mudanga da regiao enfocada; (c) a
mudanca do “estado mental.”

Segundo Wang, sdo dois os principios que regem os processos

de computagéo, tornando-os mecanicos:
1. O principio da determinacao.
2. O principio da finitude.

O principio da determinagao garante que o processo nao pode
ser criativo no decorrer da computagao, pois cada passo depende
somente da regido enfocada, dos simbolos que la se encontram
impressos, e do “estado mental” naquele momento. Reproduzindo
as palavras de Turing em On Computable numbers:

“O comportamento do computador em cada momento fica
determinado pelos simbolos que estd observando, e pelo seu
“estado mental” naquele momento”.

No que diz respeito ao principio da finitude, de acordo com
Wang, “a mente é capaz de armazenar e perceber somente um
numero finito de itens a cada momento; de fato, existe um limite
superior fixo e finito para esses itens”. E mais adiante, Wang ma-
nifesta que “além disto, o nimero de estados da mente a serem
levados em consideragao é também finito, pois esses estados de-
vem de algum modo ser armazenados na mente para que estejam
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sempre prontos para entrar em funcionamento”. De acordo com
Turing,

% ..o nimero de estados mentais a serem levados em con-

s

sideragao é sempre finito... Se admitissemos uma infinidade
de estados mentais, alguns deles estariam ‘arbitrariamente
proximos’ e seriam confundidos”

Finalmente, o principio da finitude também determina que o
numero de simbolos utilizados seja finito. Segundo Turing,

“Se féssemos admitir uma infinidade de simbolos, haveria
simbolos diferindo entre si por diferengas muito pequenas”.

A analise de Turing conduz inexoravelmente a sua conclusao,
qual seja, a de que a computabilidade efetiva é sinonimo de calcu-
labilidade por meio de suas maquinas. E inquestionavel que seja
um argumento extremamente convincente e poderoso.

3. Os Argumentos Contrarios 4 Andlise de Turing. Nem
todos os autores concordam que a analise de Turing haja capturado
na inteireza os processos computacionals da mente. Dentre eles,
podemos destacar duas das maiores figuras da Logica matematica
deste século: Godel e Kreisel. Os argumentos expostos por esses
autores, contrarios a justeza da analise de Turing, baseiam-se na
falsidade de uma das hipéteses utilizadas por Turing em sua argu-
mentagao, qual seja, a de que os “estados mentais” tém numero
finito e fizo.

Godel devotou boa parte de suas energias a questao filoséfica
relativa ao contraste entre mentes ¢ mdquinas. Para Godel, se
bem que Turing houvesse caracterizado de forma justa e precisa o
conceito de procedimento mecanico (ou algoritmo), sua anélise de
modo algum permitiria inferir que todos os procedimentos men-
tais de calculo sejam exeqliiveis por meio de suas maquinas. Godel
se pronunciou de forma bastante clara a esse respeito em um de
seus escritos (que aparece reproduzido no livro de Wang, From
Mathematics to Philosophy):



20

“Turing, em Proc. Lond. Math. Soc. (1936) vol. 42,
p- 250, fornece um argumento pelo qual se propde a mos-
trar que os procedimentos mentais nao podem conduzir para
além dos procedimentos mecinicos. No entanto, o argumento
¢ inconclusivo, pois depende da suposigio de que uma mente
finita é apenas capaz de possuir um nimero finito de esta-
dos distinguiveis. O que Turing descarta completamente é o
fato de que a mente, em sua utilizacdo, nao € estdtica, mas
estd em constante evolugdo. Isto pode ser visto, e.g., pela
série infinita de axiomas de infinidade cada vez mais fortes
na teoria dos conjuntos, cada um dos quais expressando uma
nova idéia ou nsight. Processo andlogo se passa com relagdo
aos termos primitivos. E.g., o conceito iterativo de conjunto
tornou-se claro somente de poucas décadas para cad. Muitas ou-
tras idéias primitivas aparecem no horizonte, e.g., o conceito
auto-reflexivo de classe prépria. Portanto, ainda que em cada
estigio de evolucio da mente o niimero de estados possivels
seja finito, ndo existe razio pela qual esse nimero nao devesse
convergir para o infinito no decurso de seu desenvolvimento.
Agora, podem existir métodos sistemdticos de acelerar, espe-
cializar e determinar univocamente esse desenvolvimento, e.g.,
fazendo perguntas corretas baseadas em algum procedimento
mecinico. Mas é preciso admitir que a defini¢ao precisa de um
procedimento ‘dessa natureza iria requerer o aprofundamento
substancial de nossa compreensio das operagbes bdsicas da
mente. Procedimentos dessa espécie sdo, no entanto, vaga-
mente conhecidos e.g., o processo de definigdo de boas ordens
recursivas de inteiros, ou os processos de formagdo de axiomas
de infinidade cada vez mais fortes na teoria dos conjuntos”.

Os pontos de vista de Godel a respeito do assunto relativo a
mentes e maquinas foram expressas em palestra proferida perante
a American Mathematical Society, em Providence, Rhode Island,
a 26 de dezembro de 1951, — a 25a. Conferéncia Josiah Willard
Gibbs — sob o titulo Some basic theorems on the foundations of
mathematics and their philosophical implications. John von Neu-
mann, entao presidente da Sociedade, presidia o acontecimento.
Algumas das opinides expressas nesta conferéncia encontram-se
sumarizadas em From Mathematics to Philosophy, de Hao

Wang, p. 324:



21

“Na opinido de Godel, os dois resultados rigorosamente pro-
vados mais interessantes relativos a mentes e maquinas sao os
seguintes:

1. A mente humana é incapaz de formular (ou mecanizar)
todas as intuicdes matemdticas, i.e., se consegue formular al-
gumas delas, este mesmo fato conduz a uin novo conhecimento
intuitivo, e.g., a consisténcia do formalismo. Este fato pode-
ria ser denominado de “incompletabilidade da Matematica”.
Por outro lado, tomando-se como base o que foi até entao pro-
vado, é possivel que exista (e possa até ser descoberta empi-
ricamente) uma maquina de provar teoremas que de fato seja
equivalente a intuicao matemdtica, mas impossivel de se provar
que o seja, e nem provar que acarrete apenas teoremas corretos
da teoria dos nimeros.

2. O segundo resultado é a seguinte disjungao: ou a mente
humana consegue ultrapassar qualquer maquina (para ser mais
preciso: ela pode decidir mais questdes da teoria dos nimeros
do que qualquer méquina) ou entio existem questdes da teoria
dos nimeros indecidiveis para a mente hummana”.

De acordo com Wang, Godel estaria inclinado a dar razao a
Hilbert, rejeitando a segunda alternativa de 2. Ele se recusava a
admitir um comportamento “absolutamente irracional”, de acordo
com o qual a mente seria capaz de formular questoes que, pela sua
propria natureza, lhe seria impossivel responder.

Ainda em From Mathematics to Philosophy, p. 326,
Wang expoe algumas das opinides de Godel, e de que lhe foram
apresentadas durante suas discussoes:

“Em nossas discussoes, Godel adicionou o seguinte: o
argumento de Turing torna-se verdadeiro, supondo-se duas
hipéteses adicionals, e que sdo hodiernamente aceitas, a sa-
ber: 1. Nao existe mente separada da matéria. 2. O cérebro se
comporta como um computador digital. (A hipdtese 2 pode ser
substituida por: 2’. As leis da Fisica, em suas conseqiiéncias
observiveis, possuem limite finito de precisdo.} Entretanto,
se bem que Godel pensasse que 2 fosse bastante provavel e 2’
praticamente certa, ele acreditava que 1 fosse um dos precon-
ceitos de nosso tempo, a ser refutada cientificamente (talvez
até porque nao existam células nervosas em nimero suficiente
para efetuar todas as possiveis operagdes da mente humana).
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Mais geralmente, Godel acreditava que o mecanicismo em
Biologia seja mais um dos preconceitos de nosso tempo, e que
serd refutado. Neste caso, uma possivel refutagio, na opinido
de Gédel. poderia consistir na demonstra¢io de um teorema
matematico segundo o qual a formacio geolégica do corpo hu-
mano — de acordo com as leis da Fisica (ou de quaisquer
outras leis de natureza semelhante) — a partir de uma dis-
tribuigao aleatéria de particulas elementares e de um campo,
é tao improvivel quanto a separagio da atmosfera em seus
componentes feita ao acaso”.

Acredito que os aspectos histéricos aqui abordados sejam su-

ficientes para termos uma idéia, ainda que superficial, de temas
que caracterizaram o periodo de intermediagao entre as duas gran-
des guerras como a época do grande esplendor da moderna Légica

Matematica.
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