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Introduciio. Métodos variacionais sdo, hoje em dia, uma das
principais ferramentas utilizadas para atacar problemas na teo-
ria das equacoes diferenciais ordinarias e parciais nao lineares. O
objetivo do presente trabalho é mostrar ao leitor através de trés
exemplos simples {o primeiro deles, inclusive, é um problema k-
near) como isso é feito. A ideia central, atrds desse programa, é a
formulacdo de um problema variacional equivalente, em um certo
sentido, ao problema de equagio diferencial.” O problema varia-
cional consiste na obtengao de pontos criticos para um funcional
associado, de modo natural, ao problema diferencial. O termo
funcional é usado para designar uma fungdo real, cujo campo de
definicao é um subconjunto de um espago de funcgoes. E interes-
sante observar que o problema de minimizagao de funcionais é o
objetivo central do Ciélculo das Variagdes classico, e que, em seu
estudo, equagdes diferenciais (as conhecidas equagdes de Euler-
Lagrange) aparecem de modo natural, como condigoes suficientes
a que a fungao que minimiza o funcional deve satisfazer. Assim,
no Cilculo das Variagdes cléssico, a questdo de minimizagao de
um funcional é reduzida ao estudo de um problema na teoria
das Equagdes Diferenciais. Esse programa tem sucesso, na me-
dida em que o problema diferencial seja tratavel por alguma outra
técnica. A ideta de inverter a diregio desse programa, isto é, tratar
equagdes diferenciais através do estudo de um funcional associado,
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aparece em meados do século XIX, de modo explicito com Diri-
chlet ¢ Riemann. Esses matematicos usaram esse procedimento
para lidar com o que hoje chamamos problema de Dirichlet para
a equagdo de Laplace. Cf. [1|. Surge assim o Método Direto do
Célculo das Variagoes, que consiste em estudar diretamente o fun-
cional e procurar obter seu minimo (ou um ponto critico, em geral)
sem fazer apelo 4 sua equagdo de Euler-Lagrange. Hilbert foi pi-
oneiro em utilizar esse método, de modo rigoroso, e efetivamente
provar a existéncia de solug@o para o problema de Dirichlet. O
trabalho de Hilbert foi, sem diivida, um dos fatores que influiram
no desenvolvimento da Integral de Lebesgue, da Andlise Funcional
e da Topologia. Mostraremos, aqui, como essas teorias possibili-
tam um tratamento elegante e simples de problemas variacionais.

No presente artigo nos limitamos a tratar equagoes diferen-
clais ordindrias, minimizando assim tecnicalidades que aparecem
quando lidamos com equagdes diferenciais parciais. Cf. [5] para
um exemplo em e.d.p. Entretanto nao podemos itludir o leitor di-
zendo que tudo é facil. A aparente simplicidade se deve ao fato que
repousamos em resultados mais profundos da Analise. A Secgao 1
tem um cunho didéatico: o problema é enunciado e a meta fica de-
finida; comegamos a trabalhar e as dificuldades vao surgindo. As-
sim vamos motivando a introdugao de certas teorias matematicas
para superar os cbstaculos. Fica claro porque utilizar a integral de
Lebesgue, porque trabalhar com fungdes semicontinuas, porque in-
troduzir outras topologias, além da norma, num espago de Banach,
etc. Nosso objetivo na Secdo 1 & motivar, dai comegarmos com um
problema linear que pode ser resclvido por outros métodos, talvéz
mais elementares. Nas Secdes 2, 3 e 4 fazemos detalhes e provas
de fatos usados na primeira seg@o. Na Seg¢do 5 consideramos um
problema de contorno nac linear e rapidamente mostramos como
resolvé-lo pela mesma técnica de minimizagao desenvolvida no pri-
meiro exemplo. A Secdo 6 é dedicada a um problema de contorno
nio linear, com uma parte nao linear do tipo superlinear. Af se vé
a necessidade de ter resultados que assegurem a existéncia de pon-
tos eriticos que ndo sdo minimos. . Na Se¢io 7 apresentamos sem
provar o Teorema de Passo Montanha que vem se constituindo, ele
proprio ou seus refinamentos e extensoes, como uma importante
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técnica de obtengao de pontos criticos do tipo sela.

Ao concluir esta introdugido, queremos insistir ziue o presente
trabalho apenas toca de leve a Teoria de Pontos Criticos de funci-
onais e as aplicagdes as equagdes diferenciais. A Teoria de Morse
e a Teoria de Ljusternik-Schnierelmann tém sido cada vez mais
estudadas e aplicadas nas questdes de multiplicidade de solugdes.
Nas aplicagdes, muito se tem feito para sistemas Hamiltonianos e
para equagdes elipticas nio lineares. As tecnicalidades, que ai apa-
recem, sao; em verdade, uma parte relevante e constituem belos
desafios ao pesquisador.

Erimeiro Exemplo

t. Um Problema de Contorno Linear. Considere, o seguinte
problema de contorno:

(1) Lu=f em la,b, ula)=u(®)=0,
onde
(2) Lu = —(p{t))' + q(t)u

é um operador diferencial atuando em fungoes u € Cz[a, b], isto
é, fungdes reais com duas derivadas continuas definidas no inter-
valo |, b]. Requeremos as seguintes condigdes nos coeficientes do
operador L:

(3) p& C*a, b], g€ C%a, b]; p(t) > 0, q(t) >0 Ve ]a, b

Supomos que f € C?[a, b] é uma fungdo dada. Uma solugdo
cldssica do problema (1) é uma fungdo u € C?|a, b] que satis-
faz 4 equagdo em (1) e que se anula nas extremidades do intervalo
[a, b].

Multiplicando a equagio em (1) por v € C*|a, b], com v(a) =
v(b) = 0, e, integrando por partes, obtemos

(4) fpu'v' + fquv = [fv, Yv € C§a, b),

onde usamos a notagio C} para indicar que as condig¢des de fron-
teira v(a) = v{b) = 0 sdo satisfeitas. Usamos em (4) e ao longo de
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todo o trabalho a notagio [g para designar ff g(t)dt. A expressio
(4) motiva a seguinte definigdo. Uma fungio u € C}|a, b] é uma
solugdo fraca de (1) se u satisfaz a relagao (4). E claro que uma
solugao cléssica de (1} é também solugao fraca. Consequentemente
a questao de se obter uma solugio cldssica de (1) pode ser redu-
zida ao seguinte programa:

(I} determinagdo de uma solugdo fraca (em verdade, vamos esta-
belecer, primeiramente, a existéncia de uma solugao num sentido
mais fraco ainda do que o definido acima) que, como veremos a
seguir, é algo mais facil de ser feito, e

(11} prova de que, de fato, essa solugao é de classe C?; esse passo
é a charmada “regularizacdo” da solugao.

Agora, considere o seguinte funcional definido em fungdes v €
Clla, b):

(5) o()=; [ Pl 5 for = [ro.

Um célculo simples mostra que, para um dado ug € Clle, b], tem-
se

lim * {q:(uo + ) - @(uo)} _

:_/pu{,v'—quuov— /fv,

para qualquer v € Cl[a, b]. Vamos designar o limite acima por
®'(ug)v. Essa expressio é conhecida no Célculo das Variagdes
como a primeira variagdo do funcional ®. [A notagio, que para
‘ela usamos, é a da derivada direcional de ® no ponto ug na diregio
v. Observe, entretanto, que no momento nao falamos em derivada
de @, pois ainda ndao colocamos estruturas algébrica e topoldgica
no dominio de ®; 1sso serd feito mais adiante de um modo induzido
pelos objetivos a atingir, e af ®'(ug) serd, de fato, a derivada de
Gateaux de ®|. Assim, vemnos que, se up for um minimo de ¥ em

Cdla, b):

®(uo) < Yup+tv) Vi€ R, YveCola, b
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e dai ®'(uo)v = 0, ou seja, up é uma solugdo fraca do problema
(1). Portanto, a existéncia de uma solugio fraca de (1) pode ser
estabelecida se provarmos que o funcional ® tem um minimo em
Clla, b]. Otimo! Mas isso nao é t3o imediatamente atingivel. Ve-
jamos como proceder.

Inicialmente, mostraremos que o funcional ® é limitado in-
feriormente em C}[a, b, o que nos dara alento para continuar o
processo de minimizacao. Observe que

o womn fwre ([0 ()"

para todo v € uota, "j: onde § < Po — uuuu.u\u) S [G, &]} €
onde utilizamos o fato g > Oe a deSJguaIdade de Cauchy-Schwarz.
Agora, para continuar a estimativa de ®, utilizamos a seguinte
desigualdade:

() /[v'|220fvz VvECS[a, b,

onde ¢ > 0 é uma constante independente de v. A desigualdade
(7) pode ser provada, facilmente, usando o Teorema Fundamental
de Célculo. Ela é conhecida como a desigualdade de Wirtinger,
cuja melhor constante ¢ pode ser obtida usando séries de Fourier;
cf. Segdo 2 abaixo. De {6) e (7) se segue

®  swzw fir- (1) (fwr)”

o que implica

B(v) > - /fz, Vve Clla, bl

4pgc
Assim concluimos que o funcional ¢ é limitado inferiormente. A
questao agora é saber se o infimo de ® é assumido. Neste sentido
sera conveniente introduzir em Cl|a, b| alguma topologia. Por
que? Bem, vem 3 meméria (pelo menos, & minha) o teorema
de Bolzano-Welerstrass da Andlise que afirma: toda fungao real
continua definida num intervalo fechado e limitado da reta assume
seu infimo nesse intervalo. © que tem de essencial nesse resultado
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sao fatos topoldgicos a respeito da fungao e de seu dominio, e, de
fato, o seguinte resultado da Topologia generaliza o teorema de
Bolzano-Weierstrass:

Teorema A. Seje X um espago topoligice compacto e seja @ .
X -+ R uma fungdo real semicontinua inferiormente definida em
X. Enido, o infimo de © eziste e € assumido num ponto uy € X.
[Cf. Segad 3].

O espago C}|a, b] com as defini¢des usuais de soma e produto
por um escalar é um espago vectorial sobre IR. Ele se torna um
espago normado se o munirmos da norma

0 o= (i)™

Para verificar que (9) realmente define uma norma usamos a de-

sigualdade (7} e a desigualdade de Minkowski para integrais. E
possivel definir outras normas em Cl|a, b], como, por exemplo:

(10) [oll” = max{[v/(2)] - £ € [a, B]}.

Entretanto (10) apresenta sérias deficiéncias no método varia-
cional, como apontaremos oportunamente. Designemos por X o
espago normado C}[a, b] com a norma (9).

O funcional ® é continuo em X. De fato, se v, — v em X
entio pela desigualdade (7), v, — v em L?, e dai concluimos que

[t = [oio'| <5 [1 16t = 1o'P) 0
fqvﬁ—[qv2 S@]!vﬁ”vzl—*ﬂ

1/2 1/2
[ 2 (1) (frnmst) "o

onde P = max{p{t) : t € [a, b] e § = max{q¢(t) : t € |a, b]. Para um
real B > 0, convenientemente escolhido:

Infx ® = Inf{®(v): v € X, ||v|| < R}.
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Consequentemente, poderemos nos restringir a bola Bp = {ve
X : ||v]] € R}, e tentar aplicar o Teorema A acfuncional @
restrito a Bg. Surge, porém, a primeira dificuldade: Bg nao €
compacta. Um dos motivos dessa falta de compacidade é o fato
de X n&o ser completo.

Neste ponto, visando sanar a dificuldade acima, surge a ideia
de completar o espago X na norma (9). Os elementos do espago
completado sio classes de equivaléncia de sequéncias de Cauchy
em X, o que é algo incémodo de se trabalhar, para ndo dizer coisa
pior. Nao esquecamos que estamos na busca de uma solugao para
o problema (1), e esperamos obter essa solugao como uma fungao.
E aqui, que a integral de Lebesgue entra no jogo. O horroroso
espago obtido pela completamento de X pode ser identificado com
um espago de fungdes. Nao serao mais fungdes diferenciaveis, mas
vamos ganhar em outros sentidos. Vejamos.

Considere o espago L?[a, b] das fungdes reais mensuravels a
Lebesgue definidas no intervalo [a, b] e tais que ff? < oo. Com
o produto interno {f, g}z2 = [[g, esse espago € um espago de
Hilbert. Cf. por exemplo, Royden [13]. Designemos por Hjla, b]
o subespaco de L?{a, b] das fungdes u que possuem derivada fraca
em L*[a, b] e tais que u(a) = u(b) = 0. Relembremos o conceito
de derivada fraca: u € L?|a, b] tem derivada fraca em L?|a, b] se
existir v € L¥[a, b] tal que

(11) jvgo:—fucp' Yo Clla, b

onde o subindice “c” indica que a fungido ¢ se anula fora de um
intervalo fechado contido em (a, b). Veja detalhes das afirmagoes
a seguir na Secdo 4. A derivada fraca de u ¢ tnica e é designada
por u'. Se u possuir derivada fraca, ent@o u é continua em e, b];
isso nos permite falar em u(a) e u(b). Em H[a, b] define-se a
norma

(12) ol = ([ 2+ frr)”

e pode-se provar que Cla, b] é denso em Hjla, b]. Assim a de-
sigualdade de Wirtinger é valida para u € H}la, b], por continui-
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dade. Dai se segue que a norma (12) é equivalente a

(13) ol = ()

A partir de agora consideramos H|a, b] munide da norma (13).
Prova-se que ele é completo. Esse é um exemplo de um espago de
Sobolev. Assim o completamento do espago X na norma (9) pode
ser identificado com o espago de fungdes H{|a, b].

Agora olhamos ® como um funcional definido em Hfla, b]. @
é continuo {mesma demonstragao acima), mas a nao compacidade
de Bg = {v € Hla, b].||v||z: < R} persiste! A razio agora (que
também ja existia antes do compietamento) é que Hé[a; b] é um

\\

espaco de dimensdo infinita. Lembramos que a bola unitaria num
espago normado é compacta se e sé se o espago for de dimensao
finita. (Esse é o conbecido Teorema de Riesz}. Por que nos demos
ao trabalho de completar X se nao havia esperanga de ganhar
compacidade de Br? Por que nao utilizar Cjle, b] com a norma
(10) que j& é completo? As respostas a essas perguntas virao
no paragrafo seguinte, onde visando compacidade introduzimos a
topologia fraca.

No nosso caso, observamos que o espago Hgla, b] é, de fato,
um espago de Hilbert com o produto interno definido por

{u, v} g —fu"v’,

isto é, a norma definida a partir desse produto interno & precisa-
mente a norma (13). Em espagos de Hilbert, bolas sao fracamente
compactas. A topologia fraca em espagos de Hilbert pode ser de-
finida em termos de sequéncias do seguinte modo. Para nao mtro-
duzir notagdes adicionais, vamos definir convergéncia fraca apenas
em Hlla, b]: uma sequéncia (u,) C Hila, b] converge fracamente
para u € Hlla, b] se

(s WY1 — (u, )1 Vv € Hila, B,

Esse ¢ um ponto onde o espago C¢la, b] com a norma (10) nio
funciona: a bola Bg em tal espago nao é fracamente compacta.
Agora voltamos 3 tentativa de aplicar o Teorema A com X
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sendo a bola Bg em H}le, ] munido da topologia fraca. Resta
apenas ver que P seja semicontinua inferiormente na topologia
fraca de H}[a, ). Para isso usamos o seguinte resultado:

Teorema B. Seja E um espago de Bunach e ®: E — IR um fun-
cional semicontinuo inferiormente (na norma) e convezo. Entdo
& ¢ semicontinuo na topologia fraca de E. (Cf. Segdo 3).

Observacio. Aqui é o ponto onde se faz necessirio usar semi-
continuidade inferior. De fato nio é verdade que ® seja continuo
na topologia fraca. O Teorema B nio é verdadeiro se substituir-
mos semicontinuidade inferior por continuidade. Para se convencer
disso, tome exemplo de Y comp=1le q =0, isto é

2(v) = 3 [ = 5 ol

Para simplificar a notagdo, tome a = 0 ¢ b = n. Entao, vp(t) =

1 1 ; 4
4 sennt converge fracamente par 0 em H{D, 7], isto &,

lim [ cosnt-o'{t)dt=0, Yo' € L*0,n]

n—oc fqg

pelo Lema de Riemann-Lebesgue, cf. 6; p. 56|. Mas

1 /" 3 1 7~ ) T
‘I’(”n):g o v 25 o cos ntdt.:z%,o_

Portanto, podemos usar o Tecrema A e concluir que P assume
seu infimo em ug € Bg. Se tomarmos R tal que ®(v) > ®(0) = 0,
para ||vl|g: = R, concluimos que ug esta no interior de Bg. Ob-
serve que o funcional ® em Hi|a, b] é diferencidvel a Fréchet; seja
V® : H}|a, b] — H}[a, b] sua diferencial, onde usamos o teorema
de Riesz-Fréchet {cf. [2], [14]) para identificar o espago dos fun-
cionais lineares continuos sobre H}[a, b] com o préprio Hi|a, b].
Assim

(Vq)(uo), v)H1 = @'(ug)v,

onde ®'(ug) foi definida no comego desta secao. Portanto, ug €
H}la, b} satisfaz a relagio

(14) /pu'ov' + [quov‘—‘ [fv Yv & Hila, b).
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Um tal up € o que, de fato, se conhece como solu¢de fraca do pro-
blema (1). E, essencialmente, a mesma definigdo dada no inicio
desta secdo, a menos do fato que a derivada, agora, é tomada no
sentido fraco, ao passo que 14 era no sentido classico. Assim, pro-
vamos que o problema (1) possue solugao fraca, e esta cumprida
a fase (1) de nosso programa.

Antes de passarmos & parte {II) vamos provar a unicidade
da solugao fraca de {1). Suponha que existam duas tais solugoes
uy,up € Hlla, b]. De (14) obtemos

fp(u’l — ug)o' + /q(ul ~w)v =0, Vve Hila, bl
Tomando v = uy — ¢ e lembrando as hipéteses (3), segue-se que l
[ptut - =0

o que implica v\ = u),. Essa igualdade usada nas expressoes
P 1 2

fu;gp = - fu,-go', Vo & Cla, b

fornece 7
f(u] —u3)p' =0 V€ Clla, bl

Isso implica (veja Lema 1 na Segio 4) que u; — uz = const.
Utilizando-se as condigdes de fronteira obtemos u; = us.

Para cumprir a fase (II) de nosso programa, usamos a ex-
pressao (14) reescrevendo-a como

fpubv' = - f[quo — flv Yv € Hile, b).

Isso mostra que pul, possue derivada fraca em L%[a, b] e
que pug p

(15) (pub)' = quo - 1.

Portanto pul, é continua, o que implica uj continua. E final-
mente de (15) obtemos

pup = —p'uy + quo — f
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0 que mostra que vy é também continua.

2. A Desigualdade da Wirtinger. Nesta segdo provamos a
desigualdade (7) da secdo anterior. Vamos a uma primeira de-
monstragio. Seja v € C§la, b]. Pelo Teorema Fundamental do
Célculo:

o(t) = / /(s)ds.

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz obtemos

v(t)? f [v'(s)|*ds - {t — a),

ou ainda:

o(t)? < fab V% (¢ - a).

/ab vt < /ab |o"1? '[Ib(t -~ a)dt = (i:;ﬂ)j f: i

Portanto, a constante ¢ na desigualdade (7) pode ser tomada como
2/€%, onde £ é o comprimento do intervalo [a, b]. A melhor cons-
tante ¢ pode ser obtida através de um outro procedimento de de-
monstragao, usando-se séries de Fourier. Para facilitar a notagio
fagamos @ =0 e b = £. A fungdo v é igual & sua série de Fourier
de senos, cf. [6; p. 21]:

Dai

t
v{t) = Z bnsen %

n=1

onde os coeficientes de Fourier, b,,, sao definidos por

2 r¢ nnt
b _ t [— .
n-£f0v()sen Edt

Vale também a identidade de Parseval, [6; p. 84]

20t B
(16) =20




32

Por outro lado, v'(t) ¢ igual a sua série de cossenos

(o 9]
¢
v'(t) = % + Z @, cos nre
2 oy £

onde o o
[
o =5 [0 v'(t) cos %dt

e, também, temos a identidade de Parseval

2 f¢ ai &
(17) 7 [v')? = ?0 + > al.

£

€ . nxt nm
ap = -~ — | v(t)sin Tdt: — by
0

Podemos estimar o lado direito de (17) e obter
2 % 10 T 22
s [wrz 3wt

e dai, usando (16) obtemos

: £ xl (e o
> = .
(18) [wez% [

Assim, a constante ¢ na desigualdade de Wirtinger pode ser to-
mada como #%/¢2. Para ver que se trata da melhor constante tome
v(t) = sin Zt para a qual se obtem igualdade em (18).

Observacio. Existe uma versio multidimensional da desigual-
dade de Wirtinger, que é conhecida como a desigualdade de Poin-
caré. Seja u : @ — R uma fungio de classe C! em um aberto
limitado de B™ e suponha que u tem suporte compacto em {1.
Entdo, existe uma constante ¢ > 0, independente da particular
fungdo u, com as propriedades enunciadas acimas |a constante de-
pende apenas de {1] tal que

(19) fnwm2 zc/nuz.
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Pode-se provar que ¢ é o primeiro autovalor do Laplaciano, sujeito
as condigdes de Dirichlet. Mais especificamente, 0 problema de
autovalor

~Au=Au em £}, u=0 em 90

onde 3 é 2 fronteira de (1, possui uma sequéncia de autovalores
(todos positivos)
Al <Az <Az <

A constante ¢ da desigualdade (19) é precisamente Ay, e a igual-
dade em (19) é obtida quando u é igual a v, uma auto-fungao
correspondente ac primeiro autovalor, isto é

—Ap;=A1pp1 em 2 ;=0 em 90

Esses resultados podem ser vistos em livros sobre Equagoes Di-
ferenciais Parciais; em particular, veja [9], ou [7] onde se trata
operadores elipticos de 22 ordem mals gerais que o Laplaciano.

3. Minimizagio de Funcionais. Relembremos duas definigoes.
Um funcional real ® : X — IR definido num espaco topolégico X
é semicontinuo inferiormente se a imagem inversa ®!(a, c0) de
qualquer semi-reta aberta {a,00) é um aberto de X. Um espago
topologico X é compacto se qualquer cobertura de X por abertos
possul uma subcobertura finita. Agora demonstramos o Teorema
A enunciado na Segao 1.

Primeiramente provamos que ® é limitado inferiormente. De
fato

X= e (-n )
n=1

ou seja X estd recoberto por uma colegio de abertos ®71(—n, co).
Pela compacidade de X segue—se que existe ng tal que

Ly

X = L_J & (—n,o0).

Logo ®(z) > —ng para todo z € X. Seja I o infimo de ®.

—-0o < [ = Infx®.
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Provemos a seguir que I é assumido. Suponha por contradigdo

que isso nao seja o caso. Logo
X= U et I+ =, 00)

ou seja X estd recoberto por uma colegao de abertos. Novamente
a compacidade de X nos fornece um n; tal que

X = U@ I+— o).

Dai ®(z) > I + -, para todo = € X, o que contradiz o fato de [
ser o infimo de ‘I>

Nas aplicacdes do Teorema A no Calculo das Variagoes, ® esta
definida num espago de fungoes ou num subconjunto do mesmo.
Portanto, vamos agora considerar funcionais reais ® : £ — R
definidos em espagos de Banach E de dimenséo infinita. Na mai-
oria dos casos, o funcional ® é continuo na topologia da norma.
Além disso, é conveniente considera-lo restrito a bolas de espago
de Banach E, e tais conjuntos nunca sio compactos na topologia
da norma, como ja observamos na Segdo 1. Dai, a introdugao de
outras topologias no espago de Banach E. A mais conveniente é
a chamada topologia fraca, cf. [2] ou [14]. Os espagos de Banach
reflexivos constituem uma importante classe de espagos de Banach
que sio caracterizados pela propriedade de bolas fechadas serem
conjuntos fracamente compactos. Espagos de Hilbert, espagos nor-
mados de dimensio finita, espagos L¥ com 1 < p < oo, espagos
de Sobolev modelados sobre tais LP sio exemplos de espagos re-
flexivos. Consequentemente consideramos em E a topologia fraca.
Em contrapartida, porém o tipo de continuidade requerida em @
para a aplicagao do Teorema A devera ser na topologia fraca. O
seguinte resultado serd de grande valia nas aplicagoes:

Teorema B. Seje ® : X — IR um funcional semicontinuo infe-
riormente na topologia de norma de espago de Banach X. Se @
for convezo, entdo ele € fracamente semicontinuo inferiormente.
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Demonstra¢io. O conjunto

~,

& (-00,a)={zeX:0(c)<a}

para todo ¢ € IR é convexo. E uma consequéncia do Teorema de
Hahn-Banach que um conjunto convexo num espago de Banach é
fechado se e sé ele é fracamente fechado. DO

4. O Espago de Sobolev Hl|a, b]. Vimos na Secdo 1 a neces-
sidade de se trabalhar com fungdes do L? derivdveis num sentido
fraco. Nesta se¢io, demonstraremos os resultados 14 utilizados. E
conveniente introduzir inicialmente um espaco mator que H}|a, B),
1sto é, ndo nos preocupemos com as condi¢des de fronteira por en-
quanto,

H'la, b = {u € L¥a, b] : o' € L¥[a, b]}.

Para justificar a introdugio da notagio u', observemos que se
vy, v3 € L?|a, b] sdo tais que

/v,-cp = - /up' Y € Cla, b]

entdo vz = vz, q.t.p., [quase em toda parte = a menos de um
conjunto de medida nulal. Isso decorre do fato que

/vtp:O, YoeCPla,bj=>v=0 q.t.p.

0 que por sua vez se segue do fato de Clla, b| ser denso em
L?(a, b]. E claro que, se u for continuamente diferencisvel no sen-
tido cldssico, isto ¢, de classe C!, entdo ela possue derivada fraca,
que é precisamente sua derivada cléssica.

Munimos o espago H![a, b] com o produto interno

(20) (ug, ug) = [u'lu; + fuluz Yup, ug € Hl[a, b]

cyuja norma correspondente é

(21) - (Jrer+ [«)"
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A seguir, vejamos algumas propriedades de H1.

™,

Proposigdo 1. Hl[a, b] é um espago de Hilbert

Demonstragio. J4 aceitamos (o leitor deverd estar convencido)
que (20) define um produto interno. Resta, pois, provar que o
espago é completo na norma {21). Seja {u,) C Hl[a, b] uma
sequéncia de Cauchy. Segue-se da expressio (21) que (u,)} C L?
e (u!) C L? sio também sequéncias de Cauchy em L%. Logo, pelo
fato de L? ser completo, existem u, v € L%[a, b] tais que

!
Up — U, U, — U em L2,

Para concluir mostremos que v € H! e «' = v. Que isso é verdade
se segue do fato que

[unt' == [ine Vo eCla
implica, por passagem ao limite: '

/ugo': —fvcp VgoECfo.[a,'b],
o que conclue a demonstragao. D

Proposigéio 2. Dada v ¢ H{a, b, existe uma fungio & € C°[a, b]
tal que u = @, q.t.p. Neste sentido, escrevemos Hl|a, b] C C%a, b].

Demonstragio. Definamos

(22} w(t) = /{: u'(s)ds Vi€ la, b

A fungdo w é continua, e, de fato, absolutamente continua (cf. [10]
ou [13]), o que pode ser visto a partir da estimativa

lw(ta) — w(t1}] < (/tta ‘u’|2) I/Z‘tz _ tlll/.?

1
para t, t2 € |a, b]. Além disso, a teoria de Lebesgue nos diz que w
é diferenciavel q.t.p. e w' = u' q.t.p. Por outro lado w¢y é também
diferenciavel q.t.p., e

(we) = vw'e + we'.
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Pelo Teorema Fundamental do Célculo para a integral Lebesgue,
cf. [10; p. 285] »

(we)(t) - wele) = [(we) = [w'p+ [y
de onde se segue (pois ¢(a) = p(b) = 0) que

[wo= fup

Por outro lado, pela definigao de derivada fraca

[io= - [u

e como v’ = w' q.t.p., obtemos

(23) f(w—u)(p':() Ve Cla, bl.

Para concluir a demonstragao basta provar o seguinte lema.
Lema 1. Se u€ L¥{a, b for tal que

(24) [w,o' =0 VpeCa b

entde u = constante.

Demonstragdo do Lema. Fixe ¢ € Cl{q, b] com [¢ = 1. Para
todo v € C?[a, b] considere a fungdo

hzv—v,bfv

olt) = /: he Cla, b.

Usando essa fungdo em (24) obtemos

[u[v—gb[v]:/v[um[uqb]zo

e observe que
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para todo v € CY[a, b]. Logo
u:/u¢:>u:const. O

Conclusio da Prova da Proposigiio 2. De {23) usando o lema
conchiimos que
(25) w-u=c¢

onde ¢ é uma constante. Assim fazendo & = w — ¢, que é uma
fungio continua (pois w é continua), obtemos v = % q.t.p. O

Observagdo. Na realidade, podemos reforcar a conclusago da
Proposicio 2, afirmando que a inclusdo H'[a, b] € CP[a, b] ¢
uma injegio continua considerando-se em H! a norma (21) e em
CPla, b] a norma do méximo: '

(26) lulloo < ellull Yu€ H'[a, b]

onde ||u||e = max{|u(t)] : t € [a, b}}. Provemos (26} retirando
informagdes da demonstragio da Proposigio 2. Dada u € H'(a, b
podemos supor que u é absolutamente continua em [a, b]. Fixando
to € |a, b], podemos utilizar o Teorema Fundamental do Calculo
para integrais de Lebesgue e escrever

wlto) — wlt)] = | [ w(e)ds| Ve o,

3

e estimar, usando Cauchy-Schwarz:

(27) lu(te) — u{t)] < [[ |u'|2]1/2|t g2

e dai
atto) - o) < (6= )2 1) "

Consequentemente, pela desigualdade do triangulo obtemos:

1/2
(28) o)l < fulo)l + (b~ ) [lWP) T, Vi o
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Integrando (28), e usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz
mais uma vez, segue—-se que N

(b - a)lu(te)] < (b- a)uz(fuz)l/z (b o (/[u’|2)1/2

e dai
(29) |lu(to}] < c|lull

onde a constante ¢ pode ser tomada como o méaximo dos dois
valores (b — a)~1/% e (b — a)}!/2. Como ty é arbitrario em (29),
essa desigualdade implica (26). Uma outra demonstragio de (26)
pode ser vista em [2; p. 129]. A desigualdade (27) nos di mais
informagao ainda sobre a injegao H'la, 8] — C°[a, b]. De fato, se
A é subconjunto limitado de H[a, b], entdo (27) nos diz que as
fungbes u € A sao equicontinuas:

lu(to) — u(t)] < iu]l, [t - to]/? < K|t — to|*/?

para quaisquer t, ¢y € [a, b e onde k = max{}|u|| : v € A}. Logo,
pelo Teorema de Arzella-Ascoli o conjunto A, olhado como sub-
conjunto de C%|e, b], é relativamente compacto. Dizemos, entdo,
que a injegdo H'{a, b — Ca, b} é compacta.

Agora introduzimos o espago H}|a, b] como um subespago de
H?[a, b] do seguinte modo. Seja ¢, : H'la, 5] — IR o funcional
linear definido por

a(u) = u(a),

o quazl é continuo pois temos a limitagao
fa(u)] = |u(a)] < {lulloo < ¢lull

onde utilizamos a desigualdade (26). De modo semelhante, temos
£, - H}la, b] é definido como £;1(0) N £;1(0), ou seja

Hl(a, b} = {u € H'[a, ] : u(a) = u(b) = 0}.

Dai se segue que H&[a, b| é um subespaco fechado e consequente-
mente um espago de Hilbert com a norma (21).

A proposigao seguinte é um resultado cuja demonstra¢do.uti-
liza os micleos de Dirac [conhecidos também como regularizadores

. |
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ou mollifiers|, cf. [2; p. 127].
N

Proposigiio 3. Dado u € Ha, b, eziste uma sequéncia de
fungio o, € CHR), tais que ©nlja,s) — u na norma (21). Se
u € H}|a, b}, entdo as @, podem ser tomadas em Clla, b].

A Proposigao 3 permite estender a desigualdade de Wirtinger
para todas as fungdes de Hi[a, b]. E dai se segue que, em H}[a, b],
a norma (21) é equivalente 4 norma

fullnr = ([1)", vue B b

cujo produto interno correspondente é
(u, vy = fu'v'.

Segundo Exemplo

5. Um Problema de Contorno Nio Linear. Considere o
seguinte problema:

(30} Lu= f(t,u) em [a, b}, u(a)=u(b)=0,

onde L é o operador definido na Segdo 1e f : [a,b] x R — R
é uma fungao continua e limitada, isto é, existe uma constante
k > 0, tal que

(31) f(t,s)| <k, Vi€|a, b, Ys€ R.

A exemplo do gue fizemos na Segdo 1, vamos determinar inicial-
mente uma solu¢do fraca do problema (30), isto é, uy € H}la, b]
tal que

(32) fpu'ov' + ]qugv = [f(t,ug)v, Vv e Hyla, b].

O funcional associado ao problema (30} é

(33) P(u) = % [p]u'|2 + % [guz - fF(t,u)
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onde F(t,u) = [} f(t,s)ds. Segue-se de (31) que existern cons-
tantes positivas k; e k» tais que ~

(34} |P(t,u)] < krul+ ks, Yue R, Vi€ |[a,b].

Observe que P estd bem definido em H}{a, b]: a parte quadratica ¢
a mesma do funcional da Segdo 1, e o terceiro termo é uma fungio
integravel em vista de (34) [o que também pode ser visto lem-
brando que u € H}la, b] é necessariamente continua, e portanto
F(t,u(t)) é continua em |a, 8] ].

Para demonstrar a continuidade de ® em Hila, b], como ja
provamos a continuidade da parte quadrdtica, resta provar a
continuidade do terceiro termo. Esta, porém, se segue, como
na observagio entre colchetes acima, da continuidade da injecio
Hlla, b] — C%a, b]. Além disso, ® é de classe C' com derivada

(@' (u),v) g1 = fpu'v'+fquv - ff(t,u)v

para todo v € Hl|a, b]. Consequentemente, os pontos criticos de
® em H}[a, b] sio precisamente as solugdes fracas de (30), ou seja,
as solugoes de (32).

Inicialmente, vejamos que o funcional ® é limitado inferior-
mente. Exatamente como no caso linear, usamos (3), (34) e a
desigualdade de Cauchy-Schwarz para estimar

Ofu) > % /Ju'ﬁ -k (/uz)m(b —a)t? — 7

e dai, usando a desigualdade de Wirtinger:

2w 2} [l -a(20)"(fwr) " -k,

© que mostra que P ¢é limitada inferiormente. E, além disso, para
B > 0 sufictentemente grande

Inf @ = Inf {®(u) : |lu||yr < R}.

Para a aplicagdo do Teorema A, resta provar que ® é semi-
continua inferiormente na topologia fraca de Hjla, bl. Mas, isso’
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se segue facilmente de que ja sabemos que a parte quadratica &
semicontinua inferiormente na topologia fraca e do seguinte ar-
gumento para o terceiro termo do funcional. Se u,, converge fra-
camente em H}[a, b] para u entdo, da compacidade da injegao
H}la, b] = C[a, b] se segue que existe uma subsequéncia ()
de (un) que converge em C%a, b} para u. Logo, F(t,un,(t}) con-
verge em C°[a, b] para F(t,u(t)). Logo

(35) fF(t,unJ.) — fF(t,u).

Dai, concluimos que

(36) | f Pt up) — [F(t,u)

completando a demonstragéo da que ® ¢é semicontinuia inferior-
mente na topologia fraca de Hila, b]. [A passagem de (35) para
(36) utiliza o seguinte resultado: uma seguéncia de reais converge
para um real a se e s6 se toda subsequéncia da sequéncia original
possui uma subsequéncia que converge para aj.

Podemos, pois, aplicar o Teorema A e concluir a existéncia de
up € H}|a, b] que minimiza . Como no caso linear, B pode ser
tomado, de partida, suficientemente grande de modo que o minimo
o obtido seja tal que |jup|lg: < R. E dai concluimos que ug éum
ponto critico de ®. De modo andlogo ao caso linear, mostramos
que ug é de classe C?. Exemplos de equagdes do tipo (30):

—u" = f(t)cos u

para as quais ndo é trivial a existéncia de uma solugdo se anulando
nas extremidades do intervalo [e, ]!

Terceiro Exemplo

6. Um Problema Superlinear. Considere o problema de con-

torno
(37) —u"=u?  ufla)=u(b)=0.
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Obviamente u = 0 é solugdo de (37). Estamos interessados em
obter uma solugao u #Z 0. N

Inicialmente vemos diretamente da equagao que se u for uma
eventual solugao entdo u > 0. Isso decorre do Principio do
Maximo, cf. [9}, [11], que também vale para equagbes diferenciais
parciais de 22 ordem do tipo eliptico. No caso presente, pode-
mos concluir que ¢ > 0 usando argumentos elementares. De fato,
integrando a equagzo obtemos

v'(t) = u'(a) - /at u?{s)ds, Vte [, b,

o que mostra que a derivada de u é decrescente. Se o leitor preferir
ele pode olhar a equagdo em {37) e ver que u é uma fungdo concava,
e daf o resultado. Além disso, se u{tg) = O para algum & € (a, d)
entdo u = 0, em virtude do teorema de existéncia e unicidade para
equagbes diferenciais ordinarias. Consequentemente, as eventuais
solugdes de (37) s&o tais que

u(t) >0 Vie(a,b).

Seguindo o esquema dos dois exemplos anteriores, vamos ini-
cialmente procurar uma solugao fraca de (37). Para tal, conside-
remos o funcional ® em Hila, b] definido por:

1 1
() o= [WP-3 [+ ve iy
E facil ver que ® é de classe C! e

(39) (®'(w),v)g: = /u’v' - /uzv, Yu,v€ Hya, b

Assim os pontos criticos de @ sdo as solugdes fracas de (37).
Agora observe que ® nio é limitado nem superior nem inferior-
mente em H}[a, b]. De fato, para simplificar notagao fagamos
a=0, b= 17 e tome u, = sennt

2 T i 2
(40) @(un) Z -r;— [ C032 ni — 51!‘ = n4—ﬂ- — % — 400,
0
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Por outro lado tome u, = nu,onde 0 < u & Hc}[a,\b]

2 3
(41) B(un) = - /|u'|2 - f’us S oo

Segue-se de (41) que ndo ha esperangas de se obter um ponto
critico u # 0 usando o Teorema A. A salvacdo serd tentar obter
algum ponto critico do tipo sela. Para tal devemos entender me-
lhor o jeitdao do funcional. Por exemplo que tipo de ponto critico
é o 07 Vamos ver que se trata de um minime local. De fato, o
mesmo argumento {Teorema Fundamental do Célculo) usado para
demnonstrar a desigualdade de Wirtinger, prova, para 1 < p < cc,
que existe uma constante ¢, tal que

(42) (f|v|p)1/p < ep (/|v'|2) Ve Yuv & Hyla, b).

Se o leitor preferir (42) se segue de (26) e da desigualdade de
Wirtinger. Portanto, podemos estimar

0> 2 [ £ (fle)”

onde ¢ = ¢, isto &,
> 1 2 < 3 1
P(v) = 5 |lv][z ~ 3 |v[{z1, para ve H.

Logo
@(v)>0 para O<|lv|lgr<r

onde r = 3/(2¢); o que mostra que 0 é, em verdade, um minimo
local. A desigualdade (41) nos induz a pensar que deva haver um
outro ponto critico. Para tal utilizamos o Tecrema C, o conhecido
Teorema de Passo Montanha, que enunciamos e comentamos na
secdo seguinte. Olhando as hipéteses do Teorema C, vermnos que nos.
resta verificar que o funcional (38) satisfaz & condigio de Palais-
Smale. Seja pois (u,) C H}[a, b] tal que

(43) @)l =13 [l -3 [ull<e
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(44) @), v)il = | o = [uol < allolls

onde €, — 0 quando n — oo, e (44) vale para toda v € H}|a, b].
Tome v = u, em (44) e de (43) e (44) obtemos

5 [l < 1+ Yl

o que mostra que ||up|lg1 < const. Tome uma subsequéncia (re-
presentada ainda por uy,) tal que u, converge fracamente para u
em Hla, b] (isso é possivel em vista da reflexividade do espago
de Hilbert) e tal que u, — u em (%o, b} (isso vem da injecio
compacta de H}[a, b] em C°[a, b]. Tome em (44) v = u, — u para
obter

(15) | fu(ut ) = [udun = 0}/ < enllun — ullpr

A segunda integral em (45) converge a 0 e o lado direito de (45)
tarmbém converge a zero pois {{u, — u||z1 < const. Logo

(48) lim /u;‘(u:1 —dy=0.

Por outro lado, da convergéncia fraca de u, para v em H}[a, 8]
obtemos

(47) lim f W (o, — ') = 0.
Finalmente, de (46) e (47) obtemos

lim [|u:1 —d2=0
ou seja, u, converge para u na norma de Hl[a, b]. Isso prova a
condigao de Palais-Smale, e 0 Teorema C nos fornece um ponto
critico ndo trivial up € H}[a, b]. Como nos dois exemplos ante-

riores se segue que ug é de classe C2.

7. O Teorema do Passo da Montanha. Seja E um espaco de

Hilbert e ® : E — R um funcional de classe C*. Dizemos que ®

P Ty - |
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satisfaz & condi¢do de Palais-Smale se toda sequéncia (u,) C E
tal que ™
(48) ({®(us)| < const e V&(u,) -0

possue uma subsequéncia convergente na norma de £. A segunda
condigao em (48) diz que a sequéncia (V®(u,)) C E converge para
O na norma de E. Isso é equivalente a dizer

(49) {(VO(un),v)g| < enflvlle YVoe E

com g, — 0, onde ( , )g designa o produto interno em E. O
Teorema do Passo da Montanha, devido a Ambrosetti e Rabino-
witz [1] diz:

Teorema C. Seja®: F — R um Juncional de classe C, satisfa-
zendo d condigdo de Palais-Smale, definido num espaco de Hilbert
E. Suponha que ezistemr > 0 e € E, com |lel|g > r lais que

Inf {®(v) : [|u||g = r} > Max {®{0), ®(¢)} = d.

Seja
P={yeC’[0,1;E):7(0)=0 e ~(1)=e}
e defina

¢= inf mmax ®(~(1)).

Entéo, ¢ > d e c é um valor critico de ®, isto € eziste ug € F tal
que
P'(u) =0 e  B(u) =c.

Nota sobre Bibliografia. Além do artigo acima citado, men-
cionamos as notas de Rabinowitz {12] e Costa [3], onde outros
teoremas variacionais sdo estudados e aplicados &s equacdes di-
ferenciais. A demonstragido do Teorema C usa o Lema de De-
formagdo de Clark. Recentemente, Brézis e Ekeland produziram
uma outra demonstragido usando o Principio Variacional de Eke-
land. Este principio e suas variagdes vém se constituindo uma
poderosa arma no estudo de problemas em Analise, cf, [4]. Para
outras aplicagdes, inclusive o tratamento dos teoremas variacionais
de Ambrosetti-Rabinowitz e Rabinowitz via Ekeland, veja [8]. O
madterial basico usado aqui est4 todo contido no excelente livro [2].
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