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0. Introducgao

Um titulo alternativo para este artigo poderia ser: “Qual é
a natureza desse grupo?”. Nosso interesse principal é em grupos
que nos sao apresentados como gerados por um conjunto de poucos
elementos e por algumas das relagdes que entre eles valem. Em al-
guns casos trata—se das permutagoes dos vértices de um grafo, em
outros das matrizes que descrevem os autornorfismos de cédigos 1i-
neares, em outros ainda das classes de homotopias de um né (veja,
por exemplo, [Hac 87]).

Apesar da simplicidade dos axiomas que definem a nogao de
grupo e da abundéncia de informagoes sobre grandes classes de
grupos, é frequente a frustracao causada pela escassez de métodos
que lidam com grupos descritos'por um pequenc conjunto de ge-
radores e por algumas relagdes existentes entre eles. O que falta
nos textos de maior uso em algebra classica e teoria dos grupos é o
andlogo dos métodos numéricos em equagoes diferenciais. Todavia,
esses métodos computacionals na teoria dos grupos foram desen-
volvidos ao longo dos anos sob influéncia de problemas externos
e também internos, especialmente pela necessidade de classificar
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grupos finitos simples e pelo problema dos grupos de Burnside.

Devemos ressaltar que os métodos computacionais presentes
neste artigo se baseiam numa analise cuidadosa dos aspectos al-
goritmicos das teorias conhecidas. Além disso, é preciso assinalar
que a implementagio desses algoritmos tornou-se possivel de uma
forma significativa gragas ao advento da tecnologia dos computa-
dores.

Vamos apresentar neste artigo alguns métodos computacio-
nais conhecidos para investigar os grupos dados por geradores e
relacdes, comentaremos suas bases tedricas e os ilustraremos com
exemplos.

Fizemos um esforco para reduzir os requisitos ao minimo, e
desenvolvemos alguns dos célculos detalhadamente. O leitor que
quiser estudar este tépico a fundo podera conhecer a situagao
atual do assunto em [Atk 84].

O primeiro autor expressa seus agradecimentos as instituigoes
brasileiras, particularmente & Universidade de Brasilia, pelo aco
Jhimento quando proferiu, a convite do CNPq, conferéncias sobre
tépicos relacionados aos que estao aqui expostos.
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1. Grupos Livres e Apresentagdes

A identificagio de um grupo através de seus geradores e relagoes
se assemelha a uma histéria de detetive, onde as pistas disponivels
s&o poucas mas suficientes para identificar o culpado.

Como exemplo, consideremos Dyg ¢ Dg, os grupos das sime-
trias euclidianas do hexdgono regular 123456, e do triangulo 135.

‘Por contagem direta, sabemos que Dyy tem doze elementos
e Dg tem seis elementos. Chamemos de A a rotagao anti-horaria
de %’—r ao redor de 0, de A3 a rotagio A? e de B a reflexdo sobre
a linha 14. Ent3o A e B sao simetrias do hexagono, e Az, B sao

simetrias do tridngulo. Observemos que

A®=1, B'=1, B l'AB=47,

AA=1, B'=1, B 'AB=A;
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De AS =1, segue (A3)? = AS =1.
A relacio B~YAB = A~! implica, para quaisquer inteiros
1,7 2 0que -

B7AB = BY(---B (B 'AB)B--)B = ACY

B AB = (B ABI) = AW
quer dizer, _
AR = BI A,

o que permite o transporte de B’ da direita para a esquerda de
Af. Os elementos do subgrupo H de Dis gerado por Ae B téma
forma B'A' com 0 <1 <6, 0 < j < 2, e pode—se ver facilmente
que essa forma é unica; isto é, temos uma forma normal para os
elementos de H.. Decorre que H tem doze elementos e portanto
H = Dys. Da mesma forma mostramos que Dg é gerado por Az e
B. _ . :

Suponhamos agora que a informagdo que temos sobre um de-
terminado grupo é de que ele é gerado por dois elementos a e &
sujeitos as relagdes.

a®=1, B*=1, b"lab=0a"l.

Este grupo pode ser um dos suspeitos Dy2 ou D disfargado. Pode—
se identifici-lo, a menos de um isomorfismo, com D;37 Qu talvez
D3? Responder a esse tipo de pergunta requer uma iritrodugao for-
mal do conceito de grupos Kvres e de apresentagdo de um grupo.

Seja X = {21,...,2p,2; '+ -z;1} um conjunto de 2n elemen-
tos diferentes. Uma sequéncia finita (y1,...,yx) com y; € X tal
que dois elementos consecutivos nao sejam da forma z;, :1:{1 ou
:r{l, ;, assim como a sequéncia vazia { ), é chamada uma “pala-
vras reduzida” w(z;). Pode-se provar que o conjunto de todas as
palavras reduzidas é um grupo, se definimos a2 “multiplicagac” de
duas sequéncias pela sua concatenagao:

(ylr' . '}yk)(yk+1}"':y£) = (yl:' '-:yk_: Yi+1, - ":yf)

ap6s a remogao de todos os pares consecutivos da forma z;, :a:‘.'1
ex; 1 ;. A parte mais importante dessa demonstragio é mos-

trar que se chega ao mesmo resultado qualquer que seja a ordem
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na qual as remogdes sio feitas. A sequéncia vazia ¢ obviamente o
elemento neutro desse grupo e o inverso de uma sequéncia se cons-
tréi invertendo—a e substituindo z; por z; le T ! por z;. Esse
grupo é gerado pelas sequéncias (#;), 1 = 1,...,n. Escreveremos
apenas o “produto formal” yj y2-- -y para indicar a sequéncia
(y1,---,yx) com g € X, e 1 para indicar a sequéncia vazia ( ).
Esse grupo é chamado o grupe livre F,, de posto n, gerado livre-
mete por zi,...,Zy.

Seja agora G um grupo qualquer gerado pelo conjunto
{g1,..-,9n}. O fato de cada elemento de F), ter uma inica forma
reduzida nos geradores zi,...,Zp, NOS permite estender unica-
mente a funcic ¢ : z; — g; a um epimorfismo ¢ de F, para
G. Entao pelo teorema geral dos homomorfismos, G é isomorfo
ao grupo quociente de F,, pelo nicleo de ¢. O nicleo ker ¢ é for-
mado pelas palavras r(z;) que, ao substituirmos suas “varidveis”
x; pelos g; resultam nos “valores” ¢(r(z;)) = 1, o elemento neutro
de G. Dizemos entio, que os elementos r(z;) sdo os “relatores”
correspondentes as relagdes r(g;) = 1 para o conjunto de geradores
{g,—} de G.

" Qualquer subconjunto R = {r;(z;)} de ker ¢ cujo fecho nor-
mal (o menor subgrupo normal que contém R) em F, é ker ¢ é
* chamado um conjunto definidor de relatores de G com respeito
ao conjunto gerator {g;}, e o correspondente conjunto de relagdes
{r;{g:) = 1} é um conjunto definidor de relagoes.

Um conjunto de geradores juntamente com um conjunto defi-
nidor de relagdes (relatores) é chamado uma apresentagdo de um
grupo G. Este grupo se diz finitamente apresentado, se tanto o
conjunto dos geradores quanto o conjunto definidor de relagdes sao
finitos.

Voltemos agora a questao de saber se os geradores a e b junto
com suas relagoes definidoras a® = 1, »* = 1, b7 lab = a7!
formam ou nio uma apresentagao para Di2. Em outras pala-
vras, o grupo quociente do grupo livre F; pelo fecho normal N
de {8, 22, 1:51::13:23:1} é isomorfo a D137 O micleo do epimor-

fismo ¢ : F; — Dis definido por ¢ : 2y +— A, z2 — B contém

28, 2% x5 1412221, Serd que N éigual a ker ¢? Aqui repetimos

os calculos feitos para a forma normal dos elementos em Dy no
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caso de F;/N o grupo gerado por Nz; e Nz, e chegamos a con-
clusdo que Fp/N tem no méximo 12 elementos. Como, por outro
lado, N C ker¢, o niimero de elementos de F; /N é miltiplo de
12. Segue-se portanto que N = ker ¢.

Antes de continuar, fagamos duas observagio:

(i) Um grupo ndo trivial tem muitos conjuntos de geradores
e a cada um desses podem corresponder muitos conjuntos defini-
dores de relagao diferentes.

(i}  Podemos inverter o processo descrito acima. Seja
W = {wj(z:)} um conjunto arbitririo de elementos de F, e N
o fecho normal de W. Entdo {w;(z;)} é um conjunto definidor
de relatores para F,,/N. Portanto qualquer apresentacio define (a
menos de um isomorfismo) algum grupo. Tais apresentagoes sao
de fato usadas frequentemente em alguns ramos da Matematica,
como na Topologia (ver [Hac 87]), para descrever grupos que de
outra forma seriam pouco accessiveis.

Este era o caso, por exemplo, da seguinte classe de apre-
sentagdes:

Cy = {a, b|aba™"bab™! = 1, a(b™}a®b 1a"3)7 = 1),

que foi enviada a um de nés em novembro de 1984 por A. Caviechi-
oli. Apesar da questio original (seos Cy e Cyr néo sao isomorfos
para ¢ ¥ q') ja ter sido respondida por meios diferentes (ver [Cav
86]) tem-se aqui um bom exemplo para ilustrar os métodos com-
putacionais.

Essa solicitagdo sobre a classe dos C, se encaixa nos proble-
mas colocados por Max Dehn em 1911 [Deh 11} sobre a existéncia
de um algoritmo universal que pudesse responder a trés questdes
sobre a classe FP dos grupos finitamente apresentados. Sejam G,
e Gy grupos FP e ¢; : F,. — G (f = 1,2) os epimorfismos que
fornecem apresentagdes finitas para esses grupos,

1. (O Problema de Palavra). dado w € Fyn,, decidir se w
pertence ou nao ao ker ¢y,

2. (O Problema de Conjugacio). dados u, v € Fy,,, decidir
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se ¢1(u) e ¢1(v) sdo ou nao conjugados em G; (isto é, se
existe g € G tal que ¢{u) = g~ 1¢(v)g),

3. (O Problema do Isomorfismo). decidir se G; e G, séo
ou nao isomorfos.

2. Grupos Abelianos e o Algoritmo dos Di-
visores Elementares

2.X. A decomposicao candnica de grupos abelianos finitamente
apresentados tem uma demonstra¢ao algoritmica que permite uma
facil implementacao e leva a uma resposta positiva aos problemas
de Dehn da palavra e do isomorfismo, para esta classe especifica
de grupos, {aqui, obviamente, o problema da conjugagio e da pa-
lavra sdo equivalentes).

Seja A um grupo abeliano gerado pelo conjunto {ay, az,...,a,}
satisfazendo um conjunto definidor de relagdes {r;(a;) = 1|1 <
¢ < ¢} que pode ou nao ser vazio. Quer dizer, A admite a apre-
sentagao

(a1,a,...,8, | ai,a5] =1 (1 <i<f<n)r(a;)=1(1 § i < m))

1 1

onde o simbolo [a;, a;] denote o comutador a; "¢} "a;a;. O nicleo
K do epimorfismo ¢ : F,, — A definido por ¢ : z; — a; contém o
subgrupo derivado F}, que é o fecho normal do conjunto {[z;, z;] | {1 <
i < 7 < n)}. Entdo, ¢ induz um epimorfismo ¢ : F,, -+ A onde
F, = F,/F! é por defini¢do um grupo abeliano livre de posto n.

Se reescrevermos a operagao do grupo aditivamente, entio ve-
remos que K é gerado por

n
ri(Z;) =Y miE; (1<i<m)
i=]1
onde os m;; sao inteiros. Podemos aplicar & matriz n X m, M =
(mi;) as transformagGes elementares interas com excegio da mul-
tiplicagdo de linhas ou colunas por inteiros # +1. Essas operagdes
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produzem novas bases para F, e produzem novos conjuntos gera-
dores para K.

Seguindo o procedimento que sera descrito abaixo, M podera
ser transformada em sua forma normal

d; 0

dg
0 o

onde o conjunto de inteiros positivos {d;, ds, . .., dr}, quando nio
vazio, tera a propriedade da divisao dy|dz| --- | dg; 0s d;’s sao
chamados os divisores elementares de A.

A matriz em sua forma normal nos fornece a base 7;,...,%,
de F,, tal que r(¥;) = di¥y, - .., . (¥;) = di¥, € uma base de K,
e assim,
AZF, /E=K+yg) -0 (K+7,)
‘onde '

(K +79;) = Zy, (ciclicode ordem d;) para 1<i<k,
= Z (ciclico infinito) para k+1<i<n.

Assim chegamos a uma apresentagao de A da forma
{z1,... zn|[z,,zj]—1(1<z<j<n),z1: —zk =1
(para algum d; > le d) |da} «-+ |di)). '

Sedy=dy=---=dy=1le dg+1 #+ 1 entdao A tem uma decom-
posicao candnica

AZZy, @ OZ,OXD - DT
Srim————
n—k

e {dgt1,--.,dk; n—k} é o conjunto dos invariantes de A.

2.2. Para demonstrar o algoritmo é suficiente transformar M
numa matriz da forma
z| O
[ohar]




onde z|m|; para todas as entradas mj; de M'.

1.

Isso é feito como segue, para M # 0.

0#Fmy, € M.

Troque as linhas R; e Ry;

troque-as colunas C; e Cjy;

~ (agora O # |myy| < |my,| para todo 0 # m,, € M)
multiplique RB; por +1 para fazer my; > 0.

. Para 3=2,...,n
escreva myj = ¢jmyy 4 7 com 0 < r; < myy;

se c¢; # 0,

subtraia ¢;C1 de C; (agora 0 < my; < my

i=2,...n).

4. Se existe my; #0 para j # 1,

troque Cy por Cj;
volte para 3.
(Este passo pira quando R} = (my,,0,...,0)).

Se my; ndo dividir todas as entradas de M,
escolha my; , tal que myy fmy;;

some C; a Cj(sej#1);

escreva my; = dijmyy + r; com 0 < 1y < myy;
subtraia d;; R; de Rj;

(agora temos 0 < my; < myy)

volte para 1.
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Eécolha miy € M com 0 # |my;| < |m,,| para todo

para

{Tendo em vista que obtemos valores sucessivamente meno-
res para my; chegaremos a um ponto quando my; | my; para

todo 7, 7, e passaremos a etapa 6).

6. Para 1 =2,...,m,

escreva myy = d;myg;
se d; #0
subtraia d;R; de R;.

As vantagens didaticas e praticas dessa demonstragio cons-
trutiva sao claras e por isso a recomendamos ao invés das outras
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que dependem de argumentos de existéncia.
\

2.3. Dado o bom dominio que adquirimos em grupos abelianos fi-
nitamente apresentados, um dos primeiros métodos que aplicamos
aum grupo G finitamente apresentado por

91, s gnlralge) = = rm(a) = 1)
€ o estudo de sua abelianizagio G := G/G' que tem a apresentagao
{ar,. yan o] =1(1<i<j<n), r(a) = =rpfa) = 1).
Por exemplo, para C:
Co=(a,b|la,b]=1, aba~2bab™? = 1, a(b~'a®b"1a7%)7 = 1).

Como a e b comutam em Cy, a segunda e terceira relacdes
podem ser reescritas como

1=aa%abbb™ ' =b 1=qb %3 9% = ab~%

ou como
b=1, a=b4

e entao
a=b=1 em C,.

Logo, C, ¢ trivial, ou seja, C, € um grupo perfeito. Uma con-
sequéncia imediata é.que os quocientes finitos minimais nio tri-
viais de C; sido grupos simples nao ciclicos.

3. O Teorema de Novikov e o Método de
Todd—Coxeter

Na dltima se¢do vimos que os problemas de Dehn tém uma
solugdo muito elegante para grupos abelianos finitamente apre-
sentados. Entretanto em 1955 P. S. Novikov [Nov 55] publicou
uma demonstragao da nio solubilidade do Problema da Palavra
de Dehn. De fato, ele provou a existéncia de um grupo finitamente
apresentado G, que derrota qualquer algoritmo proposto com a fi-
nalidade de decidir em um ndmero finito de passos, se uma dada
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palavra nos geradores de G representa ou nao a identidade. Logo
depois, foi provado que os outros problemas de Dehn'também nao
eram algoritmicamente soluveis. Outras perguntas também tive-
ram respostas negativas, por exemplo, decidir se um grupo dado
por uma de suas apresentagbes é finito ou nao [Rab 58|. Esses
resultados deixam espago apenas para projetos mais modestos do
que a solugao dos problemas de Dehn. Uma proposta foi apresen-
tada j4 em 1936 por J. Todd e H. 8. M. Coxeter [ToC 38|.

O método deles pode ser melhor caracterizado como um “mé-
todo de verificagao”. Se um grupo descrito por uma apresentagao
finita for de fato finito, o método aplicado ao grupo, depois de um
certo numero finito de passos, para, tendo verificado a finitude do
grupo. Porém, através da apresentacao desse grupo finito é impos-
sivel adivinhar o nimero de passos necessarios para a conclusao do
trabalho. Entao, se 0 método nio tiver sucesso depois de um certo
tempo, ndo se pode chegar a nenhuma conclusio sobre a finitude
do grupo; quer dizer, esse método nio é um algoritmo de decisao.

O método de Todd—Coxeter lida na verdade com uma situagio
um pouco mais geral. Dada uma apresentagio finita

G= (gla---:gnlrl(gi) = 1,...,rm(g;) = 1)

e um conjunto finito de palavras

{s1(9i), - - 8p(9:)}

procura-se determinar o indice do subgrupo U = (s1(g:)}, . . ., 8p(g:)}
em G construindo a representagdo permutacional de G no conjunto
das classes lateriais & direita de U em G:

by g [ IU]:g ] paratodo g¢,heq.

Naturalmente, basta encontrar a representagao permutacional dos
geradores de G, o que é feito por meio de tentativa-e—erro: as clas-
ses laterais de U serdo enumeradas por 1,2,3,. .. comegando com
1 := U, mas somente se 0 método for bem sucedido sera certo que
nimeros diferentes representam classes diferentes. Acontece que
durante o processo alguns niimeros poderao corresponder inadver-
tidamente & mesma classe.
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Sao montado trés tipos de tabelas, uma “tabela de subgrupo”
para cada gerador s;{g;} do subgrupo U, uma “tabela de relagfes”
para cada relagdo r;{g;) de G, e uma “tabela de classes laterais”
que controla o fluxo das definigdes, como explicamos a seguir.

Para cada gerador s;(g;) = g¢i,**g:,, do subgrupo U, com
gi; € {91, -, 8n, gl"l, s971} =: E, a “tabela de subgrupo” é de
uma linha

9i, Gip gi,
] |1

expressando o fato gue Us(g;) = U. Do mesmo modo, para cada
relagdo r(g;) = gi, - - 9;, = 1 montamos uma “tabela de relagdes”

g1, Qi ‘e [
1 1
2 2
k k

com uma linha para cada nimero de classe definido durante o
processo, refletindo o fato de que para cada classe k-=: Uh temos
k-r(g)=k.

Uma unica “tabela de classes” é usada para contabilizer as
definigoes, feitas recursivamente, explicando o significado dos ni-
meros correspondentes as classes:

g1 | | gn 91_1 g;I_
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O método prossegue definindo novos nimeros de classes por
equacdes da forma £ := k- g, onde k é um niimero de classe pre-
viamente definido, g € um gerador ou seu inverso e o lugar para
essa definicio na tabela das classes ainda ndo estd preenchido.
Juntamente com £ := kg, a entrada k = £g~1 é escrita na tabela
de classes, de tal forma que ambas as defini¢des sio inseridas em
todas as tabelas de subgrupo e de relagbes. Sempre que uma li-
nha se completa em uma tabela de subgrupo ou de relagoes, ela
nos fornece uma informagio do tipo kg = £, chamada uma “con-
sequéncia”. Comparando isso com a configuragaoc das tabelas de
classes, um dos trés casos seguintes pode ocorrer:

(1) ambas as entradas para kg e para 297! na tabela de classes

continuam vazias. Entdo essa nova informagao é introduzida
em ambos os lugares da tabela de classes e ¢ usada da mesma
forma como na definigoes acima,

(il) esses lugares j& contém essa informagao, neste caso nio €
necessario fazer nada;

(iit) um dos lugares tem uma informagao diferente, digamos, kg =
£ # {. Entdo sabemos que os nimeros de classe £ e £ deno-
tam a mesma classe (dizemos que £ e £ coincidem) e elimi-
namos um (o maior) deles. Fazendo isso, podemos; de fato,
encontrar outras “coincidéncias”.

Vamos expor o comego -do método para o primeiro grupo de
Cavicchioli. Escrevemos sua apresentagio na forma equivalente

Cy = {a, b|a %bab b = 1, b la7i = 1)

e tentamos enumerar as classes laterais de U := (a). Entdo temos

uma tabela de subgrupo
a

1]1
que nos diz imediatamente que la = 1 e (la~! = 1). Introduzindo
essas definigdes e uma primeira definicgo 16 =: 2 (e 2b™! = 1) nas
tabelas, temos

Tabelas de relagoes:




Tabela de classes laterais:
[a]ba™ |57t
11|12 1
2 1
Seguidas das definigdes 1571 =: 3 e 2q =: 4, a primeira linha da
segunda tabela de relagdes se completa

a a a b7l g7 g1p-t
1134 2!1

e nos fornece como primeira “consequéncia” 3a~1 = 4 que junta-
mente com 4a = 3, sio introduzidas na tabela de relagoes.

A sequéncia completa de definigdes, consequéncias e eliminagdes,
juntamente com as tabelas podem ser encontradas no Apéndice.
Nés s6 destacamos dois pontos dessa enumeracao: depois da 92 de-
finicdo (do nimero de classe 10) encontramos a coincidéncia onde :
9 e 8 definem a mesma classe. O niimero 9 é ent3o eliminado. Ao |
invés de reenumerar, deixamos essa lacuna e continuamos com a
definigdo do nimero de classe 11. o

Depois da definigdo do nimero de classe 13, todas as tabelas |
sdo preenchidas sem nenhuma outra “coincidéncia” de niimeros de
classes pendente. A essa altura nio é possivel fazer nenhuma nova, ;
definigao satisfazendo a restrigio original. {

Pode-se conchuir de uma discussio mais geral deste procedi-
mento (por exemplo, veja {Neu 82]) que toda vez que essa situagio
do fechamento das tabelas é alcangada, as colunas da tabela de
classes laterais fornecem a representacio de cada gerador do grupo
como uma permutagao das classes laterais de U através da multi-
plicagdo a direita dessas classes pelo referido gerador. A atribuigio
de permutagdes aos geradores do grupo &, que ¢ finitamente
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apresentado, define a representagdo permutacional ¢p. O nucleo
é
kergy ={g9 | g€ G, Uh=Uhg, YReG}= () h™'UR
he@

Em particular, ker ¢y < U. Logo, do teorema do homomor-
fismo, ¢y (G) = G/ker ¢y, segue a igualdade dos indices [G : U] =

[#v(G) : ¢v(U)], e portanto
l¢v(G)| =[G : ker gy| = [G : U] | ¢us (V).

No caso do grupo de Cavicchioli C4, as permutagdes obtidas

o I S g
dos geradores sao

a— A= (24376)(58111310)

b~ B=(12583)(61012117)

{lembramos que as permutacdes sio definidas sobre a sequéncia

1,...13 excetuando o nimero 9).
Dados os fatos [Cy : {a)] = 12 e |[(A)| = 5, temos que

[Cy : ker¢p] = 12-5 = 60 = |(A, B)|.

Naturalmente, se tivessemos tentado a enumeracio das classes la-
terais do grupo trivial, com sorte poderiamos ter obtido a ordem de
Cy; entretanto, como veremos mais adiante, essa enumeracio teria
requirido um espago bastante maior. Ao invés disso, determinare-
mos a ordem de C) por uma variagio do método de enumeracio
4 exposto. Antes de chegar 14, abordaremos nas préximas duas
segOes o grupo C3. Concluimos esta segio observando que N. Men-
delsohn mostrou por uma andlise mais cuidadosa que o procedi-
mento de Todd-Coxeter possui de fato a propriedade de ser um
método de verificagio (por exemplo, veja [Neu 82]).

4. Cy; e 0 Método do “Baixo Indice”

Se quisermos estudar

Ca={a,b|aba?bab™ =1, a(ble®*'a %) =1)
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tentando enumerar as classes laterais de (a}, mesmo com a ajuda
de um computador teremos uma decepgio: depois’de definir al-
guns milhares de niimeros de classes, o espago do computador
estard totalmente esgotado antes do método chegar ao fim, e por-
tanto nada poderd se concluir a respeito de Cs.

E claro que tentar novamente essa enumeracgio, escolhendo
outros conjuntos de paldvras como geradores de subgrupo, nao
seria nada satisfatério. Ao invés disso, é preferivel um método
que procure sistematicamente todes os subgrupos até um indice
no maxime k, onde &k é pequeno e préfixado.Tal método foi pro-
posto por C. Sims fazendo uso da ideia de tabela de classe. Vamos
descrevé-lo em linha gerais para um grupo finitamente apresen-
tado

G={(g1,--»gn|r{g) =1,...,rm(g:) = 1).

Ele come¢a com a enumeragao de Todd—Coxeter sem especificar
geradores de subgrupos; se essa enumeragdo produzir mais que k
classes laterais, e se além do mais essas forem classes laterais de
algum subgrupo U de indice <k, entao naturalmente, pelo me-
nos dois desses numeros de classes deverdo corresponder a mesma
classe lateral. Pois bem, dizer que os nlimeros de classes z e y, re-
presentando classes laterais, definidos recursivamente no processo
pelos representantes t-(g1) e t, (g:), de fato definem a mesma classe
lateral, equivale a dizer que t;(g:) t,(g9:)"! € U. No algoritmo
de Sims, tais “coincidéncias forgadas” sio estudadas numa certa
ordem lexicografica, assegurando-se, por uma busca retroativa,
que cada subgrupo de indice < k seja encontrado somente uma
vez. Um refinamento adicional fornece apenas um representante
de cada classe de conjugagao de subgrupos. (Para maiores deta-
thes, veja de novo [Neu 82]).

Assim, para cada classe de conjugagio de subgrupos, produz—
se o nimero dos subgrupos que constitui essa classe. Para um
representante U dessa classe, produz-se um conjunto de gerado-
res de U expressos como palavras nos geradores de G, isto além
da tabela de classe de U. A 1ltima por sua vez nos fornece as
imagens ¢y(g1),...,%v(gr) dos geradores g;,...,gn de G, via a
representagao permutacional ¢y de G definida sobre o conjunto

R |
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das classes laterais de U em G. .

Usando um computador no caso do grupo Cp ,\e fixando 15
como uma cota maxima para os indices dos subgrupos procura-
dos, o método gera:

10 classes de conjugagio de subgrupos de indice 11,
8 classes de conjugagao de subgrupos de indice 12,

6 classes de conjugagdo de subgrupos de indice 13.

. O Algoritmo de Schreier—Sims para Gru-
pos de Permutagdes

e

As informagdes que obtivemos até agora sobre o grupo Ca
podem nio parecer muito fortes. Porém, como foi visto no final
da segio 3, devido ao fato

G/kerd)U = ¢U(G),

podemos encontrar tais grupos quocientes através das imagens
permutacionais dos geradores de G que sio fornecidas pelo al-
goritmo do “baixo indice”. No caso de Cj, foi facil encontrar a
ordem de ¢p(G) ja que ¢y(U) era ciclico. Na maioria dos ca-
sos, temos que gerar o grupo das permutagdes ¢y (G) através de
seus geradores, A seguir, apresentaremos a idéia basica do método
de Schreier-Sims para lidar com esta tarefa; o leitor interessado
em detalhes técnicos e numa organizagio pratica do método (in-
dispensaveis para qualquer implementagio eficiente) deve consul-
tar [Leo 80a,b).

Seja H um grupo de permutagdes do conjunto 2 = {1,2,..., 2}.

Definimos a “cadeia estabilizadora”
H®:= H, H':=Staby,_(i)={h|he H"!, h:i—i}.

Ent3o,
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Devemos primeiro usar a correspondéncia biunivoca natural entre
as classes laterais de H? em H*~! e os pontos de érbita

T = jeq|The HY com h:iej)

do ponto 7 sob a acdo de Hi 1.

Comegando com H podemos obter a érbita de 1 pela agao de
H aplicando os geradores de H em 1 e depois nas imagens de 1
até que nenhuma outra imagem seja encontrada. Se anotarmos ao
lado de cada ponto da érbita o gerador do grupo que o produziu,
como imagem de um ponto jé conhecido, obteremos simultanea-
mente representantes das classes laterais na forma de produto de
esses geradores.

Vamos ilustrar o método de Schreier—Sims usando as informacgoes

sobre wm subgrupo particular de C,, digamos S, de indice 12, for-
necidas pelo método de “baixo indice”. Por essas informagdes os
geradores a, b de C; sio representados por -

ps(a)=A=(248111210953 7 6)

¢s(b)=B={12543)(61012117)

e que o subgrupo $ é gerado por a!, b%ab, bab?, e b~ 1a%h 1.

O conhecimento do indice [Cy : S| = [{4, B) : ¢5(S)] =12 ¢
o suficiente para encontrar a ordem de S* := ¢5(5) que é o grupo
gerado por '

$s(a™ )= 471, ¢s(b1a® ") = B1A%B L.

Computamos entio esses produtos de permutagoes:

A1 = (26735910121184)
BIAB = (28794)(56121011)
BAB?® = (35869)(41011127)
B71A*B~! = (23108651247911).

Notamos que B~14%B~1 = A~3 e portanto S & gerado por X :=
AY Y = B°AB e Z := BAB?. Com X,Y e Z obtemos a
érbita de 2 (cada primeira ocorréncia de um ponto da érbita é
sublinhado):
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2X=6 6X= 7 8X=4 7X=3 12X=11 9X =10 4X = 2 3X =5
2Y=8 6Y =12 8Y =7 7Y =9 12V =10 9¥Y = 4 4Y = 2 3V =3
22=2 6Z= 9 8Z=6 TZ=4 122= 7 9Z= 3 4Z=10 3Z=5
A essa altura em nosso calculo observamos que o grupo S$” permuta
transitivamente os 11 pontos 2,...12 e que dessa computagao ob-
temos os representantes 7%, ..., T2 do Stabg. (2} que listamos pa-
ralelamente aos pontos da érbita.
2 = 2ud = T, = id
3 = 71X = 2Xx3 = T35 = X3 = (231086512479 11)
4 = 8X = 2YX = Ti = YX = (246119)(357108)
5 — 3X = 2x4 = T = X3 = (251169871043 12)
6 = 2X = Tt = X = (26735910121184)
7 = 66X = 2X? > T = X2 = (275101146390128)
8 = 2Y = T3 =Y = {28794)(56 1210 11)
9. = 6Z = 2XZ = Ty = XZ = (291164)(381075)
0 = 12Y = 2XY? = ‘T, = XY? = (2101195)(312647)
11 = 12X = 2XYX = T;; = XYX = (2 113 75)(6 10 129 8)
12 = 6Y = 2XY = T = XY = (212548){(369117)

Tendo encontrado representantes das classes do Stabg-(2) em $°,
podemos entaoc apelar a um teorema cldssico de 0. Schreier:

Teorema. Seja G um grupo gerador por E := {g;,...,¢,}, seja
U um subgrupo de G, e T = {t;,...,1,} um conjunto de repre-
sentantes de classes (um “transversal”) de U em G. Entdo U &
gerado pelo conjunto dos “geradores de Schreier”

{sz,g|s;,g:t_qﬁﬁl, teT, ge E}

onde fg denota o representante da classe lateral de U/ em T; que
contém o produto tg.

No nosso exemplo, podemos obviamente calcular esses gera-
dores de Schreier; ilustrando, obtemos para o primeiro gerador X
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a seguinte listagem:

Sox =TDXTX ' =TXT' =id
Sox =TXTX ' =TXTy! =id
Sax =T XT,X ' =TXT;* =(39685)(47121110)
Sox =TXToX ' =TXT;' =(39685)(47121110)
Sox =T:XToX ' =TXT;' =id
Six =TXTX ' =TXT;' =id
Ssx =TeXTeX  =TXT;' =i
Sox =TXThX ' =TXT; =(36598){41210711)
Siox =TwXTwX | =TioXT,' =(39685)(47121110)
Siix =TuXTuX | =TuXTy' =id
Sipx =TXTpX = =TpXT' =id

1

1

Dessa listagem, observames que todos os geradores de Schreier
S; » sio potencias do elemento (3 9 6 8 5)(4 7 12 11 10}, e efe-
tuando multiplicagdes de permutagdes, o leitor podera verificar
que os geradores de Schreier restantes S;y e S;z sio também
potencias desse mesmo elemento. Concluimos entao que o sub-
grupo Stabg-(2) é ciclico de ordem 5, que !S7| = 11-5 = 55, e
que {{A, B} = 12-55 = 660. Além do mais, o grupo {A, B) é
duplamente transitivo. Os wltimos dois fatos sao suficientes para
garantir que (A, B) seja isomorfo com PSL(2, 11).

No exemplo j4 exposto, o fato que Stabg-(2) era ciclico faci-
litou nosso trabalho, o que ndo é regra. De fato o aumento dos
geradores de Schreier de um passo para outro é algo problematico.

Essa dificuldade é superada pela seguinte observagéo: supo-
nhamos que em alguma etapa é obtido um gerador s de Schreier
que fixe 1,2,...,1— 1 e leve ¢ em j diferente de ¢. Entio s € H™!
est4 na classe lateral de H* que corresponde a j. Se ja tivermos
listado um representante r da mesma classe de H ‘ em H'™? pre-
viamente como um gerador de Schrejer, entdo ao invés de guardar
s podemos guardar sr~!, pois s e r geram o mesmo subgrupo que
sr~1 e r. Contudo, sr~! fixard também 1, e entdo estard con-
tido num subgrupo “mais abaixo” na cadeia estabilizadora. Dessa
observacio vemos que nao guardaremos para um subgrupo H?
mais geradores do que o nimero maximo de possivels classes em
todos os passos da cadeia estabilizadora; quer dizer, no maximo
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z+(z-1+--+1= 5(22—'”1 A implementagao pratica ¢ ainda
mais eficiente do que acabamos de descrever.

Vejamos agora o que uma implementa¢ao do método de Schreier—
Sims nos diz sobre o grupo de Cavicchioli Cy. Como foi explicado
na segao 4, foram obtidos as permutagdes @y (a), ¢y (b) onde U
percorre os subgrupos representantes das 24 classes de conjugacao
de subgrupo de C; encontrados pelo método de “baixo indice”.
As ordens dos grupos de permutagdes

(v (a), u(d)) =Cy/ [ U?

§EG

encontrados pelo algoritmo de Schreier-Sims sio listadas na se-
gunda linha da seguinte tabela:

Cy:U 11 | 12 12 11 12 13

Cy:Ngeg U9 [ 660 | 660 | 95040 | 111/2(12!/2 [131/2 |

No. de classes | 2 1 4 8 3 6

No. de nicleos 1 2 8 3 6

J4 que C; é igual a seu grupo comutador, seus grupos quocientes
C2/Ngeq U? também gozam da mesma propriedade. Uma com-
paragao com a lista dos grupos finitos simples nos mostra que esses
quocientes s&o de fato simples; em poucos casos foi verificado que
o mesmo subgrupo normal de C; é encontrado como a intersecio
de diferentes classes de subgrupos conjugadoes de Cy, o que explica
a dltima linha da tabela. O que resta sio os seguintes grupos
quocientes diferentes: uma vez PSL(2,11), duas vezes o grupo de
Mathien M, 8 vezes Ay, 3 vezes Aja, 6 vezes Ajz.

Agora, se S; = G/N;, i =1,... ksdo grupos quocientes sim-
ples ndo-abelianos de um grupo G com N; # N; para 1 # j entdo
G/ ﬂ, 1 Vi é isomorfo ao produto direto X* —1 S Entao podemos
conlcuir que Cy tem um grupo quociente isomorfo a

PSL(2,11) x M3 x AFE x A3 x ALS de ordem ~ 1.9-10152
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um resultado que nio esperariamos a primeira vista, pela aparéncia
magra da lista de subgrupos obtidos no final da seqio 4.
Fechamos esta segio observando que C. Sims usou refinamen-
tos deste procedimento para construir alguns dos grupos simples
esporadicos como grupos de permutagdes. Seu resultado mais es-
petacular nesse campo foi a construgao do “Baby-Monster” como
um grupo de permutagdes de grau 13 571 955 000 que obiamente
envolveu muito mais teoria e uma programagao bem especial.

6. O Teorema de Reidemeister, um Método
Modificado de Todd-Coxeter, e mais sobre
Cl e Cg

Na seg3o anterir exibimos grupos quocientes de Cy e C7 que
sugeriam que C; poderia ser finito enquanto Cz talvez nio fosse.
Para mostrar isso, voltemos ao teorema de Schreier que fornece ge-
radores para um subgrupo U de G. Dado que nas aplicagbes temos
trabalhado com permutagdes, o referido teorema foi satisfatorio.
Porém, se trabalharmos com geradores abstratos, para proceder
da forma ansloga torna-se necessario determinar um conjunto de-
finidor de relagdes para os geradores de Schreier. E esse o conteudo
do teorema de Reidemeisater:

Teorema. Seja G um grupo com apresentagio finita

G= (91:' . ')gﬂ‘rl(gi) =1,.. -,Tm.(gi) = 1)1
seja U < GeT = {t1,...,1;} um transversal de U em G. Entao
U tem a seguinte apresentagao com relagio ao conjunto {st,} dos
geradores de Schreier.

-1 —-1
U = (s1,,0: | T(terftz y=1, s, = 7(2eg: tgs )
onde j=1,...,m; £€=1,...,z; 1 =1,...n¢e onde 7 é a “rees-
crita de Reidemeister”. Esse 7 reescreve o produto dos geradores
g; que estio em U como um produto dos geradores de Schreier do
U seguindo a seguinte regra:

se
= g%l g%r —
u=g; g €U com ¢g;==l1,
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entao \

7(u) = S;i,y.‘, " 's;:,gir

onde

p-,’, =gi 'g’-j—l se £ = 1

Pj =i " "gi; se &=L

Podemos ver facilmente que esta reescrita estd correta simples-
mente inserindo a definicio dos geradores de Schreier no resultado
anunciado acima: o leitor podera encontrar a demonstagao do te-
orema em [Joh 80]. Para nossos objetivos é essencial notar que a

-reescrita de Reidemeister de uma dada palavra pode ser efetuada
se ha urna tabela de classes para as classes com representantes t,.
Ja que

[ PO TRLEY TR T
os representantes que precisamos para tais produtos podem ser
procurados recursivamente na tabela de classes: se 9i, " "Gi,, éo
representante de uma classe de niimero ¢, entic o nmero da classe
tendo g; g, como representante é encontrado na coluna do ge-
rador g;, na linha nimero c.

Baseado nessa observagdo, G. Havas implementou um pro-
grama que determnina a apresentagdo de Reidemeister de um sub-
grupo U pela tabela de classes em G. E claro que o nimero de
geradores de (Schreier) e de relagdes (de Reidemeister) assim obti-
dos sera grande (dependendo do indice de U). O programa de Ha-
vas possul um programa heuristico para eliminar o maior niimero
possivel desses geradores.

Usando o programa de Havas para o subgrupo S de C3, de
indice 12, ja considerado na se¢do 5, chega—se no final & seguinte
apresentagao em 4 geradores deste subgrupo:

S = {ty, 13, 13,14 |taitaty 51 =1,
31,2 = 1, sttty ittt = 1
titataty sty 'ty Mgt = 1,
titataty 3 = 1),

>
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Se abelianizarmos S, a primeira e a ultima reIag\éo ficam tri-
vials e conseguimos a seguinte matriz de relagdes do grupo abeli-
anizado §/5' de §:

1 12 t3 14
0 c 0 0
5 -2 0 0
1 g 0 0
-1 cC 0 O
| O 6.0 0 ]

O algoritmo dos divisores elementares transforma essa matriz em:

- -

0 0 0 0] 1 0 0 0] f1 000
5 -2 0 0 5 -2 00 0 200
1 000|—|~-1 0O0O0O}|—]|0O0TO0O
-1 0 00 0 000 0000
0 000 0 000 0000

Entao vemos que S/S' é isomorfo a um produto direto de um
grupo ciclico de ordem 2 com dois grupos ciclocos infinitos:
S/8'= Z/2Z & Z & Z: portanto, ele é infinito, assim como C;.

Podemos usar o mesmo programa em C; e no seu subgrupo
(a) de indice 12. De antem&o o numero dos geradores de Schreier
para o subgrupo serd 24. Contudo, usando uma versao especial do
teorema de Reidemeister, esse nimero se reduz a 13, o que é bem
inadequado ja que sabemos que (a) é ciclico! E entdio desejavel ter
um algoritmo que nos dé a apresenta¢do para um subgrupo com
respeito aos geradores dados. De fato, uma versao modificada do
método de Todd-Coxeter fara isso. Se introduzirmos os numeros
1,2--- nao para indicar as classes laterals mas os representantes
das classes, com o elemento neutro sendo o representante de U,
veremos que ao se fechar a primeira tabela de subgrupo para um
gerador

h=h{g:) =g, -9 "9

do subgrupo U, teremos uma consequéncia da forma kg;, = hf (2o

invés de kg;_ = £ como originalmente), para os nimeros de classe

ket
i, --- Gi, --- g4,

1] ... k|A ... |R1
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Introduzindo as consequéncias desse tipo que completam uma
tabela de subgrupo, tanto na tabela de classes quanto nas ou-
tras tabelas de subgrupos, assim como nas tabelas de relagdes,
veremos que as entradas também se modificarao por produto dos
geradores préfixados dos subgrupos. Agora considerando os trés
casos possivels quando se coloca uma consequéncia numa tabela de
classes {ver segdo 3), vemos que no caso (ii) podemos ter 0 mesmo
nimero de classe, mas palavras diferentes wy e wy nos geradores
do subgrupo, da nova consequéncia e da tabela de classes. Nesse
caso wy(h;)€ = walh;)£, e concluimos que wy{h;)wz(h;)" ! =16
urna relagio que vale para os geradores préfixados do subgrupo.
Pode-se provar (por exemplo, veja [Neu, 82| e os artigos na sua
bibliografia) que o conjunto de todas as relagoes que surgem nessa
forma é um conjunto definidor de relagdes para U com respeito
aos geradores dados. Os calculos s3o feitos para C] no apéndice; a
132 ¢ 142 consequéncia nesse sentido nos fornece A'® = 1, e disso
se obtém que o subgrupo {(a) de C; é de ordem 10. J4 que o indice
ICy : {a})] = 12, o grupo €y tem ordem 120 e pode entdo ser iden-
tificado como sendo isomorfo a SL(2,5). Deve-se mencionar que
a implementagdo do método de Todd-Coxeter modificado precisa
de mais considerages para que o comprimento crescente das pala-
vras nos geradores de subgrupo seja controlado, no caso de haver
mais de um gerador (veja [ARo 84]).

7. Usando as Representagdes em SL(2, -)

O estudo das representagdes complexas de um grupo por ma-
trizes é urmn procedimento essencial na teoria dos grupos finitos.
Aqui os problemas de representacdao se traduzem eficientemente
em problemas sobre tragos de matrizes e entram no dominio da
teoria dos caracteres.

Dado um grupo finitamente apresentado

G= (gla e -:gﬂJ rl(gs): e -arm(gs»;
uma representagao ¢ : G — SL(d, F) é determinada por

$lgs) = Xo = (2} (1< s <n)

13
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onde as entradas sfo solugdes do conjunto de equagﬁe\s polinomiais
emn varias variaveis

det(X,)=1 (1<s<n), n(X,)=0(1<1<m)

para alguma dimenszo d e algum corpo F.

W. Magnus promove em [Mag 81} o uso de representagdes em
SL(2,&)} como uma ferramenta na teoria combinatéria dos grupos
e expoe os métodos e resultados conhecidos. Em particular expde
algumas férmulas de trago que contudo nao alcangam a dimensao
da teoria geral dos caracteres.

Aparesentamos abaixo alguns exemplos onde um calculo di-
reto de representagoes produz resuliados precisos para 0s grupos
em questao.

Definimos trés classes de grupos. Cada grupo da segunda
classe sera um grupo quociente de um grupo da primeira classe,
e como mostraremos em (3) mais a frente, cada grupo na terceira
classe serd um grupo quociente de um grupo na segunda, o que nos
leva aos grupos de Cavicchioli. Para 1, j, k, £, g, inteiros diferentes
de zero, sejam

G(tn -7.1 k) = <a: b | aibajbakb—l):
G(i,5,k,8) = {a,b|a'ba’dba*b™?, [a,ba’s)),
G(z',j, k, e’ q) — (a, b | aiba.‘fbakb—l, a(b—la—eb—laﬂ)t;)'

Entéo, claramente, C, = G(1, -2, 1, -3, q).
1. Suponha ' um corpo e
¢ :G(i,7,k) — SL(2, F)
umna representagao tal que no grupo imagem
fla) = 4 = [‘3 - ] #(b)= B = [g;_; o ]
onde B389 # 0. Entdo, podemos tornar f2; = 1 conjugando o

gErupo imagem por
1 0
M= .
[ 0 Bn ]
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Devemos notar que em geral ¢{a) tem uma das formas candnicas
™,

de Jordan
a 0
0 ol

em alguma extensdo de . Escolhemos a primeira forma para
facilitar os calculos.

=1 0
1 +£1

Os segauintes calculos sdo diretos:

A,'B _ [ afﬂli a"ﬁlz ] BA_k _ [ ﬂlla—k ﬁlzak ]

ot a7 B o~k Bazot
ABA'B = aifj.ﬁ.%x + ai%jggl_z aifjﬁuﬁu - Of_’-_‘fﬂuﬂzz ]
' a B +a i By o™ B + a7t I B,

A relagao . .
A'BA'B = BA™*

equivale as equagdes seguintes

(11) o FIBE + a7 By = Bk
(12) o1 B11B1s + &' Brafae = Prac®
(21) a By + oIy = a7k
(22) a”H By + o7 I B, = Baaa®.

De (12), como f12 # 0 temos

(12) 0y + Vg = o
que jgntamente com {21) nos da:

(21)’ o2li-k) — 1.
Agora

(1) Bz = o=~k gy, — o g2
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(x2)" Ba2 = @ HHITE _ Q2B

\\
que substituido em (22), nos da

—itjy —iti—k 25 a2 TP EY '

& 1+J(a t+7 ﬂl] — & Jﬁu) +at g(a 1+7+k az;;ﬂu)z
— (a—i+j+k _ O:zjﬂn)ak,

¢ i850 por sua veg nos leva a

aj+k(a—4k _ 2a—2k + aZi—Zk)ﬁu — ai _ O_f_i.
J4 que o = a?* temos

a”"(a‘z‘ _ 1)2ﬂ11 — ai(l _ a—Zi);

entio, usando novamente o = a?*,

:—J+3=

(22y ot=1 ou ==
Usando {12)”, (11)’ na equacio do determinante

Bz = Brifaz — 1
chegamos ao mesmo resultado que (22)°.
Suponhamos a* # 1. Ent3o, por (11)' temos
4% _ 27
(11)" B2 = W
e por (12)" conseguimos
" a—ftitk
(12) ﬁ22 — 02:_1 J

observe que fos = —a~%t2 g,

‘Entao, para qualquer escolha de o € F tel que

o?lk) = 1 £ g%
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a fungdo | .
0 aizitk ati—g?43
o i T T (a2i—
¢la) = [ 0 ol ] . $(8) =1 1 E,,f;ﬂ'l: ]
T

se extende a ume representagdo de G(7,7,k) em SL(2, F).
Seja C = A’B. Entdo det(C) =1, e
itk gt
tra(;o(C) = 012’——1— =at =+1.

Portanto, o polinémio caracteristico de C é
22 — trago(C)z + det C =z Fz+ 1 (um fator de 2% 7 1).

Pelo teorema de Cayley—Hamilton, C satisfaz seu polindmio ca-
racteristico, entdo C® = =1 e ent3o C tem ordem 6 ou 3.

I1. Propomos agora obter uma representagio
$:G(i,j,k &) - SL(2, F)

do ¢ da segdo anterior. Para tal finalidade, A tem que comutar
com BA*B. Como A é uma matriz diagonal nio—central, BA’B
também é uma matriz diagonal. Por um célculo direto, obtemos
que o267} = 1. Portanto, ¢ é uma representagio para qualquer
escolha de a que obedega

off £ 1= o=k = G2er-)

2%k .

Usando esses fatos junto com o a* temos
b

—at 0

tn

¢ ] = -A"%, (4B =-1

III. Seja G = G(1,7,k,£,q). .

Entdo a dltima relagio (b-la %b71a%)? = 27! implica que a co-
muta com b 1a"% "1, j4 que a é uma poténcia de b~la"%1af, ¢
isso mostra que G é um grupo quociente de G{1, 5, k,£). Substi-
tuindo A, B na dltima relagio de G, concluimos que ¢ induz uma
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representacao ¢ G — SL{2, F) se e s6 se, a.iem das condiges
impostas anteriormente sobre «, tivermos:

a2q8+1 — (_l)q‘

Portanto, temos acumulado as seguintes relagdes de torgao:
AR = (L1)9] (A'BYP =<1 (A'B)'=-

que constituem um conjunto forte de relagdes. E bem sabido por
exemplo que

(z, y| 2%, ¢, (zy)?) é uma apresentagio para As

e dai conciuimos facilmente que a imagem de C; por ¢ ¢ isomorfa
a PSL(2,5) ou SL(2,5).

IV. Para ilustrar uma linha que podera ser seguida no estudo de
G = ¢(G) vamos restringir nossas consideragdes a corpos finitos
F e chegaremos & conclusdo que se 3| gfe [2¢f+ 1| > 5 entio G
tem um numero infinito de grupos quocientes nio-isomorfos do
tipo PSL(2,p") e obtemos como coroldrio que G é um grupo in-
finito. Come C, = G(1, -2, 1, -3, ¢), o que dizemos acima vale
em particular para C; se ¢ > 1.

Para conseguirmos um entendimento tao profundo nao é de
surpreender que tenhamos de recorrer 4 classificacio da estrutura
dos subgrupos de PSL(2,p*) por L. E. Dickson (veja {Hup, 67],
vol. I, p. 213), que afirma que os subgrupos nio soliveis de
PSL(2,p") sdo isomorfos a PSL(2,p") onde §'| s, a PGL(2,p")
onde 25'|s, ou A5 se p =5 ou p* = 1 (mod 10).

Ao exigirmos que 3|gf, as ordens de A, A’B, A’B ficam re-
lativamente primas entre si em SL(2F) médulo seu centro (- I},
Portanto, por abelianizagio, G é um grupo perfeito.

Como podemos escolher corpos finitos JF' que satisfagam essas
finalidades?

Fixe (i,7,k,£,¢) de forma que z_;rqu # 0, 3|qf e para N =
2gf+1,

t#0 (modN), k=1 (modN), jEi+£(m0dN).r
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Para todo primo p nio divisor de N seja m(p, N), abreviado por
m, o menor numero natural tal que p™ = 1 (mod N) e seja Fp
o corpo finito GF(p™). Entao, F, contém um elemento tendo a
ordemn multiplicativa |N/|.

Para toda escolha de JF, desse tipo, a imagem G de

é:G(i, 5,k £,q) = SL(2, Fp)

é isomorfa a SL{2, F,). Aplicando o teorema do Dickson, temos
que G(¢,7,k, £, q) tem um grupo quociente infinito 1somotfo a

X, ynPSL(2, F,)

para |N| > 5. Isso nos leva 2o fim da linha e em particular &
infinitude dos grupos de Cavicchioli, C; (g > 1}.

8. Outro Exemplo, o Algoritmo do Quoci-
ente Nilpotente

Uma mistura dos diferentes métodos esbogados no exemplo
dos grupos de Cavicchioli foi aplicada com sucesso na investigagao
de diversas apresentagdes. Mencionaremos um deles no qual tive-
mos que usar um algoritmo bem poderoso.

H. Heineken propds numa comunicagio particular o problema
de investigar os grupos

Hy={a,b,c|la,b]=c, [b,c]=a, [c,aj=b} e

Hy = {a,bec, |[a, [a,b]] = ¢, [b, [bc]]=a, [c, fe,a]] = b).

Ambos siao obviamente iguais aos seus grupos de comutadores.
Usando o método de Todd-Coxeter pudemos mostrar que H ¢
um grupo trivial {apesar de mais de 100 nimeros de classe serem
definidos no decorrer do processo, antes de se chegar a essa con-
clusio). Tentativas de conseguir uma ordem finita para Hj via
o método de Todd—Coxeter novamente falharam. O método do
» {ndice Baixo” produziu uma classe de subgrupos de indice 5 e o
algoritmo de Scheier-Sims mostrou que o grupo quociente de G
por N (a intersecgio desses subgrupos de indece 5) é isomorfo a
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As. O método de Reidemeister—Scheier produz uma apresentagio
bem complicada para N; abelianizando, vemos que N/N' é iso-
morfo ao produto direto de 5 cépias do grupo ciclico de ordem 2.
Agora temos um grupo quociente Hy/N' de ordem 60 - 25. Pode-
se mostrar que N/N' sob a agdo de H, é o produto direto de um
fator principal N;/N' de ordem 2 e um fator principal N;/N' de
ordem 2* e que Hy/N; é isomorfo a SL(2,5). O métod das re-
presentagbes em SL(2,-), usando o sistema de manipulacio de
formulas MAPLE, nos mostra que esse é de fato o tinico grupo,
quociente de tipo SL(2, - ) de H,.

f
s
[

SL(2,5)

A tentativa de mostrar que Hj ¢ infinito exibindo um grupo
quociente abeliano livre de um subgrupo de indice pequeno, fa-
lhou. Perguntamos entdo, se podemos encontrar outros grupos
quocientes de N. Se esses forem nilpotentes entfo pelo teorema
da Base de Burnside eles devem ser grupos de ordem de poténcia
de 2 que poderdo ser gerados por 5 geradores. '

Um método para encontar esses grupos é o algoritmo do quo-
ciente nilpotente de I. D. MacDonald [Mac 74]. Esse algoritmo
constréi indutivamente, para um grupo G dado pela apresentagao
finita

G=(g1,-..,9, | R)

(onde R & um conjunto finito definidor de relagdes para G} e para
um dado primo p, os fatores da “cadeia p—central descendente”
definida por

Gyp:=G, G;:= [Gf-lacﬂ *GY_4
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Aqui o grupo comutador relativo [U, V] de dois subgrupos U e
V de G é o fecho normal do conjunto de todos os comutadores
lw,v], u € Uewv €V, eUP é&o fecho normal do conjunto de
p-poténcias dos elementos de U. Se G = (1) mas Gp-1 # (1),
dizemos que G é de p-classe k. Para cada grupo quociente G/Gj,
construiremos um tipo especial de apresentagac que serd exposto
a seguir.
Seja P um p-grupo e

P0::P>P1>"'>P,-=<1>

uma série de subgrupos normais P; < P tal que P,_y/F; é de ordem
p e esta contido no centro de G/P;. Essa série serd chamada
uma série central com degraus tipo p de G. Escolhendo para cada
i = 1,...,r um elemento a; tal que (P;a;) = Pi-1/P;, obtemos
um conjunto gerador {ai,.. .,ar} de P para o qual as relagdes
definidoras sac da forma

r__ Vidtl Vir -
a; =a;y *ror para 1=1,...,r
* i J — SRt | Viir - .
(*) la;, a:] = a1 ar para j >t

podem ser encontradas. Cada elemento em P pode ser escrito na
forma '

aj'---al" com O0<a <p,

e a multiplicagao de dois elemnentos nessa forma pode ser feita
“coletando” o produto usando as relagdes, de maneira similar a
explicada na segao 2 para os grupos diedrais. '

Agora, qualquer conjunto de relagdes da forma (¥) claramente
define um p-grupo de ordem < p”. Podemos ver no exemplo da
apresentagao

2 2 _ 2 .
(ﬂ-l,ﬂg,dg } a) = ag, s = ag, @3 — 1,

[0,2,0,]_] = a3, [03, ay = 1) [03,0-2] = 1)

que a ordem nio precisa ser exatamente p”. O grupo assim defi-
nido nio é de ordem 23 mas de ordem 22, e isso é visto de forma
sistematica calculando o de duas maneiras:

_ 2_ .3 __ 2 _ — —
ajay = @107 = aj = aja; = G201 = €14z (a2, a1] = ajazas,
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e portanto ag = 1.

Dizemos que uma apresentagao do tipo (*) é consistente se ela
define um grupo de ordem exatamente p™, onde r é comprimento
da sua serie central com degraus de tipo p. E possivel checar a
consténcia de uma apresentagio do tipo (*), verificando “de duas
maneiras” um namero finito de palavras-testes da forma

aft! P

14

com f > j > k (ver [New 76] para detalhes). Tendo definido esses
termos, podemos agora afirmar que o algoritmo do quociente nil-
potente determina recursivamente uma apresentagio consistente
da forma (*) para cada grupo quociente G/G; da série p—central
descendente.

Consideremos de novo um grupo

G={g1,---,9n | R)

finitamente apresentado. Entdo o gruppo G /G é o maior p-grupo
quociente abeliano elementar de G, e por esse fato ele pode ser cal-
culado efetuando o algoritmo dos divisores elementares médulo p.
Isso nos leva & apresentagao
(1) G/G1={ai,...,aalaf =1, [aj,a]] =1)
onde os e;’s podem ser escolhidos das classes §; = G1g;. Note
que pelo Teorema de Base de Burnside o ntimero de geradores de
qualquer grupo p-quociente de G pode ser no maximo d.

G /G, tambem tem a apresentagio

(2) G/Gi={ g1,.-,9n, Q1,---84|
R, g; =Ha:", ai =1, [a;,ax] =1}

na qual para cada a; haverd uma relacdo ap = g;,; essas serdo
chamadas as “definigoes” de a; e nao serao mudadas no decorrer
do trabalho.

Os calculos de G /G a partir de G/G (e analogamente, G/G;
de G/G;_,) sdo agora feitos em trés etapas.

(i) Na primeira etapa definimos um p-recobrimento C{H) de
um p—grupo H de p-classe b como sendo um p—grupo K de p—classe
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b+1 com K/Kjy = H que é maximal tendo essa propriedade.

Uma apresentado para o p-recobrimento C(G /G;) é obtida
modificando todas as relacdes em (1) que ndo sio definigoes, em
congruéncias modulo novos geradores centrais a; de ordem p.

(ii) A apresentagio de C(G/G1); assim obtida, é da forma (*)
mas pode nio ser consistente. Avaliando as palavras testes, con-
_seguimos um ndmero finito de equacgOes entre os geradores recém
" introduzidos. Como todos sdo centrais de ordem p, nés entao
temos que resolver um sistema de equagdes lineares homogéneas
sobre o corpo de p elementos para eliminar os geradores redun-
dantes e para ter uma apresentagdo consistente do tipo (*) para
C(G/G1). :

(iii) No terceiro passo, as relages em (2) que expressam os g;
em termos dos a, e que ndo sio proibidas por serem defini¢oes
dos ag, sio também modificadas pelos novos geradores (que sdo
forcados a serem centrais de ordem p). Essas. expressdes dos g;'s
sio usadas para escrever as relagoes R em termos dos ai. Essas
relagdes sio entdo coletadas e possivelmente nos levardo a outras
equagdes lineares homogeneas entre os geradores recém introduzi-
dos e portanto a novas eliminagoes. :

Depois desses trés passos, chegamos a uma apresentacao con-
sistente para G /G do tipo (*) e podemos comegar a construgao
de G /Gs3, e assim por diante.

O algoritmo do quociente nilpotente teve uma de suas aplicagdes
mais interessantes nos grupos de Burnside. Ele foi usado por M.
F. Newman e G. Havas para mostrar que o grupo de Burnside
restrito B{4,4) (o maior grupo nilpotente de 4 geradores, tendo
expoente 4) tem ordem 2422, Veja [HaN 80| para um relato dessas
aplicacdes ¢ para uma boa descrigio do método.

Aplicando o algoritmo do quociente nilpotente na apresentagao
do subgrupo normal N do grupo de Heineken H,, obtemos que N
tem um grupo 2-quociente maximal de ordem 2%4; assim, obte-
mos um grupo—quociente de Hg de ordem 60- 224 Nesse ponto
chegamos ao fim do que ja foi explorado até o momento sobre Hs.
Algumas tentativas de investigar a apresentagao de outros subgru-
pos nio trouxeram nenhuma outra informagao. Parece estarmos
no limite das possibilidades computacionais atuais, sem podermos
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determinar se H, tem realmente ordem 60 - 224 ou se ¢ infinito.

Novos métodos para encontrar quocientes soliveis, propostos
recentemente e no momento sendo implementados, podem talvez
permitir que saibamos mais sobre esse e outros grupos. Este exem-
plo entéo serve para mostrar que os “métodos computacionais de
grupos” obviamente tem seus limites mas também € um assunto
em desenvolvimento e aberto a novas idéias.

9. Implementac¢des e Computadores

Todos os métodos que foram mencionados neste artigo foram
implementados, na majoria dos casos, com muitos aperfeicoarmnentos
e refinamentos técnicos demais para serem aqui descritos. O pro-
grama mais abrangente em teoria dos grupos ¢ 0 CAYLEY [Can 84];
ele é montado sobre um sistema gerencial de armazenamento cha-
mado STACKHANDLER e possui sua prdpria linguagem, orientada
para a formulagio de problemas, que pode ser usada para combi-
nar algoritmos implementados no sistema. O CAYLEY foi origi-
nalmente escrito em FORTRAN; uma mudanga para C é também
disponivel. Outros sistemas mais especializados sao: CAS, [NPP
84], para o trabalho de interagdo com caracteres; SOGOS, [LNS
84], para trabalhar com grupos soliveisj CAMAC para a aplicagao
de teoria dos Grupos em Combinatéria e na Teoria de Codificagao.

Enderecos para contato:

CAYLEY: J. Cannon, Departament of Pure Mathema-
tics, Universty of Sydney, Sydney, NSW 2006, Austra-
lia. :
CAS, SOGOS: J. Neubiiser, Lehrstuhl D fiir Mathema-
tik, RWTH, 5100 Aachen, West Germany.

CAMAC: J. Leon, Department of Mathematics, Univer-
sity of Hlincis at Chicago Box 4348, Chicago, Illinois
606380, USA.

Além desses hé os sistemas menores e as implementagées indivi-
duais de apenas um algoritmo. Além dos enderegos dados acima,
um bom enderego (por exemplo para Todd-Coxeter, Quociente
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Nilpotente, etc.) é: N

G. Havas: Division of Computing Research, CSIRO.
P. O. Box 1800, Canberra, ACT 2601, Australia.

Todos esses programas rodam muito bem em mini—computa-
dores do tipo “workstation” tendo em torno de 2 Mbyte RAM,
um disco rigido com > 40 MByte gerenciado através de meméria
virtual e uma CPU baseada em algo equivalente ao chip Motorola
68020. Para muitos programas, menos que isso é suficiente, por
exemplo Motorola 68010. A preferéncia dos sistemas operacionais
parece tender hoje em dia para o UNIX, embora existem imple-
mentagoes de CAYLEY, CAS e SOGOS para alguns computadores,
por exernplo para o VAX, usando o sistema VMS.

10. Um Epilogo

Os métodos de “Teoria computacional de grupos”, que pude-
mos esbogar neste artigo, como também a dlgebra computacional
que lida com a aritmética polinomial, e integracio de fungdes e
equagoes diferenciais na sua forma fechada, se tornaram podero-
sas ferramentas na pesquisa. Por isso eles precisam encontrar seu
espago no ensino. '

Isso nao significa necessariamente a introdugao de novos cur-
sos. A discussao desses métodos pode ser integrada nos cursos ja
existentes, enriquecendo—os com os aspectos algoritmicos.” Além
do mais, os estudantes de pés—graduagao podem aprender a imple-
mentar e usar tais métodos no contexto de suas teses de mestrado.

No Brasil, as umversidades logo terdo que enfrentar o pro-
blema de preparar a maioria de seus alunos de mestrado para
trabalbar nas indistrias, como j4 acontece em paises industriali-
zados. Se os mateméticos puros forem tomar parte desse processo,
o método ideal de formagao dos alunos seré a dosagem adequada
de treinamento algoritmico e computacional com a habilidade e a
arte de descobrir e demonstrar fatos matematicos.
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11. Apéndice
o\

O apéndice contém os cilculos da tabela modificada de classes
para o grupo C; com relagao ao subgrupe U = {a).

As definigdes, suas consequéncias, a eliminagao do nimero de
classe 9, e a determinagao das relagbes que o gerador do subgrupo
satisfaz, sao listadas num protocolo na ordem em que elas ocorre-
ram. Definicoes e consequéncias sio enumeradas separadamentes
por Dy,..., e C,... respectivamente.

Nas tabelas de relagdes, lugares que poduzem consequéncias
sio sublinhadas. Cada nova consequéncia é marcada com seu
nimero no protocolo, o qual é fixada no final, debaixo do subtrago.
A duplicagio de consequéncias ja conhecidas sao sublinhadas com
linhas tracejadas. As consequéncias que produzem as relagoes de-
finidoras para o gerador do subgrupo séo sublinhados com linhas
pontilhadas. _

Na tabela de classe, as definigdes sdo sublinhadas. As entradas
que sio consequéncias sio marcadas com o nimero da respectiva
consequéncia no protocolo.

Anterior 3 eliminacio do nimero 9, este ocorreu em diversos
lugares nas tabelas de relagbes. Nesses lugares o nimero 9 ¢ cor-
tado e seu substituto é colocado junto com ele.

Se em todas as entradas as poténcias de k sdo eliminadas,
entdo o procedimento original de Todd-Coxeter sera recuperado.

Cr=(a,b| a %bab lab=1, *b a7 = 1),

U= (a)‘, hi=a




Tabela de Subgrupo

a
1| Al

Tabela da Primeira Relagio
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g1 a! b a b1 b

1 11 R %1 h22 h~24 h—34 3 1
2 6 r%7 h~l6 h12 I | ) 1 2
3 h7%4 h=%2 h=35 ' E39 h8 | h7i5 8 3
4] 2 6 10 | A5 h-12 7 h 14 4
5 10 13 h-1135 r~110 6 2 5
6| hIT L723 h—zin R11 h~13 I
7 3 %4 h—24 h3 h8 11 7
8| h*5 | h7'10 h=%312 R7512 h=510 h=55 ) 8

9

g, B 19 g
10 | 13 h~211 h27 6 r17 16 10
11| h8 h‘3512 h’8 h11 12 | A7%12 {11
12 | hi2 h?12 R711 h°13 R13 | . 10 112
13 | %11 h18 h~13 R7 h711 _h_131_3_ |13
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Tabela da Segunda Relagio

a a a b1 a1 a1 b1
1| Rl R*1 r%1 R%1 4 2 1
2 4 K33 K37 11 _ | 9 @4_8_1 5 2
3 7 h’6 h%2 h%1 k1 1 3
o W3 | w1 | we BT | R he | 4
5| 9h'8 | A11 R*13 | _R®13__ | K11 R*8 5
6 2 4 h33 r%8 15 R7'10 | 6
7| h'e h%2 h4 h4 h2 i h6 | T
8 | A7'11| A13__| _hlO h?6 7 3 8
9 9
10 5 h'8 h311 h7 %12 h~112 12 10
11 | A%13 | .531_0_ ht5 h?2 N h?6 7 11
12 | h7112 | R7212 [ R7P12| RTP10 | ATR13 | ARSIl | 12
13 10 5 hi8 h715 k7110 _i[};;_ 13
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Tabela de Classes Laterais )
a b a! b1
1 hlg 2 i | 0 3
2 4 5 6 1 »
3| 1 1 h™%4, 8
a| m%3, | R4, 2 hl4,
5| 9nr%°8s | h°8- 10 2
6 2 R-1105 | R7%7T5 | A71T,
71 h%63 h6 4 3 i1
8 A 1114 3 h_456 h'_557
9 B
10 5 12 13 h6 s
11 | A%13 12 ¥ h8 g h 512 10
12 | h71124 ) A11y | hR12, | 10
13| 10 [A1134; | Rh7H1,, | R13 g
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Protocolo (D=Definigio, C=Consequéncia)

N

Co la. = Rl, le=? = A1
D1 1b =: 2
D2 1! =3
D3 2a =: 4
C1 3¢ = h7%4, 4a = h%3
Cc2 4671 = h714, 4b = h4
D4 25 =: 5
D5 2¢! =
D6  3a =: 7
C3 Ta = h%, 62! = h7%7
C4 b = 6, 61 = K717
D7 31 =: 8
D8 ba =: 9
D9 5a ! =10
C5 6b = h110, 106°1 = k6

8a"! = h™%5, b5a = At
“ de tc;be]a. de clas,se 5a = s }:}9: his
CcT 81 = h%5, 5b =  h®8
D10 b1 =:11
C8 11¢7} = h8, 8a = h7111
D11 106 =: 12
C9 12a = h™112, 127! = hRi2
C10 115-1 = K512, 126 hS11
D12 10e! =: 13
Ci1 136 = h113, 13b7! =  R13
C12 13¢7! = h~?11, 1le = HR%3
C1 h1%13q¢ =

’ de tabela de classe 11}’31 = 118 }:>hm:1

Cl14 h313a71

de tabela de classe h%13a7!

_ 5
_: hh_sllll } = pl0 =1
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