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Os textos de cilculo costumam fornecer a seguinte condigao
suficiente para que uma fungio duas vezes diferencidvel atinja um
ponto de maximo estrito interior: o gradiente deve ser zero e a ma-
triz Hessiana deve ser negativa definida em alguma vizinhanga de
um ponto de maximo estrito. Obviamente a condigio é necesséria.
No entanto qualquer vizinhanga de um ponto de maximo estrito
contém necessariamente algum ponto em que a matriz Hessiana é
nagativa definida. Este fato ndo sé é facil de provar como também
de forte significado geométrico. Ao mesmo tempo deixa intuir a
verificacio do principio do maximo para fungoes harménicas.

Em termos mais gerais a unicidade do problema de Dirichlet
para uma grande classe de equagdes ¢lipticas ndoestd muito longe.

0 que aqui provamos é uma formulagio ligeiramente mais geral
da propriedade enunciada, com aplicagdes elipticas.

Proposigdo.  Seja © um subconjunto aberto limitado de
R™, u: Q) — JR uma funcio continua duas vezes diferencidvel em
todo ponto de €. Suponha que supu{Q) > supu(9f). Existe
entdo um ponto z; €  onde a matriz Hessiana D?u(z; ) é negativa
definida.

Demonstragao :

Seja zg um ponto de maximo para 4, isto é, u(zg) = sup u(f).
A ideia geométrica é de situar um paraboloide (para baixo), com
vértice no ponto (zg,0) com coeficientes suficientemente pequenos.
No ponto z; € { em que o grifico estd mais distante (vertical-
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mente) do paraboloide, a matriz Hessiana de u é menor (no sentido
da ordem entre matrizes simétricas) ou igual 3 matriz Hessiana do
paraboloide, que é negativa definida.
Formalizando essa ideia, definamos a fungao seguinte
o(e) = u(z) + u(zg) - supy(f)ﬂ)
. 2(diam Q)2
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Nao é dificil verificar que:
sup 2(6Q) < sup () porque v(xzg) = u(zo) = sup u(Q)

sup v(8Q) < supu(ﬁ)+2supu(89) < sup u{)

Entio v atinge um méximo em um ponto z; € Q. Logo
D%v(zy) € 0 (na ordem parcial das matrizes simétricas). Porém
D*v(z1) = D?u(z1)+2¢ (sendo I a matriz identidade nxn). Logo
D?u(z1) < ~2¢l, isto é, a matriz D%u(zy) é negativa definida.

Com esta proposi¢io em mios podemos provar imediatamente
o principio do maximo, e portanto a unicidade para o problema
de Dirichlet para a equagio de Laplace:

A, = 0 em .

onde u ¢é continua em Q e dada em Q. De fato Ay, é o trago
da matriz Hessiana de u, e portanto, devers ser negativo no ponto
em questdo. Isso é consequéncia de um fato conhecido em Algebra
Linear:

Lema. Se Ay e A, sio matrizes simétricas n X 7 e A € 4,
entio trago de A; < trago de A,.

Exatamente o mesmo raciocinio leva ao principo do maximo para
a seguinte classe de equagdes diferenciais elipticas

F(z,u, Du, D*u) = 0

onde, se § é o conjunto parcialmente ordenado das matrizes simé-
tricas n X n, a fungdo

F:QxRxR"'xS5—R
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tem uma propriedade de monotonicidade estrita na: componente
madtricial:

Y(z,t,p) € QX Rx R" (A< B, A# B)

= F(z,t,p,A) < F(z,t,p, B),
Ve > 0 F(x,t,p,—el) < 0, F(z,t,p,el) > 0.

Finalmente consideramos a equagio:
G(z,u, D%u) = 0

onde para cada r a fungdo (¢, A) — G(x,1, A) é linear, monétona
néio crescente em ¢ e mondtona nao decrescente em A, e uma das
duas monotonidades é estrita (por exempio no caso que —u +
Au = 0). Aqui podemos ndo ter o principo do méximo, mas
ainda conseguimos a unicidade para o problema de Dirichlet se
observamos que para o ponto z; achado na prova da Proposicio
vale a desigualidade u(x1) > sup u(8Q).
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