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1. Introducaoc

0 objetivo desta nota é descrever um trabalho de Inici¢do Cientifica
em Geometria Diferencial, onde o computador foi utilizado no
célculo e no tragado de solugdes numéricas aproximadas para um
sistema de equagdes diferenciais ordinarias.

Um problema cldssico de Geometria Diferencial é o de determi-
nar as superficies de revolugio minimas em IR3, que descreveremos
a seguir.

Uma superficie de revolugdo em IR® é obtida pela revolugdo
completa de uma curva I', contido no semi-plano zy23,21 > 0, em
torno do eixo-x3.

Uma propriedade que caracteriza as superficies de revolugdo
é a de serem preservadas pela agio do grupo ortogonal S 0(2),
formado por rotagbes. Lembramos que a rotagio R de um an-
cosa —sina
sine  cosa

(21,22, 23) em {{cos &)1 — (sin @)z, (sin @)z -+ (cos a)z2,3). A

gulo o, associada & matriz , transforma o ponto
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figura 1 ilustra essa propriedade no caso de a = I

R(p)eR(T)

Figura 1

Define-se por superficie minima em I3 aquela, cuja curvatura
média se anula. A curvatura média é definida como a média das
curvaturas principais. Para uma descricio da curvatura média, o
leitor pode consultar [dC1] e {G] como referéncias de divulgagao,
e [dC2] e [N] para maiores detalhes.

A geometria de uma superficie de revolugio se reduz 4 geome-
tria da curva plana T, daf a simplificagio no calculo da curvatura
média. Ao longo da circunferéncia deserita por um ponto p € T,
os valores das curvaturas principais permanecem constantes. Uma
das curvaturas principais coincide com a curvatura plana da curva
geratriz I'; a outra curvatura principal é o produto g - cos 3, onde
g da a distancia do porto p a Oz e 8 denota o angulo orientado
que a reta tangente faz com o eixo de revolugio,
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conforme a figura 2.

Figura 2

Pelos calculos feitos em [N} a partir da pagina 234, segue-se que I’
" descreve uma superficie de revolugédo minima em IR® se e somente
se a parametrizagio por comprimento de arco (g(s), k(s)) da curva
I" satisfaz o sistema de equagdes diferenciais.

(1) { gP+h? =1

h”’ _i_glh” - 0

Salientamos que o sistema (1) é completamente integravel por
métodos elementares. A saber, dadas as condigbes iniciais de
posicao e velocidade para I' obtém-se dois tipos de solugoes:

1. semi-reta horizontal {com as duas orientagdes possiveis), cuja
revolugdo gera um plano horizontal;

2. catendria (com as duas orientagdes possiveis), cuja revolugao
gera um catendide.
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N,

A figura 3 ilustra o plano de fase do sistema. (1)

Figura 3

2. 3-Toros Minimos em Esferas

A classificacio das superficies de revolugio minimas em R® é um
caso particular de um problema matemdtico mais geral, de grande
interesse em Geometria Diferencial. O problema consiste em estu-
dar as hipersuperficies minimas em espagos geométricos nio neces-
sariamente euclideanos, de curvatura constante e dimensdo n > 3,
que sejam invariantes sob a agdo de “rotagdes”. Esse problema
teve um grande impulso a partir de 1982 quando W.Y.Hsiang re-
spondeu uma pergunta muito importante de Geometria Diferen-
cial, apresentando um tal hipersuperficie como contra-exemplo. O
trabalko de Hsiang ([H]) foi publicado num dos periédicos inter-
nacionais de maijor prestigio.

Num trabalho em colabora¢do com Fabiano Brito ([B-L]), es-
tudamos um outro caso particular cuja matematica é mais com-
plicada e que apresentamos a seguir, fazendo analogia com o caso
das superficies de revolu¢io minimas em IR>.

No lugar do espago euclideano IR® de dimensio 3 e curvatura
0, consideramos a esfera unitaria §* formada pelos pontos
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(z1,%2, 3, 4, 25) de IR® que satisfazem z? +zi+aivzitol=1.
A esfera §* tem dimensdo 4 ¢ é o modélo de espaco geométrico
com curvatura 1.

No lugar do grupo de rotagdes SO(2) consideramos o grupo
produto SO(2) x §0(2) de pares de rotagdes. Um par de rotages,
associado & matriz ortogonal

cosa —sino 0 0
sine cose 0 0
0 0 cosf3 sinj
0 0 sinf3 cosf3

transforma o ponto (z1, z2, T3,24,%5) € 5% em
((cos @)z — (sina)zy, (sin @)zy + (cos a)ze, (cos B)zs — (sin B)z4,
(sin8)zs + (cos B4, s5).

Da mesma forma que a revolugio completa de um ponto (a,b,c)
de IR® descreve uma circunferéncia de raio v/a? 4+ b% no plano
(z1,22,¢), temos que sob a agdo de SO(2) x §0(2) um ponto
(a,b,c,d,e) € § descreve um produto de circunferéncias, uma de
raio v/a? + b2 no plano (z1,%3,¢,d,€) e a outra de raio v/c? + 2
no plano (a,b,23,24,¢). O produto dessas circunferéncias ¢ uma
superficie bidimensional contida em % chamada 2-toro, pois pode
ser transformada na superficie de JR® que se assemelha a uma
camara de ar.

No lugar de uma curva geratriz I' que vive no semi-plano de
IR?® dado por { (z1,0,z3) | 21 > 0}, consideramos uma curva
geratriz I'que vive no fuso esférico bidimensional de §* definido
por { (z1,0,23,0,25) | z; > 0, z3 > 0 }. Lembramos que esse
fuso é parametrizado por duas coordenadas geogrificas ¢ € (0,7)
e 8 € [0,%], definidas nos cursos de Caleulo. Uma hipersuperficie
invariante por SO(2) x SO(2) em §* é obtida como o conjunto
dos 2-toros descritos pelos pontos de I

A idéia de curvatura média se generaliza para hipersuperficies
de 5%, dizendo-se que uma hipersuperficie minima é aquela cuja
curvatura média se anula.

Pelos cdlculos feitos em [B-C] e [H], e de forma mais elemen-
tar em [B-L], segue-se que T' gera uma hipersuperficie minima
em 5% invariante pela acdo de S50(2) X §0(2) se e somente se a
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parametrizacio por comprimento de arco ($(s),8(s)) de I' satisfaz
o sistema de equagdes diferenciais

¢? = 1-(sin?¢)0"
' = 3(1—¢)cotd— zqs'lgjj’z cot 260

(2)

O sistema (2) nao é integrével por métodos elementares. E
nesse ponto que o computador € de grande valia no estudo das
solugoes. com a utilizagdo de métodos numéricos.

Hsiang resolveu o problema de Bernstein esférico ao descobrir
solugoes simples de (2) que intersectam ortogonalmente a fronteira
do fuso esférico.

No trabalho com Fabiano Brito, estudamos as solu¢des fechadas
de (2). As hipersuperficies descritas pelas curvas fechadas I' sdo
chamadas 3-loros, por serem identificadas com o triplo produto de
circunferéncias descritas por cada ponto de I' e a prépria curva T
que por ser fechada é pensada como a terceira circunferéncia.

3. O Trabalho no Computador

Pelos resultados de Hsiang, conheciamos a simetria do sistema (2)
relativamente as solugdes triviais I'y e I'p, definidas por ¢(s) = %
e 6(s) = §, respectivamente.

Foi natural procurar solugdes que, partindo ortogonalmente de
I';, ¢hegassem ortogonalmente a I'; e portanto fechassem.
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(ver figura 4).

Figura 4

O trabalho de Iniciagio Cientifica foi descobrir as condigdes
iniciais cujas solugdes de (2) fossem periddicas.

No inicio do projeto, transformamos o sistema (2) no sistema
de primeira ordem

¢ = =z
(3) o = L\-@
2 = 301 - 2% cotd - 221~ 22—"':51299

comm as condigdes iniciais ¢(0) = do < 7,6(0) = § e 2(0) = 0.

Usamos a subrotina DO2BBF da Biblioteca NAG [Na] no com-
putador DEC-10 da Universidade Federal de Pernambuco. Essa
sobrotina se baseia no método de Runge-Kutta-Merson para obter
solugdes numéricas aproximadas de um sistema de primeira ordem,
com condicdes iniciais dadas.

Os primeiros resultados foram animadores, mas apresentavam
um problema técnico para desenhar a curva fechada I'. Escol-
hendo a segunda equagido de (3) com o sinal +, como na figura 4,
precisavamos mudar para o sinal - quando T' se aproximava de T'y,
ou seja 6’ — 0, e entdo continuar o desenho.

Resolvemos essa dificuldade com a transformacgio z = siny,

y € (0,7), obtendo o sistema {4) equivalente ao sistema (2) e com
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#’ mudando de sinal:

¢ = siny
I - o}
(4) ¢ = sin ¢
¥ = 3cosycotd — 2sin y_cs(;:fgg

Reproduzimos a seguir trés das solugdes encontradas numeri-
camente.

$=T/2
@G = 3.23209

N

Figura 5
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$=n/2
¢ 0= 0.55855
P N
.y - -
S . H
\“\.\ - / E
P . . I{ o=n/4
Frad T~ . ,.-'/.
i e e’
Figura 6
¢2n/2
¢0 = 0.17225
ey U

Figura 7
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As figuras 5,6 e 7 foram desenhadas com os dados tirados do sis-
tema (4) no DEC-10, cujos valores para ¢g foram 1.23209, 0.55855
e 0.17225 respectivamente. Observamos que a precisio usada na
subrotina foi de 1073,

Para descobrir esses valores iniciais, também utilizamos um
PC-XT com o software Phaser [K].

Observamos que na figura 5 a curva geratriz do 3-toro minimo
em S* ndo apresenta auto-intersegdes, respectivamente. Na rea-
lidade, usando as mesmas técnicas de Hsiang, estabelecemos em
[B-L] um teorema que trata dessas auto-intersegdes, o qual repro-
duzimos a seguir:

Teorema. Para cada n = 1,2,3,..., existe uma solugado
periddica de (2) de modo que a curva fechada que gera o 3-toro
minimo de 5% tem n — 1 pontos de auto-intersecio. Em particular,
o 3-toro gerado pela curva da figura 5, minimo em $*%, ndo tem
auto-intersecdes. B '

Comentdrio final. A andlise do sistema (2) nos sugere que a
classificagio dos 3-toros minimos em §*, invariantes por SO(2) X
S0(2), é, precisamente a do teorema. A demonstracdo desse fato
estd incompleta do ponto de vista tedrico, porém todo o trabalho
feito no computador serve para evidenciar nossa expectativa.
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