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Muitos jogadores reclamam do fato dos sorteios da Loto
produzirem com frequéncia dezenas consecutivas tais como 35 e
36 ou 79 e 80. Alguns chegam a escrever aos jornais convencidos
de que isto seria uma indicagio da existéncia de falhas acidentais
ou até mesmo intencionais no mecanismo do sorteio. Para veri-
ficar se essa reclamacio é procedente, o que é necessério € resolver
o seguinte problema: qual é a probabilidade de que num sorteio
da Loto saiam pelo menos duas dezenas consecutivas? (a dezena
00 representa o n? 100 e portanto 00 e 01 ndo serao consider-
adas como consecutivas). O objetivo desta nota é mostrar como
problemas desse tipo podem ser resolvidos de um modo simples,
utilizando—se um modelo de distribuigdo casual de bolas em urnas.
O interesse natural dos estudantes por problemas de loterias pode
ser assim aproveitado para introduzi-los ao estudo desses modelos,
que sio titeis em varias aplicagdes da Teoria das Probabilidades.

1. O Modelo: Considere o experimento que consiste na dis-
tribuico de n bolas idénticas em & urnas distintas. De quantas
maneiras isso pode ser feito?

No que se segue iremos mostrar que esse niimero coincide com
o nimero de combinagdes completas de k objetos tomados n a 7,
valendo portanto
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Para verificar esse fato basta observar que uma distribuigio
das n bolas pelas k urnas ficard completamente caracterizada se
indicarmos, para cada bola, o nimero da urna na qual ela deve
ser colocada. Isto equivale a escolhermos um agrupamento (com
repeticdo, pois uma urna pode receber mais de uma bola) de
tamanho n, no conjunto {1,2,... ,k} . Note que, como o modelo
supOe bolas idénticas, a ordem dos elementos nos agrupamentos
nao deve ser levada em conta.

Como ilustragio, considere o exemplo da distribuigio de duas
bolas idénticas em duas urnas:

N? de bolas | Combinagdes completas
em cada urna de 2 elementos 2 a 2
(2,0) (1,1)
(0,2) (2,2)
(1,1) (1,2)

Note que o elemento (2,0) indica que duas bolas sio colocadas na
urna um ¢ nenhuma na urna dois. O elemento correspondente no
lado direito, ( 1,1}, indica que apenas a urna 1 deve receber bo-
las. De maneira andloga, descreveriamos as outras duas linhas da
tabela.

2. As Loterias de Nimeros: A Loto, que ji vem fun-
cionando hd bastante tempo, realiza duas extracdes semanais nas
quais 5 nimeros distintos sio escolhidos ao acaso no conjunto dos
100 primeiros nimeros naturais. O ndmero total de resultados
possiveis de um sorteio da Loto é igual a (120). A Loto II, mais
conhecida como Sena, realiza uma dnica extragao semanal, na qual
sao escolhidos 6 nimeros distintos no conjunto dos 50 primeiros
nimeros naturais. Analogamente, o niimero total de resultados
possiveis de uma extracio é igual a (560).

Para estabelecermos uma relagio entre esses Jjogos e o modelo
descrito no item 1 vamos imaginar os niimeros sorteados coloca-
dos em ordem crescente e convencionar que quando falarmos do
J—ésimo nimero estaremos nos referindo a essa ordem e nio i
ordem em que os ndmeros sairam no sorteio. Vamos observar
agora que na Loto (o raciocinio para a Sena é totalmente analogo)
uma vez sorteados os 5 nimeros, os 95 nimeros que nao foram




105

sorteados ficam naturalmente subdividides em 6 subconjuntos, o
primeiro deles formado pelos nimeros menores que o 12 nimero
sorteado, o 22 pelos nidmeros compreendidos entre o 12 e o 22
nimeros sorteados, e assim por diante até o 69 que serd formado
pelos niimeros maiores do que o maior sorteado.

Esta observagio nos permite estabelecer uma correspondéncia
entre o conjunto dos resultados possiveis da Loto ¢ o conjunto das
distribuigdes de 95 bolas em 6 urnas. Vamos ilustrar essa corre-
spondéncia com dois exemplos, deixando ao leitor interessado a
tarefa de mostrar que ela define uma bije¢do entre os dois conjun-
tos.

Exemplos:

Resultados da Loto | Distribuigbes de 95 bolas em 6 urnas
(08, 15, 22, 64, 88) (07, 06, 06, 41, 23, 12}

(12, 20, 21, 75, 76) (11, 07, 00, 53, 00, 24)

Vamos agora utilizar essas idéias para resolver o problema pro-
posto no inicio deste trabalho.

No contexto do modelo, a existéncia de pelo menos duas dezenas
consecutivas corresponde a termos pelo menos uma das quatro
urnas centrais vazia. Vamos calcular a probabilidade do evento
complementar, isto &, a probabilidade de que cada uma das quatro
urnas centrais contenha pelo menos uma bola. Para isso, vamos
colocar uma bola em cada uma dessas quatro urnas (garantindo
assim que elas nao ficardo vazias) e em seguida distribuir ao acaso
as 91 bolas restantes pelas 6 urnas. De acordo com (1) existem
(956) maneiras de fazer essa distribuigdo e portanto a probabilidade
de que existam pelo menos duas dezenas consecutivas serd dada

por:
96 100
1m( p ) /( ; ) = 0, 188125.

Conclui-se portanto que a probabilidade ndo é tdo pequena
como parecem acreditar as pessoas que reclamam da frequéncia

‘com que esse evento ocorre. Em média, um em cada 5 ou § testes

deverd apresentar dezenas consecutivas. Até o momento em que
este trabalho estava sendo concluido tinham sido realizados 531
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testes da Loto, dos quais 106 apresentaram dezenas ‘consecutivas.
A frequéncia observada foi portanto igual a 19,962%. Como a
distribui¢do binomial com pardmetros n = 531 e p = (0, 188125 tem
um valor esperado aproximadamente igual a 100 e desvio padrio
aproximadamente igual a 9, vemos que o valor observado 106 estd
perfeitamente dentro do que se poderia esperar teoricamente.

O leitor interessado em aprender um pouco mais sobre modelos
de bolas e urnas poderd comecar lendo o capitulo 2 do livro do
Feller [1]. Um tratamento completo de modelos de urnas e suas
aplicagdes pode ser encontrado no livro de Johnson & Kotz [2].
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Nota: Agradecemos ao Prof. Jair L. F. Santos da Faculdade
de Saide Publica da USP que nos forneceu uma listagem dos testes
onde ocorreram dezenas consecutivas.




