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Sobre o Teorema de Arzeld
Raymundo Alencar
Instituto de Matemdtica ~ UNICAMP
13081 — Campinas, SP

§1 — Introdugao

A maioria dos textos sobre Integral de Riemann demonstra
o seguinte teorema de convergéncia :
“Seja (fn) uma sequéncia de fungdes reais, definidas e in-
tegrdveis num intervalo [a,b]. Se (fn) converge uniformemente
para f em [a,b] entdo f € integrdvel e vale

lim -/;b fa(z)dz = /: flz)dz ™,

n—od

O objetivo destas notas é apresentar uma demonstragio ele-
mentar do teorema de Arzeld, que é uma versio do teorema acima,
mas com hipdtese menos restritiva, isto é, supde-se que { f,) con-
virja pontualmente para f e que esse limite seja integravel a Rie-
mann. Exemplos simples como fp,{z) = ¢",0 < 2 £ 1, mostram o
grau de restri¢io da hipdtese do teorema enunciado; de fato,

para z,0 <z <1, lim fa(z) =05

para z =1, lim fao(z)=1;
portanto, a fun¢io limite é f(1) = 1 e f(z) = 0 para
0 < z < 1. Claramente, a convergéncia da sequéncia (f,) néo
¢ uniforme, pois se fésse deveriamos ter por limite uma fungdo

continua, o que ndo é o caso, logo o teorema enunciado nao se
aplica. Entretanto & facil ver que:

o )
| et = =

e /01 flz)dz =0,
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verificando assim a tese do teorema, uma vez que

A motivacdo para escrever estas notas surgiu quando min-
istrdvamos uma disciplina de Andlise para alunos do curso de
Bacharelado em Matemética e Matemdtica Aplicada do IME -
USP em 1986. O programa da disciplina, entre outros tdpicos, con-
tinha os teoremas de convergéncia da Integral de Riemann. Depois
de selecionar uma bibliografia para a disciplina, verificamos que o

teorema de Arzeld constava no livro de Bartle [3], “aparentemente”™

com uma demonstragio. Ao iniciar o curso, fizemos um resumo
dos tdpicos que seriam abordados, destacando, com certa énfase,
que irfamos demonstrar o teorema de Arzeld. Embora o autor Bar-
tle demonstre um lema preparatério para o teorema, com surpresa
constatamos que ele omitia explicitamente um ponto fundamen-
tal na demonstragdo. Ao término do semestre haviamos elabo-
rado uma primeira versio destas notas, onde usivamos sequéncias
mondtonas construidas a partir da sequéncia original do teorema.
Apos uma pesquisa bibliografica sobre o assunto constatamos quio
extensa era a lista de trabalhos dedicados ao Teorema de Arzeld.
Para se ter uma idéia dos matemadticos que se preocuparam com o
assunto, citamos como exemplo os nomes de F. Riesz, L. Bieber-
bach, E. Landau, F. Hausdorff e W. F. Eberlein. Concluindo este
paragrafo, dirfamos que, além da curiosidade, o que nos levou a
escrever estas notas foi o intuito de apresentar uma demonstracéio
acessivel do Teorema de Arzeld para o aluno que nfo venha a estu-
dar a teoria de integragio de Lebesgue. Embora seja um simples
coroldrio do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, o
Teorema de Arzeld ¢ suficiente em muitas aplicacdes onde se cos-
tuma invocar o teorema de Lebesgue. '

A demonstracio de Arzeld data de 1885 e por ser anterior ao
advento da Teoria de Integragdo de Lebesgue (1905), percebe—se a
sua real importancia para a época. Um fato curioso é que a demon-
stragdo original continha uma incorrecao, que foi sanada ainda no
mesmo volume de publicagdo, mas fora de sequéncia (veja [1]).

Ao longo do tempo, apareceram diversas demonstracdes do
Teorema de Arzeld e muito raramente incluidas em livros e textos
e quando incluidas, dificilmente poderiam ser consideradas ele-
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mentares, como pode ser visto por exemplo no livro de T. Apostol
[2].

Mais recentemente, H. Kestelman (1970) e J. Lewin (1986)
conseguiram demonstragdes elementares do Teorema de Arzeld,
no sentido de que pouco da linguagem da Teoria da Medida de
Lebesgue é usada.

Nestas notas apresentamos uma variagio da demonstragéo de
Lewin, onde, diferentemente de Kestelman e Lewin, fazemos uso
de uma propriedade da integral de Riemann (Lema 1) que permite
uma demonstragio também elementar do Teorema de Arzeld, sem
necessidade de considerar outras fungdes sendo aquelas da propria
sequéncia original do teorema.

§2 — O Teorema de Arzela

No que segue, a dnica integral considerada é a integral de
Riemann. Além das propriedades elementares dos conjuntos e dos
ntimeros reais (IR), admitimos a seguinte forma da completividade
dos reais:

“se (H,) é uma sequéncia decrescente (Hy, D Hny1) desubcon-

o0
juntos nio vazios, fechados e limitados de IR, entdo m H, #¢".
n=1
Teorema (Arzeld). Seja (fn) uma sequéncia de fungoes
definidas e integrdveis em [a, b] tais que

Ifall = sup |fa(2)| < M

zela,

para todo n. Se (f,) converge pontualmente para uma fungdo f,
integrdvel em [a,b], entdo

n—oo

lim ]: fulz)dz = /: f(z)dz.

Observacdo: Afirmamos que o teorema estaria provado
se 0 provassemos para sequéncias (g,) de fungbes ndo negati-
vas convergindo para zero. De fato, supondo provado para tais
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sequéncias, tomamos g,(z) = | f.(z)— f(z)], cujo limite € a funcao

nula. Terfamos entdo lim f gn(z)dz = 0 e observando que
a

—gr(z) < (falz) — f(z)) £ gu(z), obtemos:

- /ﬂb gn(z)dz < /ab(fn(l') - f(z))dz < /:gn(w)d:c

b b
portanto nli_{lgo_/(fn(m)—f(w))da::[], logo T}Lrtc}o/ falz)dz =

b
/ f(2)dz.
@

Para a demonstragido do teorema precisamos do conceito de

conjunto elementar e de dois lemas.

Defini¢do: Um conjunto E C IR se diz elementar se for a
unido finita de intervalos limitados.

Observacgdo: A um intervalo I de extremos a e b, @ < b,
associamos naturalmente uma medida que é o seu comprimento
b — a. Agora, se E é um conjunto elementar, sempre é possivel
escolher intervalos I;, 1 < 7 < n, de extremos a; e b

n
com a; <b e b € a;y; taisque E = UI,—. A escolha dos
=1 _
I; como acima assegura que LI, ¢ # j, seja um conjunto
com um unico elemento ou o vazio; dessa forma podemos estender
o conceito de medida para os conjuntos elementares mediante a
definicio seguinte.

ki
Definigio: Se E = UL- é um conjunto elementar, defini-
i=1

mos a medida de E, denotada porm(E) = > (b;—a;), onde os a; €

b; sdo os extremos dos intervalos I;, conforme a observagdo acima.

E facil de se convencer da validade das seguintes propriedades
dos conjuntos elementares:

(a) a classe dos conjuntos elementares é fechada para a unido,
intersec¢do e diferenca.
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(b) se Ey e E; sdo elementares disjuntos, entdo: ﬁ\l(El UE;) =
m(E1) + m(Es).

(¢) se E,F; e F3 sio elementares tais que £ C E; U Ey, entao
m(E) < m(Ey + m(Ea).

{d) se E é elementar e ¢ > 0, entdo existe }' C E elementar e
fechado tal que m(E) — ¢ < m{F).

Para facilidade do leitor, vamos recordar a definicao da in-
tegral de Riemann através das somas de Riemann. Considere
P:a=129< 2z <+ < &p = b uma particdo do intervalo
[a,b] e pontos F; € [z:~1,%;] @ = l...n (pontos intermediarios).
Dada uma fungdo f : {a,b] — IR a soma de Riemann, indicada
por S(f, P), relativamente & particio P e aos pontos T; é a soma

T

S(f,P)= Zf(f,-)Ami, onde Az; = &; ~ zi_1.
i=1

Na nota¢io acima estd implicita a dependéncia de S(f,P)
relativamente & escolha dos pontos ;. Chamamos de norma da
partigio P ao nimero |P| = max {Az;}.

Lten

Definigio: Uma fung¢do f : [a,b] — IR limitada se diz
integrdvel a Riemann se existir um ndmero I com a seguinie pro-
priedade: dado € > 0 existe § > 0 fal que |S{(f,P)—1I| < ¢
para toda particio P de [a,b] com norma |P| < § e para qualquer
escolha dos ponlos inlermedidrios T;.

No caso em que o nlmero I exista, ele serd indicado por
f2 f(z)dz.

Cabe aqui observar que a defini¢io acima é equivalente a
defini¢do da Integral de Riemann por somas inferiores e somas
superiores (veja por exemplo [7], pagina 265).

Os lemas

Lema 1 (Bartle). Seja f : E}a,b] — IR integrdvel com
f(z) > 0 para todo z € [a,b]. Se [} f(z)dz = a > 0, entdo o
conjunto A = {z € [a,b] : f(z) > ﬁ} contém um conjunio
elementar E tal que m(E) > §|—°|‘T|—|
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~ .. , ~ .
Demonstragio: Como f é integrivel, dado € = %, existe

uma particao P i a = zp < 23 < -+ < z, = b de [a,b] tal
que |5{f,P) - a|] < §, qualquer que seja a escolha dos pontos
intermedidrios, logo  S(f,P) > 2.

Afirmamos que existe pelo menos um i,1 < i < 7 tal que
[#:-1,z;] C A. Caso contrério, para cada 7 existiria ; € lzi1, 2]
tal que f(%;) < 5(—5%5 e portanto para essa escolha dos T; terfamos:

S(f,P) =3 f(E)Az: < 3_("3"05__(;) S Az =
i=1 i=1

w| R

_m'(b~a)=—,

uma contradigio com o fato de que S(f,P) > %“ para qualquer

escolha dos pontos intermedisrios. Consequentemente, o conjunto
Ny definido por

N1={i:1§€§n:[$i_1,$g]CA}

é nio vazio.
Considere agora o conjunto N = {i:1 < i < a}\N, e
observe que para cada j € Nj , existe T; € [z;-1,2;] tal que

2

* . -
Escrevendo a soma de Riemann g ( f, P) como S(f,P) =
Z f(Zi)Az1+ Z f(Z;)Az; e escolhendo os T, 5 € Na, conforme
€N, iEN,
(*) obtemos:

TLSEPIS T fEAnt Y e <

ieN; jem, 36— a)
a
D fE)Az + 3
ieN]
ou seja, § < > f(F)Azm < IAI1>° Az, portanto
ieNy iEN;

24 - . H
3N < EZN Az;. Basta agora observar que o conjunto elemen-
1EN]
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tar F = U (zi-1,2;) tem medida m(E) = Z Az, > 3
iem i€, “f I

Lema 2: (Lewin). Seja (An) uma sequéncia decrescente
o
de subconjuntos limitados de IR tal que ﬂAn = ¢. Se para cada

n=1
n definirmos o, como o, = sup{m(F) : E C A,, E elementar}
entdo lim o, = 0.
TL— OO
Demonstragao: Do fato que A, D A,;1, segue-se que
a sequéncia (a,) é decrescente. Suponhamos (a,) nio conver-
gente a zero, logo existe § > 0 tal que a, > ¢ para todo n.
Pela propriedade (d) dos conjuntos elementares, para cada n ex-
iste umm conjunto elementar E, fechado e contido em A, tal que
m{En) > @y, — £&. Consideremos agora os seguintes conjuntos
n
fechados; H, = ﬂEz’ e provemos que cada I, é nio vazio,
=1
chegando assim a uma contradi¢io, uma vez que

¢ = ﬂA DﬂH
n=1

Para isto observamos:

(1) se E ¢ clementar contido em A,\E,, entdo m(E) + m(E,) =
m(FEJE,) £ a, e portanto

ﬂl(E) < ap — m(En) <op— (a’n - 2%) = :‘;;

(2) se E é elementar contido em A,\H, entdoc F esta contido no
n n

complementar CH, = CﬂE,— = UCE,-, logo E se escreve

=1 i=1
comao:

E:_Eﬂ(D E;) = U(EﬂCE)_ U(E\E)

i=1
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Lembrando que a sequéncia (A,,) é decrescente e f)ortanto EC
At = 1,...,n, temos que F\F; é um conjunto elementar de
A\E;,i = 1,...,n. Portanto, por (1) obtemos:

&
m(E) < Zm(E\E) < Z? < 8.
=1
Mas para cada n, como &, > §, o conjunto A, deve conter um
conjunto elementar F' com m(F) > §; consequentemente, 1, nao
pode ser vazio, pois se fosse o, ndo seria supremo. Obtemos entdo

a contradigdo anunciada, pois pela completividade da reta temos
o0
que n H, # ¢
n=1
Demonstragido do teorema. Pela observacio apds o
enunciado do teorema, podemos supor fp(z) > 0 para todo z €
b

[@,b] e f = 0. Devemos mostrar que nhn;lof fa(z)dz =0

Suponhamos o contrério, isto é, lim, fab fu(2)dz # 0. Entdo
existe a > 0 e uma subsequéncia (f, ) de (f,) tal que,

b
f fa(@)dz >, k=1,2,...
a
Para cada k, considere o conjunto:

Ar={2 €[e,b]: fr(2) > 5([;2!:"5)"

, para algum i, 2> k}.

E ficil ver Jue (Ar) é uma sequéncia demescente Além disso

temos que ﬂ A = ¢, pois se existisse z € ﬂ Ay terfamos fr, (z) >
m pa.rz: mlrna infinidade de indices k, 0 qilelimplicaria a sequéncia
(fa(2)) admitir uma subsequéncia ndo convergente a zero, uma
contradigao, pois, nl_i_‘ngofn(m) = () para todo z € [a,b].

Agora, pelo lema 1, cada A contém um conjunto elementar
Ey com m(Ey) > s57. Por outro lado, pelo lema 2, temos que

lim m(Ek) = 0, uma contradigao; logo devemos ter

hm f frn(z)dz = 0, provando entio o Teorema de Arzela.
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