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Spanier Comenta

a Influéncia da Tese de Lima
na Topologia Algébrica

Fazer parte da comemoracio do sexagésimo aniversdrio de
Elon Lages Lima é uma honra especial para mim. Agradeco aos
organizadores pelo convite. Creio que todos nds conhecemos o
significativo impacto na Matemadtica brasileira que Lima causou e
continua causando, tanto como matemaéatico quanto como professor
e divulgador. Nem todos vocés, no entanto, devem estar a par da
contribuigao que sua tese trouxe & Topologia Algébrica. Como ja
tive o privilégio de ter Lima como estudante de doutorado, é sobre
isto que quero falar hoje.

Quando Elon era estudante na Universidade de Chicago nos
anos cingiienta, eu estava envolvido em uma longa colaboragio
com J.H.C. Whitehead. Estivamos particularmente interessa-
dos na teoria da homotopia estivel. Haviamos introeduzido a
categoria §, cujos objetos sio os espagos topolégicos X, usual-
mente CW-complexos finitos, cujos morfismos de X a Y, denota-
dos por {X,Y}, sio classes de homotopia estdvel de aplicacdes
f: 55X — S*Y (suspensio nio-reduzida), para algum k > 0.
Dadas f:5*X — S*Y e ¢: 57X — S§PY diz-se que sio equiva-
lentes em {X,Y} se, para um n suficientemente grande, vale que
§n=kf: 8" X — §”Y é homotdpica a S*Pg: §* — S*Y.

Sabiamos que se X é um C'W-complexo de dimensio < 2n
e Y é um espago n-conexo, entdo S:[X,Y] — [SX,5Y] é uma
bije¢do. Disso se segue que se X é um C'W-complexo de dimensio
finita, entdo [X,Y] = [S"X, 5"Y] para n suficientemente grande.

A categoria 5 é semelhante & categoria de hometopia usual
mas tem propriedades adicionais interessantes, por exemplo,
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{X,Y} é sempre um grupo abeliano e a composicio define a
aplicagdo bilinear {Y,Z} x {X,Y} — {X, Z} que leva (g, f) em
go f. A partir de sua defini¢io é claro que existe um isomorfismo
S:{X,Y} = {SX,5Y}. Um fato importante é que para um CW-
complexe finito X e n suficientemente grande existe um n-dual
X™* de X tal que se Y* é um n-dual de Y entdo existe um isomor-
fismo de dualidade Dn: {X,Y} = {Y*, X*}. Isto tornou precisa
uma aparente dualidade na teoria de homotopia. D, é involutiva
e intercambia homologia e cohomologia.

Em sua tese, Elon considerou duas questdes sugeridas por
este trabalho. Uma era a de estender o teorema da dualidade
de C'W-complexos finitos para espagos mais gerais. A outra era
de estender & categoria § resultados conhecidos para a categoria
de homotopia, com o fim de encontrar objetos com um grupo de
homotopia estdvel ndo-trivial e, se eles fossem encontrados, usa-los
para obter uma decomposicio de objetos & maneira de Postinikov,
na categoria estavel.

Elon conseguiu responder ambas as questdes através do uso
de espectros, uma generalizacdo de espago necessaria para estender
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a S-categoria de tal forma que ela venha a ter objetos bastantes e
suficientes para varios fins. E esta nocio de espectto que se tem
mostrado tio itil na Topologia atual.

A idéia basica é substituir um espago por uma segiléncia de
espagos com aplicagBes que os entrelagam. Este procedimento
lembra vagamente a construcdo dos ndmeros reais a partir dos
nimeros racionais. Neste processo, estendemos os nimeros racio-
nais considerando classes de equivaléncia de seqfiéncias de Cauchy
de ntimeros racionais. Este processo de completar os racionais
para obter os reais é andlogo ao processo de completar a categoria
dos espacos para obter a categoria dos espectros.

Vejamos como poderiamos ser levados a tais consideragoes.
Suponhamos que X seja um subconjunto aberto de um poliedro
compacto P. Subdividindo P em simplexos cada vez menores,
obtemos uma seqiiéncia crescente P; Py ... de poliedros compac-
tos tais que UP; = X e P; C interior (P;41) paracadai. 5e C éum
espaco compacto e f:C' -+ X é uma aplicagio continua qualquer,
entio existe algum ¢ tal que f(C) C P;. Portanto, toda aplicagao
continua f:C-— X se fatora através de P;, para algum i, assim
como as homotopias C' x I — X sdo igualmente fatordveis através
de P; para algum i. Segue-se que o limite direto da seqiiéncia de
conjuntos de classes de homotopia

[C,Pl]—*[C,Pg]—*

se aplica de forma biunivoca sobre o conjunto das classes de ho-
motopia [C, X|. Portanto, a seqiiéncia Py C P, C ... de poliedros
compactos e as aplicagdes de inclusdo entre eles “representa” X
pelo menos na medida em que consideramos aplicagdes de espagos
compactos neles.

Em sua tese, Elon definiu o especiro direto U = (U;, ;) como
sendo uma seqiiéncia de espagos Uy, U1, ... junto com as aplicagoes
¢i: Uy — Uiy, Com o objetivo de dualizar, ele usou S-aplicagdes
de preferéncia a aplicacoes. O espectro é celular se todas as en-
tradas U; sdio CW-complexos finitos. Analogamente, um espectro
inverso (celuler) é uma seqiiéncia de espagos (CW -complexos fini-
tos) Xo, X1 ... junto com S-aplicagdes 9;: X;11 — X, para cada i.
Um espectro direto celular & = (U;, ¢;) e umn espectro celular in-
verso X' = (X, ;) sdo p-duais se para cada i, U; e X; sdo p-duais
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tais que o isomorfismo de dualidade Dy {U;, Uivi} = {Xi41, Xi}
leva ¢; em ;. N

Elon provou que todo espectro celular de dimensio finita (i.e.,
todas as entradas sdio CW complexos finitos de dimensdo < n para
algum n) tem um p-dual para todo p suficientemente grande e que
essa dualidade estende a dualidade usual da S-teoria. Se X é um
conjunto compacto de 57, entdo X é representado por um espectro
inverso de dimenséo finita e 57 — X & representado por seu dual
que é um espectro direto de dimensdo finita. Usando isto e os
resultados da dualidade para espectros, ele mostrou que se X, Y
sao subconjuntos fechados de 57, temos entdo um isomarfismo de
dualidade {X, 57 — Y} = {Y¥,57 — X}. A primeira parte de sua
tese (E.L. Lima, The Spanier- Whitehead duality in new homotopy
categories, Summa Brasiliensis Mathematicae 4, (1959), pp. 91-
148) é dedicada a essas questdes e a esta extensdo da dualidade.

Na segunda parte, ele estudou a S-dualidade diretamente
(E.L. Lima, Stable Postinikov invariants and their duals, Summa
Brasiliensis Mathematicae 4, (1960), pp. 193-251) na S-categoria
original. Também na extensio para os espectros considerada na
primeira parte da tese, nfio parecem existir objetos que possuam
exatamente um grupo estavel ndo-trivial de homotopia. Para obter
tais objetos é usada uma defini¢do ligeiramente diferente do espec-
tro que se adapta melhor & S-teoria.

Um espectro direfo X = {X;,6:}; = 0,1,... é uma seqiiéncia
S0, X1,...de CW complexos finitos junto com S-aplicacoes
¢i: 8 X; — X1 que possivelmente satisfazemn alguma hipdtese
adicional de convergéncia. Aqui os complexos sdo todos com pon-
tos bdsicos e as suspensdes sdo reduzidas (mas esta nio é uma
diferenca essencial). Se X é um espaco e YV = {Y;} é um es-
pectro direto, hd um grupo abeliano de S-aplicagbes {Y,Y} =
li_n}j{S IX,Y;}, o limite tomado com respeito is aplicagdes

(X, Y;} 3 {§741X, §Y;} — {§7HX, Vi1 ).

Por exemplo, os grupos de homotopia do espectro X, denotados
por X,{X), sdo definidos por X,{X) = {S7,&}. Se & = {X;},
Y = {Y;} sdo espectros diretos, o grupo de S-aplicagdes {X, )]} é
definido por {X¥,Y} = Eiﬁl{Xi,Siy} (onde $*Y = {Y;,Yig1,...}




para ¢ > 0) com respeito a
S "
{Xigs, XY} = {8X:, §71V) & (X, SVL

Desta forma, hé uma categoria de espectros diretos e S-
aplicages entre eles. Elon mostrou que a teoria de obstrugao pode
ser realizada nesta categoria, que existem objetos com um grupo
de homotopia nao-trivial, que existem decomposigdes de espectros
do tipo Postinikov e que, em geral, os teoremas usuais da teoria
de homotopia sio transferiveis & nova categoria. Analogamente,
Elon formulou uma categoria de espectros inversos que é dual &
categoria dos espectros diretos.

A idéia de Lima de ampliar a S-categoria por meio de espec-
tros é uma idéia natural e provou ser dtil imediatamente. Um ano
depois da tese de Lima eu usei os espectros para refazer o teo-
rema da dualidade usando um espectro que consistia dos espagos
funcionais de alicacdes de um espaco fixo 5 nas esferas St (E.
Spanier, Function spaces and duelity, Annals of Mathematics (2)
70, (1959) pp. 338-378). Logo depois, George Whitehead usou os
espectros para mostrar que as teorias de cohomologia generalizada
poderiam ser representadas por espectros convenientes (G. Whi-
tehead, Generalized homology theories, Transactions of the Ame-
rican Mathematical Society, 102, (1962), pp. 227-283). Em cada
caso 0s espectros envolvidos eram espectros diretos (talvez satis-
fazendo alguma hipétese adicional sobre as aplicagdes que ligam
os espectros). Whitehead também mostrou como definir teorias
homoldgicas associadas a wm espectro, provendo, por conseguinte,
uma base segura para teorias generalizadas de homologia e coho-
mologia.

Desse ponto em diante, pessoas que trabalham com a teo-
ria de homotopia estdvel como Boardman e Adams, usaram es-
pectros desde o principio para obter categorias nas quais todas
as construcdes naturais necessirias & teoria homotépica pudes-
sem ser transferidas. Adams, por exemplo, provou a existéncia
da seqiiéncia espectral de Adams em teoria de homotopia estdvel
usando espectros.

Desde sua introdugio, os espectros vém tendo um papel im-
portante na teoria generalizada de homologia e cohomologia e no
estudo da estrutura algébrica da teoria de homotopia estdvel. Eles
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se tornaram objetos tdo familiares que muitas vezes acontece que
ocorram sem ser definidos, estando subentendido 'que o leitor co-
nhece a defini¢do. E claro que as técnicas introduzidas por Lima
em sua tese tiveram um impacto duradouro na Topologia e con-

tinuarao a representar um papel importante em desenvolvimentos
futuros.



