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Este artigo estd baseado na primeira das trés Conferéncias
Pauli, feitas na Eidgenossische Technische Hochschule, de Zurique,
em janeiro de 1975, Foi publicado pela primeira vez em alemao,
na Neue Ziircher Zeitung, de 14 de maio de 1975, depois em inglés
na Revista The Mathematical Intelligencer, vol. 1, n? 2 (1978).
A presente tradugdo, pelo Professor Jodo Bosco Pitombeira, foi
feita desta dltima publicagdo, de onde também reproduzimos as
figuras.

1. O Problema da Estabilidade.

O problema da estabilidade na Mecénica Cldssica, ou seja,
o problema da estabilidade do sistema solar, vem fascinando
astronomos ¢ matematicos hd séculos. FEle trata simplesmente de
se saber se o sistema planetirio manterd sua configuragio atual no
futuro longinquo, ou se, ao contririo, apds muitos séculos, talvez
um ou alguns dos planetas possam desgarrar-se do sistema solar,
ot se colises produzirio mudancas catastréficas. Desde Newton,
ou seja, desde aproximadamente 300 anos, sio conhecidas as leis
que governam os movimentos planetdrios. Em uma primeira apro-
ximagio , os planetas se movem em 6&rbitas elipticas com o Sol
localizado em um dos focos da elipse. No entanto, isto é ape-
Ltas uma aproximacioc grosseira do movimento real dos planetas.
As forgas de atracio entre eles causam perturbagdes, de maneira
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que as formas destas 6rbitas elipticas se modificam constantemen-
te, embora muito lentamente. A descricio destas‘mudancas, as
chamadas perturbagdes seculares, é o problema tratado na teoria
clissica das perturbacbes. Por outro lado, é concebivel que as
forgas relativamente fracas entre os planetas poderiam, apés um
tempo suficientemente longo, alterar de tal maneira as drbitas de
hoje que um planeta poderia ser langado fora do sistema solar
ou que ocorresse uma colisdo entre planetas. Por exemplo, pode-
se imaginar que a excentricidade da drbita de um planeta possa
aumentar continuamente até que seu periélio se aproxime tanto
do sol que isso acarrete uma calamidade para o planeta. Em-
bora um tal acontecimento ndo coincida com nossas observagdes
- nos iltimos milénios, trata-se de algo completamente diferente de-
monstrar matematicamente, a partir das equagdes do movimento,
que isso nao pode acontecer.

Em verdade, a literatura ji contém uma quantidade consi-
derivel de demonstragdes de estabilidade. Uns 100 anos apds a
publicagido dos Principia de Newton, Lagrange apresentou sua
famosa demonstragio da estabilidade do sistema solar. Outras
demonstracdes desse tipo foram dadas por Laplace e Poisson, e
pode-se muito bem perguntar por que o problema esta sendo mais
uma vez formulado, 200 anos mais tarde. Em geral, uma de-
monstragio é suficiente, e a apresentagio de virias demonstragdes
diferentes tende a fazer com que o ouvinte cético suspeite de que
algo ndo estd correto. Em verdade, trata-se aqui de aproximagdes
de varios graus de exatiddo nas quais as forcas perturbadoras sio
levadas em conta somente na primeira ou segunda poténcia das
massas planetdrias. Na pratica, isso significa que as mudancas nas
drbitas elipticas exigirdo um tempo considerdvel antes de se tor-
narem observaveis. Sommerfeld menciona sucintamente, em seu
livro com F. Klein, a “demonstragio fingida” de Laplace (Schein-
beweis) da estabilidade do sistema planetdrio. Resta saber quio
justificiveis sdo estas aproximacdes. Quando restringimos nossa
atencgao a poucas décadas ou séculos, estas demonstragbes de esta-
bilidade certamente dao resultados corretos, mas delas nio se po-
dem tirar conclusdes naturais sobre o0 movimento daqui a muitos
milhdes de anos. Anteriormente, estava-se em geral menos inte-
ressado em previsoes a longo prazo e mais interessado no célculo
das posigbes dos planetas, as chamadas “efemérides” — um pro-
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blema que ji interessava aos babilénios. A teoria da perturbagio
é em verdade uma conseqiiéncia da necessidade de determinar-se
as 6rbitas com exatiddo cada vez maior. Este problema pode ser
resolvido atualmente, mas de maneira bem desalentadora para o
tedrico. Com computadores modernocs, podemos agora calcular
diretamente resultados até mais exatos do que os fornecidos pela
teoria das perturbagdes. Hoje, as efemérides do Nautical Almanac
em Washington sio calculadas desta maneira.

Mas isso é somente o comego do problema matemdtico. Uma
técnica usual e bem sucedida em Matemdtica consiste em extrair
as propriedades essenciais de um problema e idealizé-lo. Nio tra-
tamos de planetas do sistema solar, que sdo em verdade massas
distribuidas no espago, e desprezamos muitos tipos de forgas, como
por exemplo o vento solar e os efeitos relativisticos. Em lugar
disso, consideramos um problema idealizado e estudamos n mas-
sas pontuals, que se movem 1o espage tri-dimensional de acordo
com as leis de Newton. Na maior parte dos casos supomos além
disso que n — 1 destas massas pontuais ficticias tém massas muito
pequenas comparadas com a restante, que desempenha o papel de
Sol. Além disso, ndo procuramos a determinacio do movimento
durante um certo tempo limitado, mas durante toda a eternidade.
Temos agora um problema puramente matemdtico, cuja solugio
tem um sigrificado bem limitado no mundo real, mas que acar-
reta, devido a exigéncia de acharmos uma solugio vilida para todo
o futuro, sutilezas surpreendentes. Mesmo este problema ideali-
.zado foi formulado pelo menos ha 100 anos atrds e ¢ conhecido
de maneira algo vaga como o problema dos n corpos. No século
passado este problema teve grande interesse, e como mostraremos,
Dirichlet — que é hoje mais conhecido por seus trabalhos monu-
mentais em teoria dos nimeros — ¢ Weierstrass, o estudioso da teo-
ria das funcoes, da mesma maneira que Poincaré, um matematico
universal, desempenharam papéis essenciais no tratamento deste
problema. Trata-se portanto de descrever o comportamento das
perturbagdes seculares em intervalos de tempo muito grandes, e
mesmo durante toda a eternidade. Serd que mudancas nas for-
mas e nas posi¢des das drhitas podem alterar completamente a
configuracio do sistema planetirio? Lagrange provou, em paginas
relacionadas com sua demonstragio de estabilidade, que estas per-
turbagdes estdo sujeitas a oscilagdes periddicas e assim ndo cres-
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cem sem limites. Os periodos destas oscilages sdo relativamente
grandes, exigindo de 5x10* a 2x 10 anos. Mas devemés além disso
mencionar que estamos lidando aqui com uma aproximagio,
e que em certo sentido esta afirmativa pode ser considerada
como um refinamento da antiga descri¢io das érbitas planetérias
por epiciclos.

No entanto, o que acontecerd em intervalos de tempo de vdrios
milhdes de anos? Trata-se de um problema de ressondncia em que
os oitos planetas desempenham o papel de osciladores. Sabemos
que ressonancia ocorre quando lidamos com um sistema com uma
freqiiéncia que coincide com uma das freqiiéncias préprias do sis-
tema ou com um seu miltiplo inteiro. O fendmeno mais simples
de ressondncia é o de aumentar as oscilagdes de um balanco. Com
forgas relativamente pequenas, que sdo aplicadas periodicamente
com a freqiiéncia do balango, pode-se aumentar a amplitude das
oscilagdes tanto quanto queiramos, e pode-se mesmo fazer com
que o balango dé uma volta completa. No caso do sistema solar,
tais fendmenos desempenham também um papel importante. Com
efeito, como nio hd praticamente atrito, qualquer oscilacio, uma
vez imprimida, nunca é amortecida. Esta é a razdo por que os efei-
tos de ressondncia sio tdo sutis em sistemas sem amortecimento,
em contraste com todos os experimentos fisicos do dia-a-dia ~ ou
de balangos. No nosso sistema solar h4 muitas ressonancias. Por
exemplo, sabe-se que Jupiter e Saturno tém freqiiéncias na razio
de mais ou menos 5/2, de maneira que durante 5 revolugdes de
Jipiter, Saturno completa exatamente 2 revolucdes e as forgas
ap6s este periodo continuam a agir na mesma diregio. Isso tem
realmente um efeito na drbita de Jipiter, uma perturbagio cujo
periodo é, em primeira aproximacio, de mais ou menos 900 anos.

Em verdade, deve-se esperar tais ressonincias para todas as
razoes de freqiiéncia racionais, e mesmo nos casos em que uma
combinagio linear com coeficientes inteiros das freqiiéncias se anu-
la (freqiiéncias comensuraveis). Naturalmente isto é absurdo, pois
em verdade os nimeros racionais sio densos, e de um ponto de
vista fisico, nio se pode distinguir entre freqiiéncias racionais e
irracionais. Por outro lado, o tratamento matemdtico exige uma
tal distingdo, e chegamos a uma situagio paradoxal. As equacdes
do movimento no problema dos n corpos sao muito ficeis de serem
escritas, mas impossiveis de serem compreendidas intuitivamente.
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Figura 1.

Assim talvez seja util descrever um problema geométrico muito
simples que contenha algumas das dificuldades do problema dos n
COrpos e que possa servir como modelo grosseiro dos movimentos
planetarios (Figura 1). '

Consideremos uma oval no plano e definamos o “movimento
Srbita” no exterior da oval como segue. Tragamos, a partir de um
ponto 1 no exterior da oval, uma das duas tangentes a oval, e a
prolongamos até o ponto 2, cuja distdncia ao ponto de tangéncia
¢ igual a distdncia de 1 a este mesmo ponto de tangéncia. De 2,
tragamos uma tangente 3 oval e marcamos, de maneira analoga,
o ponto 3. Prosseguindo desta maneira, obtemos a “érbita” do
ponto 1. Fsta seqiiéncia de pontos permanece em uma regiio
limitada do plano? Isso seria o andlogo ao problema da esta-
bilidade. Embora este problema pareca muito elementar, é em
verdade muito dificil. Pode-se mostrar que, para curvas suficien-
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Figura 2.

temente suaves (que t8m cinco derivadas) e com curvatura positiva
as drbitas sdo sempre limitadas, isto é, temos estabilidade.

£ notdvel que neste problema simples a suavidade da curva
seja relevante. O que acontece se aceitarmos vértices nesta curva?
Os casos mais simples sao os dos poligonos. Em verdade, a
aplicagdo néo é continua neste caso, mas o problema de estabi-
iidade continua a fazer sentido. No caso de poligonos quaisquer,
no entanto, o problema de saber se as 6rbitas sdo ou nio limita-
das permanece aberto. Mas h4 dois casos especiais que podem ser
tratados completamente:

1) Quando a oval é degenerada, transformando-se em um
segmento de reta, qualquer 6rbita tende para o infinito, ao longo
de duas retas (Fig. 2).

2) Quando a oval ¢ um tridAngulo, entio todas as Grbitas
sdo fechadas mas tém periodos diferentes. Pontos pertencentes
a orbitas com o mesmo perfodo formam hexdgonos e tridngulos
que constituem uma tecelagem interessante do plano. Pontos so-
bre os hexagonos tém periodos 3,9,15,21,..., em geral (3(25 —
1), s = 1,2,...). Os pontos sobre os tridngulos tém periodos
12,24,36,..., em geral 12j, j = 2,3,... (Fig. 3).

O problema pode também ser facilmente tratado no caso do

quadrado, mas permanece aberto mesmo para um quadrildtero
qualquer.
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Figura 3.

2. O Problema e seu Prémio.

Voltemos ao movimento planetdrio, & formulacio matemadtica
do problema e a sua solucio. Tenta-se descrever as coordenadas
das perturbagdes seculares analiticamente usando Séries de Fou-
rier generalizadas. S3o séries cujos termos sao da forma

Ajcos(fiwr + .o+ Fmwm )t + Bysin(fiwr + .. + Jmwm )t
com certas freqiiéncias wq, ... ,wy, e freqiéncias combinadas j;w;
+ ... 4+ fmw,. Este ponto de vista nao estd muito distanciado
da teoria dos epiciclos, mas é matematicamente mais preciso.
Tais fungdes sdo hoje conhecidas como fungdes quase-periédicas.
Em verdade, varios matemdticos, como Weierstrass, conseguiram
obter tals desenvolvimentos em séries formalmente, supondo que
Wi, ... ,wn fossem incomensurdveis (ou seja, que suas razdes fos-
sem irracionais). Mas estas séries podiam nao convergir e portanto
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sua utilidade era posta em diivida. Por outro lado, quando conver-
gem elas descrevem as pequenas oscilagdes nas variacdes da elipse.
Mudancas descritas desta maneira permanecem sempre dentro de
limites dados.

O problema matemdtico pode ser descrito como segue: “Dado
um sistema arbitrario de n massas pontuais que se atraem mutua-
mente segundo as leis de Newton, e supondo que dois quaisquer
dos pontos dados nunca colidem, determinar coordenadas de cada
um dos pontos em um instante qualquer, escritas como somas de
séries uniformemente convergentes cujos termos sao constituidos
por fungdes conhecidas”. Esta é a tradugio do problema de um
prémio que o Rei Oscar II da Suécia instituin em 1885, ou seja,
hd 90 anos atrds. O prémio foi concedido a Henri Poincaré, em-
bora ele nao tenha realmente resolvido o problema. Seu grande
trabalho mostrou em verdade que tais desenvolvimentos em séries,
ao contrario de todas as expectativas, divergem, e portanto nao
existem. Mais surpreendente ainda é saber que um jovem e exce-
lente matemdatico de aproximadamente 25 anos conseguiu resolver
este problema e provar a existéncia de tais solugdes de maneira
completamente rigorosa, pelo menos no caso do problema dos 3
corpos! Este matemdtico, V. I. Arnold, tinha sido estudante de
Kolmogorov, que poucos anos antes tinha lancado a pedra
fundamental da demonstragio. Mais precisamente, o passo deci-
sivo estava naturalmente baseado no trabalho de muitos outros
matematicos, e essencialmente as idéias recuam aos resultados de
Poincaré.

Na década dos 40 Siegel resolveu o primeiro problema deste
tipo. Sua formulagdo do problema era, no entanto, mais idealiza-
da e nio era realmente aplicivel a problemas mecinicos. Em 1954
Kolmogorov indicou que, para certos sistemas mecanicos, em um
certo sentido a maioria das solugdes sdo quase-periodicas. Ele in-
dicou um possivel método de solugdo , mas a demonstragio
foi fornecida pela primeira vez por Arnold 8 anos mais tarde, e,
em um caso especial, pelo autor deste artigo. De acordo com
o uso moderno, esta teoria tornou-se conhecida pela sigla KAM.
(Kolmogorov, Arnold, Moser). O resultado principal desta teo-
ria garantiu a existéncia de tais solugbes quase-periédicas para
certas classes de equacdes diferenciais que incluem o problema
dos n corpos. Os desenvolvimentos em séries que interessam sio
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convergentes para certas escolhas das freqiiéncias, mas nio tém
sentido para outras freqiiéncias. Este dltimo resultado j& tinha
sido estabelecido por Poincaré. As érbitas que admitem uma tal
representacao sao precisamente aquelas em que ndo ocorrem res-
sonéncias. No entanto, como tais érbitas sem ressonincias podem
estar arbitrariamente préximas das outras, é inteiramente possivel
que uma perturbagao arbitrariamente pequena nos valores iniciais
transforme uma érbita quase-periddica estdvel em uma instdvel.
Pode-se contudo mostrar que as drbitas instdveis sio muito mais
raras, ou, como seria dito mais tecnicamente, tém medida relativa-
mente pequena no espaco de fase. Isso significa que somos levados
a considerar um novo conceito de estabilidade em que a restrigio
se aplica somente a maioria de certas érbitas. Saber se as drbitas
mais raras instdveis e excepcionais realmente existem ainda é um
problema aberto. Devemos dizer logo — e isso serd mostrado no
que se segue — que este conceito enfraquecido de estabilidade tem
muita significacio e & satisfat6rio para as aplicagdes fisicas.

3. Novas Aplicagoes.

Mas o que é que constituiu realmente um progresso? Se a
determinagdo das Orbitas pode ser feita de maneira muito boa
usando computadores, uma tal demonstragao parece ser supérflua
ou pelo menos historicamente airasada. Podemos dar a seguinte
resposta a estas objecdes: ‘

1. A estabilidade de sistemas nio amortecidos, sem limite de
tempo, ndo pode, em principio, ser decidida por meio de
calculos e estd portanto fora do alcance de cornputadores.

2. Contudo, o mais importante é que um tal resultado, por si
préprio do maior interesse do ponto de vista matemaitico, é
também de importincia essencial em pesquisas teéricas de
Mecdnica Fstatistica. O desenvolvimento da Mecanica Es-
tatistica conduziu & expectativa de que a maioria dos siste-
mas mecanicos, pelo menos quando sio constituidos por um
nimero suficientemente grande de particulas, sio ergddicos,
isto &, apds um tempo suficientemente longo seu compor-
tamento € inteiramente independente das condig¢des iniciais.
Isto constitui, contudo, um contraste marcante com a estabi-
lidade. Em verdade, os fisicos, utilizando este ponto de vista,
tentaram no século passado mostrar que quase todos os siste-




60

mas mecénicos tém este comportamento instavel, desde que

se aguarde bastante tempo. Que isso ndo acontece no caso

de muitos sistemas realistas ficou agora demonstrado de uma
vez por todas devido aos trabalhos da dltima década.

3. Finalmente, hd uma terceira razio que parece mais ou menos
uma coincidéncia: os teoremas matematicos da KAM tratam
nao somente do sistema planetdrio, mas também de sistemas
hamiltonianos gerais (portanto, de sistemas que descrevem
processos de movimento ndo amortecido) e podem portanto
ser aplicados a muitos outros problemas. Essa é precisamente
a vantagem de uma formulagido matemadtica geral. Uma des-
tas aplicagoes é o problema de estabilidade de aceleradores
de prétons, muitos dos quais estiao sendo construidos desde
a década de 50, e cada vez maiores. A finalidade destas
méquinas é acelerar elétrons ou prétons a velocidades extre-
mamente altas e entdo langa-los contra um alvo a fim de obser-
var os resultados da desintegragio resultante, ou seja, novas
particulas elementares. Quanto maior a energia da particula,
mais interessantes serdo as observagdes . A fim de atingir
estas altas velocidades, os protons sio mais e mais acelera-
dos em um canal circular até que atinjam uma velocidade
proxima a velocidade da luz. Estes canais, no caso do sincro-
tron de protons no CERN de Geneva, tém uma circunferéncia
de mais de 600 metros; o ar é retirado deles a fim de obter
vicuo quase perfeito para evitar colisdes com as moléculas
de gis. Cria-se um campo magnético por meio de uma série
de imés, e este campo mantém particulas em uma trajetéria
quase circular. Isso conduz a um problema de estabilidade,
pois o campo magnético deve ser construido de tal maneira
que os protons nao se desviem muito de uma trajetdria cir-
cular ideal, perdendo energia nas paredes da cimara. No
processo, as particulas percorrem a camara de viacuo milhdes
de vezes,

O problema da estabilidade é parte essencial na construcio
destes aceleradores. Embora no principio fosse suficiente realizar
experimentos com computadores, tornou-se logo claro que apds
as primeiras iteragdes os erros computacionais inevitdveis caiam
fora de controle, e se tornava impossivel seguir ou predizer melhor
as trajetorias. Eram necessarios resultados tedricos que mostras-
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sem que se poderia garantir a estabilidade de um tal sistema em
um intervalo de tempo muito grande, e esse é precisamente o signi-
ficado da teoria que estamos discutindo. O 1ltimo estdgio neste
desenvolvimento é representado pelos chamados anéis de armaze-
namento, um dos quais estd funcionande no CERN desde 1971
(Fig. 4). Falando grosseiramente, trata-se de acelerar protons em
dois canais circulares em dire¢des opostas e entdo langar um contra
o outro. Desta maneira a energia disponivel nio é somente dupli-
cada, como se esperaria, mas sim, devido a efeitos relativisticos,
é elevada ao quadrado. A fim de conseguir o movimento de pro-
tons em diregoes opostas, liga-se um destes canais de armazena-
mento (ISR - intersecting storage rings), ao sincrotron de protons
e introduzem-se pacotes de protons no anel de armazenamento,
alternadamente em cada uma das duas diregoes opostas. Eles sio
entdo armazenados no anel, um processo que pode durar de 3 a
11 horas, até que seja efetuada a colisio.

A construgdo desta mdquina apresenta dificuldades técnicas
inacreditaveis, que fariam empalidecer até mesmo fabricantes de
relogios suiges. Ha aqui uma comparacio ébvia que é de im-
portancia para nosso problema de estabilidade.

Durante o processo de armazenamento, os pacotes de protons
devem orbitar de 10! a 10! vezes em torno da érbita circular e
durante todo este tempo devem permanecer em um tinel de 16 por
5,2 centimetros. Quando transformamos um circuito dos protons
no anel de armazenamento com um ano no problema astronémico,
entdao o nlimero acima representa um tempo que ultrapassa a idade
da Terra. Ou seja, usando-se esta analogia, pode-se seguir os pro-
tons durante mais tempo do que o tempo de existéncia do sistema
solar em sua forma presente. Além disso, o fisico experimental ou
o técnico podem alterar & vontade as condigdes ou os parametros.
Discutimos este exemplo aqui porque ele exige estabilidade du-
rante intervalos de tempo que excedem qualquer coisa imaginada
em astronomia 100 anos atrds, e portanto em um certo sentido,
ele justifica o problema idealizado de estabilidade para tempos
infinitos, se reaimente tal justificativa for necessiria. Quando se
aplicam os resultados da teoria KAM a esta situacgio, verifica-se
que a maioria dos protons acelerados se conserva dentro do circulo
dos anéis de armazenamento, mas drbitas excepcionais relativa-
mente raras conduzem a uma perda lenta e muito leve nos feixes
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de protons. De qualquer maneira, tais perdas sio inevitdveis e
sao também observadas. Se estas drbitas excepcionais podem ser
responsabilizadas pelas perdas é uma questio que deve ainda ser
encarada como problema em aberto, devido ao fato de que mui-
tas forgas e efeitos adicionais que afetam as particulas e podem
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desvid-las foram desprezados. Tais aplicagBes podem fornecer um
estimulo forte & pesquisa matemadtica. Deve-se certamente per-
guntar como é que este problema de estabilidade bem antigo foi
repentinamente resolvido, quando estava perdendo interesse para
os astronomos. Pode-se levantar a hipdtese de que o desenvol-
vimento dos aceleradores de protons influenciou o renascimento
deste problema.

4. A Estabilidade de Orbitas Periédicas.

Desejamos descrever outro fenémeno de ressonancia, que
ocorre em Astronomia e em Fisica de altas energias. E o pro-
blema da estabilidade das drbitas periddicas, ou seja, das solugdes
que apds uin certo tempo readquirem suas configuragdes iniciais.
Pedem-se condigbes que garantam que todas as drbitas cujas
condi¢des iniciais estio proximas da Srbita peridgdica permanegam
sempre préximas da 6rbita periédica. Tais érbitas sdo chamadas
de estdvels. Somente tais érbitas estiveis sdo normalmente obser-
vadas. O melhor exemplo é a érbita circular em um anel de arma-
zenamento descrita acima. Pequenas perturbagfes ndo deveriam
acarretar grandes desvios. A fim de determinar se estas orbitas
circulares sdo estiveis, devem-se usar as chamadas freqiiéncias de
betatron wy, w, e a freqliéncia orbital w; que pertence as oscilagdes
do sistema linearizado. A teoria mostra que em geral ocorreré res-
sondncia ndo-linear ou instabilidade quando as freqiiéncias satis-
fazem uma relagao

Wy, + Mwye = Pp

com ntimeros inteiros n,m, p para os quais |n|+|m| < 4; por outro
lado, relagdes deste tipo com {n| 4 |m| > 4 ndo acarretam proble-
mas. Verifica-se experimentalmente que de fato no primeiro caso
se observa uma perda no feixe, mas no segundo esta perda é des-
prezivel. Falando informalmente, ressonancias de ordens menores
ou iguais a 4 sio em geral perigosas, enquanto que as de ordens
maiores do que 4 sio inofensivas.

Um fenémeno andlogo ocorre em Astronomia. Como € bem
conhecido, além dos planetas, hi muitos milhares de asterdides
que orbitam o Sol; suas 6rbitas se encontram principalmente entre
as de Marte e Jipiter. Suas massas sdo minisculas, e portanto nao
exercem influéncia sobre os planetas. Por outro lado, os asterdides
sao substancialmente perturbados por Jipter. Isso é evidenciado
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Figura 5.

por uma observagdo feita por Kirkwood. Ele observou que as
freqiiéncias dos asterdides ndo estdo uniformemente distribuidas
em um intervalo, mas que ha certas falhas, as chamadas falhas de
Kirkwood {Figura 5). Pode-se considerar a situagao andloga & dos
anéis de Saturno, que realmente apresentamn um fendmeno seme-
lhante. Se o movimento médio dos asterdides for representado por
w, e o de Jupter por wj, entdo as falhas mais pronunciadas sdo
dadas pela férmula
Wy 13

—+=—, |n—-m|=12,3,4
W, m

e isso indica que se trata de um movimento de ressonincias de
ordem < 4. Resta caracterizar as érbitas periédicas cuja esta-
bilidade corresponde &s condigdes acima. Supomos que Jipiter
descreva uma drbita circular exata e que os asterdides se movem
em uma Orbita quase circular no mesmo plano, de tal maneira
que a configuragdo, ou seja, o tridngulo formado pelo Sol, Jipiter
e o asterdide retoma sua posi¢io original apés um certo perfodo
de tempo. Tais drbitas periddicas j& tinham sido deduzidas por
Poincaré. As orbitas para as quais a ressonincia dada acima nio
ocorre sao estdveis, de maneira que a explicagiao é dbvia: as falhas
correspondem a Orbitas instdveis. Embora estas sejam aproxima-
¢Oes grosseiras da situacdo real, conseguem no entanto refletir bem
o fendmeno das falhas. A explicagio matemdtica deste fendmeno
é dada rigorosamente pela teoria KAM, embora a idéia essencial
possa ser encontrada ja nos trabalhos de Birkhoff, que continuou
o trabalho de Poincaré.
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5. Observagoes Histdricas.

.

.

O seguinte esbogo histérico ilumina o problema da estabili-
dade e seu desenvolvimento dramdtico. Estas observagdes foram
estimuladas pela circunstancia feliz de que as cartas de Weierstrass
a Sonya Kowalevsky foram publicadas ha pouco tempo. Estas car-
tas contém muito material interessante sobre nosso assunto, ma-
terial este que é muito pouco conhecido, mesmo por matematicos.
Welerstrass desempenhou um papel central na vida matemdtica
da segunda metade do século 19, e matematicos de todo o mundo
ocorriam a Berlim para assistir as suas aulas. Seu interesse prin-
cipal e o trabalho de sua vida foram a teoria das fungdes, mas
ele também se interessava seriamente por Astronomia e deu, em
1880,/1881, um semindrio sobre teoria das perturbagdes em Astro-
nomia. Suas idéias sobre este assunto, e principalmente sobre o
problema da estabilidade, foram descritas em vérias cartas a Sonya
Kowalesky. Devido ao fato de que Weierstrass publicava seus re-
sultados muito relutantemente e somente apds revisdes amplas e

exaustivas, estas comunicagdes informais sdo particularmente va-
liosas.

Sonya Kowalesky chegou a Berlim, vinda da Russia, com 20
anos, para estudar Matemadtica. Certamente nio-era comum acei-
tar estudantes mulheres em Berlim, e ela foi proibida de assistir
as aulas, com o resultado de que Weierstrass the dava aulas parti-
culares. Devido a isso, surgiu entre ambos uma estreita amizade
que perdurou até o fim da vida de Kowalesky. Além disso, Ko-
walesky tornou-se uma matemdtica bem conhecida e famosa, e
assumiu a posi¢do de Professora Titular de Matematica em Esto-
colmo, embora infelizmente somente dois anos antes de sua morte
prematura aos 41 anos de idade. Além de comunicagdes pessoais,
as cartas de Weierstrass para Sonya Kowalesky contém um grande
nimero de idéias e propostas matemdticas para sua aluna, forne-
cendo uma percepgio muito valiosa sobre a maneira de pensar de
Welerstrass. Além disso, como por exemplo na carta de 15 de
agosto de 1878, encontram-se também indicacdes bem especificas
de que j& naquela data ele conhecia o desenvolvimento em séries
formais para as solugdes quase-periddicas no problema dos n cor-
pos, e estava se ocupando com o problema de sua convergéncia.
Com isso, nio podem restar diividas de que Weierstrass estava na
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pista do problema que finalmente foi agora resolvido.

Por que Welerstrass tinha tanta conflanca de que suas re-
presentacoes em séries convergiam? Isso também é conhecido.
Dirichlet, que foi o sucessor de Gauss em Gottingen, ji tinha
dito a seu aluno Kronecker, em 1858, que tinha descorberto um
novo método completamente geral para atacar e resolver proble-
mas de Mecénica. Dirichlet morreu no ano seguinte, sem deixar
nada escrito sobre suas descobertas, mas Kronecker divulgou as
observagdes de Dirichlet ao mundo matemético, que tentou recu-
perar sua idéia perdida. Hoje, relacionamos o nome de Dirichlet
principalmente com a teoria dos niimeros, que era realmente seu
principal interesse, enquanto seus trabalhos em Fisica Matemdtica
sao menos conhecidos. Eles incluem os fundamentos da teoria
das séries de Fourier, as configuracdes de equilibrio de fluidos em
rotagdo, trabalhos de Hidrodindmica, critérios de estabilidade para
o equilibrio e outros. Como as publicacdes de Dirichlet eram co-
nhecidas pelo rigor total de seus métodos e demonstracdes, havia
poucas dividas de que suas observagdes nio devessem ser enca-
radas seriamente, e Weierstrass interessou-se particularmente em
esclarecer o assunto e recuperar este tesouro. Quando, em 1885,
devido & influéncia de Mittag-LefHler, foi instituido um prémio para
uma descoberta matemdtica importante, Weierstrass propds exa-
tamente este problema para o concurso, como ji mencionamos.
O comité do prémio consistia em Weierstrass, Hermite e Mittag-
Leffler. Isso conduziu entdo ao famoso trabalho de Poincaré, de
mais de 200 paginas, que deve grande influéncia sobre o desenvolvi-
mento posterior do assunto. Mas Weierstrass, embora externando
a maior admiragdo por este trabalho de Poincaré, ficou desapon-
tado, pois Poincaré mostrou que os desenvolvimentos em séries na
teoria das perturbagbes divergem em geral e assim as esperancas
de Weierstrass pareciam ter caido por terra. A propésito, estes
fenémenos de divergéncia pouco incomodaram Poincaré, que os
venceu de maneira muito audaz. Os desenvolvimentos em séries
assintdticas que se usam na teoria dos escoamentos e em outros
assuntos aplicados provém das idéias de Poincaré, como também
0 uso de séries divergentes em célculos numéricos. Weierstrass,
ao contrario, atacou sem tréguas o problema da convergéncia e
descobriu que, embora as dedugdes de Poincaré estivessem cor-
retas, ndo demonstravam a divergéncia das séries em estudo. A
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existéncia de teoremas para soiugdes quase-periédicas, que conhe-
cemos agora, diz precisamente que tais séries realmente convergem
para certas freqiiéncias, e isso era precisamente onde Wejerstrass
queria chegar. Assim, 70 anos mais tarde, este problema de Weier-
strass tem finalmente solugio positiva. Naturalmente nio é mais
possivel determinar se os novos resultados coincidem realmente
com as tentativas de Dirichlet ou estdo relacionadas com elas.

O que foi dito aqui ndo deveria fornecer a impressao falsa de
que a Matemadtica se guia somente por tais aplicacbes praticas on
que a justificacdo de sua existéncia é a solucao de tais problemas.
Fa interagao de varias areas de estudo que sempre conduz a novos
conceitos. O sistema solar é estdvel?

Rigorosamente falando, a resposta continua desconhecida, e
no entanto este problema conduziu a resultados muito profundos

qle sao provavelmente mais importantes do que a resposta ao pro-
blema original.




