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O presente trabalho estd dividido nas seguintes se¢des:
. Introducao.
Maximizando a drea, minimizando o perimetro de tridngulos.
Maximizando a 4rea, minimizando o perimetro de poligonos.
A desigualdade isoperimétrica.
O Principio de Fermat e as leis da Otica Geométrica.

O Caélculo Diferencial e os problemas de méximo e minimo.
A braquistécrona.

Epilogo e Prelidio.
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1. Introducao.

Alguns anos atrds encontrei num sebo do Recife o livro “Ele-
mentos de Geometria” de autoria de F. I. C.. Em letras miitdas,
abaixo dessas inicials, lia-se “Frére Ignace Chaput”, provavel-
mente um jesuita. A visdo daquele volume desgastado, mais
pelo tempo do que pelo uso, fez bater forte meu coragao! Per-
tenco aquela geragio de alunos brasileiros do curso secundirio
(1°e 22 graus atuais) que esteve precisamente na transicio entre
os textos de F. T. D. e F. I. C. e os livros escritos pelos auto-
res brasileiros., Como em todo processo de fransi¢do, muito se
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ganhou e também muito se perdeu. Sem divida, o inicio de uma
literatura matemadtica brasileira foi um sinal de nosso.desenvolvi-
mento matematico, que comegava a tomar momento, e que, Como
nao poderia deixar de ser, comegava pela matematica elementar.
Por outro lado, a auséncia, naquela época, de uma forte escola
de matemdticos no pafs implicou no aparecimento de textos um
tanto superficiais, com algumas raras exce¢des (tenho boas lem-
brancas dos livros dos Quatro Autores). O meu interesse no livro
de F. 1. C. vai além do “hobby” de colecionador. A meu ver, a
apresentagio ripida dos fundamentos e a passagem imediata para
“yerdadeiros” teoremas é o que interessa ao aluno do curso se-
cundario. Os teoremas, que parecem evidentes quando se olha a
figura, deixam o aluno iniciante confuso do que é realmente uma
demonstragio. A insisténcia de se apresentar a geometria axio-
maticamente, desde seus postulados, com o pretexto de ensinar
ao aluno o método dedutivo, parece—me que mais afugenta do que
atrai o estudante. Nao sou do grupo “Abaixo Euclides”, que sur-
gin na década de 1960, no auge da Matemdtica Moderna, e que
preconizava mais abstracio e mais formalizagio. Pelo contrério,
creio que € mais motivador apresentar proposi¢des e teoremas me-
nos triviais e demonstri—los se apoiando, ndo em cinco postulados,
mas num elenco maior de fatos que sejam razoavelmente eviden-
tes. Assim também é possivel ensinar o método dedutivo. Nesse
estagio da aprendizagem, quem é que estd interessado na inde-
pendéncia dos axiomas? - O livro de F. I. C. vai longe, apresen-
tando ¢ demonstrando um mundo de “verdadeiros teoremas”, sem
contar suas longas listas de exercicios.

Mas, afinal de contas, qual é minha queixa? Gostaria de
ver mais geometria ensinada no curso secundéario, inclusive com
demonstragao de teoremas, com construgdes geométricas usando
régua e compasso e justificadas pelos teoremas da geometria.
Quantos estudantes sabem, com régua e compasso, tragar um
pentigono regular? Quantos saberdo justificar a construgio,
usando a Geometria Euclidiana? Os livros adotados no curso se-
cundario ensinam essas coisas? Termmo essa catilindria citando
dois matemdticos modernos.

“Although geometry pervades all of mathematics and is pres-
ent at every stage of its development, too often we do fail to point
this out to our students”. (Norman Steenrod, 1967)
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“It is my belief that we have so far failed, and failed badly,
to exploit the educational potential of geometry ift the basic high
school course. We have failed our own self interest in the training
of future mathematicians and we have failed to transmit to our
children the general cultural values inherent in geometry”. (Paul
J. Kelly, 1967)

Os problemas apresentados neste trabalho sdo elementares e
tém uma formulagio inteligivel pelos alunos do 22 grau de nossos
colégios. Fizemos uma coletinea de questdes geométricas pro-
venientes da prépria Geometria, da Otica e da Mecinica. Uma
discussdo (quase) completa pode ser feita tio somente com re-
sultados da Geometria Euclidiana. E, de fato, nossas discussées
seguem (uase sempre raciocinios geométricos, procurando mostrar
a beleza e a elegancia da Geometria Euclidiana. Entretanto, nio
pusemos limites quanto aos métodos utilizados. Em alguns luga-
res fazemos uso da Geometria Analitica, do Célculo Vetorial e do
Célculo Diferencial. Ndo vemos mérito em evitar essas técnicas,
quando elas fornecem solugdes simples e elegantes.

Optamos por nao definir todos os conceitos aqui utilizados, e
também por ndo enunciar precisamente os resultados usados. De
outro modo, seria um tal de ir para trds, que tornaria a nossa
apresentagio pesada em pré-requisitos e obscura em seus objeti-
vos. Além do mais, dentro das dimensdes de um artigo, a tentativa
de ser completo nos parece iluséria e inatingfvel. Assim, preferi-
mos usar para certos conceitos o seu significado intuitivo. Qs pré-
requisitos principais sdo a Geometria Euclidiana plana elementar e
a Geometria Analitica, matérias do 12 e 2° graus. Os comentarios e
as observagdes usam algum conhecimento de Calculo Diferencial,
mas poderdo ser omitidos pelo leitor que nio possua essa ferra-
menta. Nossa atitude em comentar assuntos mais avan¢ados é pro-
posital e tem o cardter pedagdgico de mostrar que a Matemdtica
tem uma evolugio e que as varias teorias se interrelacionam. Esse
é um aspecto da Matemdtica que a torna particularmente bela!

O autor agradece ao Professor Carlos Isnard pela cuidadosa
leitura do manuscrito original, apontando-nos algumas imprecisées
e fazendo valiosas sugestdes que foram incorporadas na versdo fi-
nal, que ora apresentamos.
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Figura 1

2. Maximizando a drea, minimizando o perimetro de
tridngulos.

PROBLEMA 1. Entre todos os tridngulos de mesma area, qual
é o de menor perimetro?

PROBLEMA 2. Entre todos os tridngulos de mesmo perimetro,
qual & o de maior area?

A resolugao desses problemas se fundamenta no seguinte re-
sultado, que referimos como

PROPOSIGAO 1. Dados dois pontos P e Q do mesmo lado
de uma reta p num plano, a curva de menor comprimento ligando
P a @ e tocando p é formada pelos segmentos de reta PA e AQ,
onde A € p é tal que os dngulos JPAN e JNAQ sio iguais.
Designamos por AN a semi-reta ortogonal a p, que tern origem A
e que estd do mesmo lado dos pontos P e . Veja Figura 1
Demonstrag¢io da Proposigio 1. O argumento todo se baseia
no fato que a curva de menor comprimento ligando dois pontos é
o segmento de reta com extremidades nesses pontos. Usando isso
vemos:

(i) A curva « de comprimento minimo toca p em apenas um ponto.
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De fato, suponha, por contradi¢io, que v toca p em dois pontos
A e A. Seja M um ponto de ~ fora de p, e tal que ao percorrer
a curva de A para M, passa-se por A. Entdo a curva 7 obtida a
partir de 7 pela substitui¢do do trecho AM pelo segmento de reta
AM tem um comprimento menor que o comprimento de +.

(ii) A curva 7 deve ser formada por dois segmentos de reta. De
fato, seja A o ponto onde 4 toca p, entado necessariamente o trecho
PA da curva é um segmento de reta.

(iii) O ponto A é obtido como a intersecgio da reta p com o
segmento P'Q) onde P’ é o simétrico de P com relagio a p, [isto é, o
segmento P P’ é perpendicular a p e os comprimentos dos segmen-
tos PC e CP’ sio iguais]. De fato, se o ponto de contacio de ¥
com p fosse um outro ponto B terfamos uma curva de maior com-
primento que aquela tocando em 4. Para ver isso, observe que os
tridngulos PCB e P'C'B sdo congruentes, bem como os triangulos
PCA e P'CA. Logo, designando por y(AB) o comprimento do
segmento E, temos

WPA)=5(P'4) e 7(PB)=~(P'B)
e como y(P'A) + 7(AQ) < y(P'B) + v(BQ), obtemos que

V(P A)+7(AQ) < 7(PB) ++(BQ).

Finalmente, a igualdade dos dngulos JPAN e 4N AQ & estabe-
lecida pelo seguinte argumento: os tridngulos PCA e P'/CA sio
congruentes, logo os angulos 4APC e JAP'C sio iguais. Por
outro lado, do teorema das paralelas cortada por uma transversal,
temos que

(i) os &ngulos JAPC e 4 PAN sio iguais como angulos alternos
internos, e

(ii) os dngulos JAP'C e § N AQ sio iguais como angulos corres-
pondentes. §

Resolugao do Problema 1. Afirmamos que se trata do tridngulo
equildtero. De fato, suponha por absurdo que haja dois lados AB
e BC de comprimentos diferentes. Seja p a reta pelo ponto B
paralela ao lado AC e seja D a intersecgio da reta p com a reta v
perpendicular a p passando pelo ponto médio de AC. Veja figura
2. Logo, pela Proposicdo 1, o tridngulo ADC tem perimetro menor
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Figura 2

que o do triangulo ABC. E por outro lado, ambos os tridngulos
t&m a mesina area, por terem mesma base e mesma altura.

ATENCAO! Analisemos criticamente o raciocinio. O que na rea-
lidade foi demonstrado é que dado um tridngulo nio equildtero
sempre existe um outro (agora isdsceles) que tem menor perimetro
e mesma 4area. Na resolugio acima admitimos implicitamente
que o problema tem solugdo. Mais precisamente: entre todos os
tridangulos de mesma 4rea, existe um que tem o menor perimetro.
Isso é razoivel assumir, é de fato verdade, e para uma resolugio
absolutamente rigorosa necessitaria de prova. Entretanto, op-
tamos por assumir essa existéncia. Essa atitude serd tomada
também em outros problemas no decorrer deste trabalho.

Resolugao do Problema 2. Afirmamos que se trata do tridngulo
equildtero. De fato, suponha que haja dois lados AB e BC de
comprimentos diferentes. Usamos as construgbes da resolugdo do
Problema 1. Agora fazemos uso do seguinte fato: existe wm ponto
D' sobre a reta v e acima de D tal que

1(AD') +4(D'C) = 7(AB) +1(BC).

Logo, a drea do tridngulo AD'C é maior que a drea do tridangulo
ADC, a qual é igual & drea do tridngulo ABC. E ademals, os
tridngulos AD'C e ABC tém o mesmo perimetro.

Observacio. O “fato” usado na resolucio do problema 2 se segue
de um outro mais bdsico, que é o seguinte: Dado um ponto P
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fora de uma reta p, seja O o ponto de interseccio de p com a
reta v perpendicular a p passando por P. Os pontos de p podem
ser postos em correspondéncia biunivoca com os nimeros reais de
modo que O corresponde ao zero de o ponto Ay, tal que 7(0OA;) =
1, corresponde ao nimero real 1. Veja Fig.3.

Assim um ponto arbitrdrio A corresponde a um real z. Entdo,
o comprimento y(PA) é uma fun¢io continua de z. Além disso,
7{PA) assume seu minimo quando A = O, e é mondtona cres-
cente tendendo a +oo quando A se afasta de 0. Isso se segue

trivialmente da expressio y(PA) = /y(PO)? + z2.

O Lema 1 abaixo, que sera usado posteriormente no texto, de
certo modo complementa a informagéo fornecida pela Proposigio
1. Numa linguagem intuitiva, ele essencialmente estabelece o se-
guinte. Referindo-se a Figura 2.1, imagine o ponto B como mével;
entdo, y{PB) + 7(B@) aumenta quando o ponto B se afasta de
A. (Lembre que A ¢ o ponto obtido na Proposigio 1). Ou seja, a
fungdo que a cada ponto B associa y(PB) 4+ v(B@) é mondtona
em cada uma das semi-retas em que o ponto de minimo A divide
a reta p.

Lema 1. Seja A a solugdo do problema de minimizacio estudado
na Proposigao 1. Sejam B e By pontos da reta p, tals que B se
situa (estritamente) entre A e B. Entdo

Y(PB)+y(BQ) > v(PB1) + 7(B1Q).
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Demonstragdo. Como na Proposi¢ao 1, seja P’ o simétrico de P
com relacio a p. Entdo, a desigualdade a provar é eguivalente a

Y(P'B) +7(BQ) > 7(P'B) + 7(B1Q).

Observe que B; é um ponto do interior do tridngulo P BQ. Logo,
0 nosso problema se reduz & seguinte assercio.
Sublema:

“Seja D um ponto do tridngulo ABC, com D # B. Entdo,
7(AB)+7(BC) > v(AD) ++(DC)".

Para demonstrar essa assercio, seja F a interseccio da reta
passando por A e D com o segmento BC. (Suponha que D nio
pertence ao lado AC, pois de outro modo a assercio ¢ trivial.)
Agora, usamos sucessivamente o fato que, num tridngulo, qualquer
de seus lados é menor que a soma dos outros dois. Assim

7(DE) +~+(EC) > +(DC),

o que implica

(i) 1(AE) ++(EC) > v(AD) +4(DC).

Por outro lado, temos

Y(AB)+~(BE) > v(AE),

e dai
(i) 9(AB)++(BC) > 7(AE) + 7(EC).

Portanto, a desigualdade a provar se segue de (i) e (ii). &
PROBLEMA 3. A normal 4 elipse num ponto P bisseta o angulo
formado por P4 e PB, onde A e B sdo os focos da elipse.

Resolugao. (i) Definigio da elipse na linguagem da Geometria
Euclidiana. Dados dois pontos A e B num plano 1, a elipse de
focos A e B e eixo maior dado igual a 2a, [2¢ > v(AB)), é lugar
geométrico dos pontos P do plano II tais que

v(PA)+v(PB) = 2a.

(ii) PROPOSICAO 2: A elipse é uma curva estritamente con-
vexa. L
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Figura 4

Veja demonstragio abaixo. Daf se segue que a tangente 3 elipse
num ponto P toca a elipse somente em P e os demais pontos da
elipse estdo no semiplano aberto determinado por 7 e contendo os
focos A e B.

(iii) Suponha, por contradicio, que a normal v a elipse no ponto
P nio bissete o angulo formado por PA e PB. Veja Figura 4,
onde o # 3.

Usando a Propo-sigéo 1 vernos que existe sobre a reta 7 um ponto
P’ tal que

Y(P'4) +7(P'B) < 7(PA) + 7(PB) = 2a,
Logo haverd um ponto P” da elipse no semiplano determinado por
T, € que nao contem os focos. Isso contradiz o que estabelecemos
em (ii) acima. I

Demonstragio da Proposicio 2. Mostraremos que o conjunto
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Figura 5

[ dos pontos P do plano tais que
Y(PA) +1(PB) < 2 (1)

' é um conjunto convexo, isto é, se P e ¢ pertencem a I', entdo o
ponto médio R do segmento PQ também pertence a I'. E, além
disso, mostraremos que se P e () esido sobre a elipse, entdo R é
tal que

v(RA) + y(RB) < 2a. (2)

A demonstracio se baseia por sua vez na Proposi¢io 3 abaixo, a
qual nos diz que

HRA) <SP H3QA] B

1
Y(&B) < S[(PB) + (@ B)]
de onde se segue imediatamente (1) e (2). 1

PROPOSICAO 3. Considere um tridngulo AP e seja R o
ponto médio do lado PQ. Entdo (3) se verifica.

Demonstragio da Proposigdo 3. Seja A’ o ponto tal que
A'PA(Q) é um paralelogramo. Veja Figura 5.
Usamos agora o fato que

29(AQ)? + 2v(APY* = 7(PQ)* + v(A4")%. (4)

Por outro lade

[1(47) - 2(4Q)| <(PQ) (5)

R s s e e

7
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Um célculo simples usando (4), a expressao (5) elevada ao qua dra-
do e o fato que ¥(AA’) = 2y(RA), conduz & desighaldade (3). §

Observagao. A expressdo (4) é conhecida como a identidade do
paralelogramo, que o leitor ji encontrou (ou vai encontrar!) em
outras partes da Matemdtica. Com as ferramentas e o tipo de
conhecimento que estamos usando neste trabalho, serd possivel ao
leitor demonstra-la. Sugestio: dé um jeito de usar o teorema de
Pitagoras.

3. Maximizandd a irea, minimizando o perimetro de
poligonos.

Nesta sec¢io estendemos os problemas 1 e 2 para o caso de
poligonos.

PROBLEMA 4. Entre todos os poligonos de n lados e de mesma
area, qual deles tem o menor perimetro?

PROBLEMA 5. Entre todos os poligonos de n lados e de mesmo
perimetro, qual deles tem a maior drea?

A resposta a ambos os problemas é a mesma: o n~poligono
(i.e. poligono de n lados) regular, que é aquele que tem todos os
lados de mesmo comprimento e todos os angulos interiores iguais.

Resolugao do Problema 4. (i) Suponha, por contradigio, que
o n—poligono p, que tem o menor perimetro, possue dois lados AB
e BC de comprimentos diferentes. Seja p a reta paralela a AC,
veja Figura 6.

Pela Proposi¢do 1 existe B’ sobre p tal que

Y(AB') +7(B'C) < 4(AB) + v(BC)

Logo, o poligono obtido substituindo—se os lados AB e BC por
AB' e B'C tem a mesma 4rea do poligono original p, mas um
perimetro menor. Logo, o poligono p deve ser equildtero.
(ii) Agora provemos que p é equiingulo. Considere trés lados
consecutivos AB,BC e CD, que j4 sabemos tém todos o mesmo
comprimento. E suponhamos que os dngulos § ABC e ¢ BC D sio
diferentes. Para fixar as idéias suponha que o primeiro ingulo (de
medida @} é maior que o segundo (de medida @). Veja a figura 7
Agora, escolhemos o ponto F sobre C'I) de modo que o dngulo
JCBF (de medida b) seja tal que 2b < a — @. Tome E o ponto




Figura 6

sobre o prolongamento de AB de modo que EC seja paralelo a
BF,

Seja ¢ a medida do dngulo S EBF e € a medida do angulo
J BFC. Temos entio

atec—b=n e a+c+b=r.

ngo

c—c=a—a—2b

Figura 7

R A ,;,, S Sl Eé%‘jﬁ}?;uﬂa .
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o que implica 7 > ¢. Segue-se entdo da Proposicdo 1 (veja de-
monstragao abaixo) que \

Y(BE) +4(EF) < v(BC) + +(CF). (1)

Logo, substituindo a parte ABCD do poligono ¢ por AEFD,
obtemos um outro poligono de mesma 4rea e perimetro menor
que o de p, o que é absurdo. §

Demonstrag¢io da desigualdade (1) acima. Vamos reformular
a questdo a fim de ndo repousar na figura 3.2, uma vez que o angulo
€ pode ser até obtuso! Assim a questdo é a seguinte.

“Seja BECF um quadrildtero onde os lados BF e EC sio para-
lelos e os dngulos ¢ = LEBF ¢ € = LCFPB sio tais que ¢ < &.
Entio vale a desigualdade (1)”

Para demonstrar esse fato, seja X a intersec¢do de reta v perpen-
dicular a BF, passando por seu ponto médio, com a reta passando
pelos pontos £C. Entdo, hd duas possibilidades: (i) E e C estio
do mesmo lado de X, e al' o resultado se segue do Lema 1; ou (ii)
E e C estio em diferentes lados de X. Neste caso se designarmos
por €' o simétrico de C' com relagdo & reta v, entio a desigualdade
(1) é equivalente a

1(BE) +v(E, F) <v(BC") +4(C'F},

a qual é precisamente o caso (i) anterior, pois agora C' e B estdo
do mesmo lado de X.

Resolugao do Problema 5. Vamos utilizar o resultado do Pro-
blema 4. Seja p o n—poligono de maior irea entre todos os n—
poh’gonos que tém o mesmo perimetro L. Designemos por S a
area de p. Se p néo for regular, existe um n—poligono (regular) 7
de drea S e pemmetro L < L. Agora, vamos construir a partirde g
um n—poligono g’ de perimetro L e drea §' > S, o que é absurdo!
Tome dois lados consecutivos de B, AB e BC, veja Figura 8.

Agora, escolha um ponto B’ sobre a reta v perpendicular a AC de
modo que

{v(AB') + 7(3'0)] - [7(AB) + 7(30)] =L-1.

O poligono g’ é entdo obtido de P substituindo-se os lados AB e
BC por AB" e B'C. 1
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Figura 8. Figura 9.

4. A desigualdade isoperimétrica.

Nesta secgao usamos um pouco de Trigonometria para resol-
ver o

PROBLEMA 6. Dados dois poligonos regulares de mesmo
perimetro I, aquele que tem maior drea € o que possue um maior
nimero de lados.

Resolugio do Problema 6. (i) Vamos inicialmente expressar a
area A(n) de um n-poligono regular em termos do perimetro L
dado. O n—poligono é a unido de n tridngulos como o da Figura
9, onde O corresponde ao centro do poligono, AB é um ladoe OC
é o apStema. Usamos as notagdes £, = 7(AB) e a, = y(OC).
Temos, entdo

L =nt, (1)

Aln) = gﬂnan @

Como o dngulo JCOA tem 7 /n radianocs, e o apdtema é perpen-
dicular ac lado, obtemos

bn
2

315

= a,ig (3)

Assim de (1), (2) e (3) se segue

L* 1

L3

2




que Teescrevenos na forma

'\
Lz
A(n) = — =2, (4)
4 tg;;

(ii) Para ver 0 modo como A(n) varia em termos de n, basta entio

estudar a funcio
x

flz) = (5)

e ver seu comportamento quando z € (0,7/2), pois isso nos dard
informagdes sobre A(n) para n > 2, usando-se z = x/n. Temos
que

tgz

lim f( )=1 e lim f(z)=0. (6)
z—0 r—Z

Além disso f é continua no intervalo (0,7/2) e a derivada f'(z) <
0. Logo, f € estritamente decrescente. Isso nos mostra que A(n)
é estritamente crescente quando n cresce. Logo se m < m e
A(n) e A(m) designam, respectivamente, as 4reas do n—poligono

regular e do m-poligono regular de mesmo perimetro, temos
A(n) < A(m). 1

Observacao 4.1. A demonstragio acima, nos diz algo mais. De
(4) e (6) obtemos
L2
Aln) < = (7)
Segue-se de (7) e do Problema 5 que
¢ Designando por A e L respectivamente a drea e o per;metro de
um poligono (regular ou n3o), temos

47A < L%,

que € a chamada desigualdade isoperiméirica para poligonos. A
seguinte forma mais geral da desigualdade isoperimétrica pode ser
vista em [4] ou [3].

¢ A drea A englobada por qualquer curva simples plana fechada
retificivel C, de comprimento L, satisfaz a desigualdade

4mA < L% (8)

além disso, a igualdade ocorre, se e sé se € for um circulo.
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Observagio 4.2. Na demonstragdo anterior, usamos o Célculo
Diferencial para se obter rapidamente uma idéia do gréfico de
uma fungio, o que de outro modo poderia ser enfadonho. Nao
vejo mérito em evitd-lo! Pelo contririo, o eventual leitor, que
nio tenha essa importante ferramenta a seu dispor, deve urgente-
mente procurar adquiri-la. Vamos detalhar um pouquinho mais
alguns passos da demonstra¢do acima. Usamos o fato que il}f})

(sen z)/z = 1. Também

gz — sec’z

f(z) =

tglz

Agora tgz < z sec’z é equivalente a sen2z < 2z, o que pode ser
visto utilizando o “circulo trigonométrico”, ou Célculo Diferencial

novamente,

Uma demonstragdo geométrica de lir% (sen z)/z = 1.
I =

Considere um circulo de raio 1 e centro em O. Veja Figura 10
Assim y(0A) = 4(0C) = 1 e designemos y(CD) = aevy(AB) = b.
Vemos que, se a medida do dngulo 4 AOC for z radianos, entdo
a = senz. Vemos entdao que

a<z<h

Por outro lado, como ¥(OD) = V1 — a?, (teorema de Pitdgoras),
obtemos da semelhanga dos tridngulos ODC' e OAB que

v1—a?

9 _
b 1

.

7

R
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Logo de (1) e (2) temos

Y

0<1—-§<1—E=1-\/1—a2 (9)

b

Quando z — 0, segue-se que a — 0. Logo o dltimo membro das
desigualdades em (3) tende a 0 quando z — 0. Logo 1~a/z — 0. §

O problema de Dido, uma amenidade. Dido, filha de um rei
fenicio, refugiou-se no norte da Africa, depois que seu marido foi
assassinado. Foi-lhe prometida a extensio de terra que pudesse
cercar com o couro de um boi. Diz a lenda que ela preparou com o
couro uma longa e fina correia, e cercou com a mesma um terreno
circular. Essa é a legenddria estéria da fundacio de Cartago!l O
problema de Dido (uma homenagem péstumal) é o seguinte:

“Entre todas as curvas planas fechadas (retificdveis) de um
dado comprimento [, encontrar aquela que engloba maior dzea”.

A desigualdade isoperimétrica (8) acima, e a afirmacio que
a segue nos diz que essa curva é o circulo. Assim o problema de
Dido ¢ apenas parte do enunciado da desigualdade isoperimétrica.

£ interessante observar que podemos resolver o problema de
Dido sem fazer recurso & desigualdade isoperimétrica. A demons-
tragao a seguir é devida a Jakob Steiner (1796-1863).

Faz-se a suposi¢io inicial de que o problema tenha uma

solugdo 7, e af se mostra que ela deve ser o circulo. A demons-
tracao é dividida em trés etapas.-
(1) v € uma curva conveza. De fato, suponha, por contradicio,
‘que vy possua uma reintrdncia ¢ entre A e B, (veja Figura 11).
Mais precisamente, existem dois pontos 4 e B em 7 de modo que
o segmento aberto AR est4 fora da regido delimitada por 7. Seja
o' a reflexdo do trecho o da curva com relacio ao segmento AB.
A curva ¥ obtida a partir de y substituindo-se o trecho ¢ por o'
tem o mesmo comprimento que v e engloba maior area.

(ii) Agora mostramos que o problema de Dido & equivalente
a0 seguinte:

Problema de Dido com parede: Seja p uma reta do plano e
seja X a unido de p com um dos semiplanos determinados por 2.
Consideremos as curvas em X de um dado comprimento e cujos
pontos inicial e final estdo sobre p. Mostrar que entre essas curvas
aquelas que juntamente com p englobam a maior drea sio os semi-
circulos com base sobre p. Sejam A e B pontos sobre v que a
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Figura 12, - Figura 13

dividem em dois arcos 7; e 2 de igual comprimento. As regices
R; e R, delimitadas pela reta p, que passa por A e B, e pelos
arcos y; e J» respectivamente devem ter a mesma drea. Pois, de
outro modo, se R; tivesse maior area que R,, obterfamos uma
curva ¥ de mesmo comprimento que 7 e englobanrdo maior érea.
Bastaria tomar ¥ = ;1 U y] onde 4 ¢é a reflexdo de 1 com relagéo
ap.

As curvas 1 e 2 sdo solugbes do Problema de Dido com
parede, pois se ndo fossem existiria uma curva va de igual compri-
mento unindo pontos C' e D de p e delimitando com p uma area
maior. Seja v§ a imagem refletida de 3 com relagio a p. A curva
fechda y3U+y; teria o mesmo comprimento que 7 e delimitaria uma
maior drea, o que nio é possivel.

Antes de prosseguir a demonstragio, demonstremos a

PROPOSICAO 4. Considere a figura formada por uma curva
convexa 7v; e pelo segmento AB, veja Figura 12. Suponha que a
seguinte propriedade se verifica: dado qualquer ponto P sobre 7y,
o angulo APRB é reto. Entdo vy é um semicirculo.

Demonstragio. Seja O o ponto médio do segmento AB. De-
vemos entdo provar que y(OP) = v(0OA). Para isso basta mos-
trar que o = o. Trace uma reta paralela a PB passando por
0. Entio a intersecio C dessa reta com AP é o ponto médio do
segmento AP. Logo os tridngulos ACO e PCO sio congruentes.
Daia=0a' §

Voltemos agora & tltima etapa de resolugio do Problema de
Dido.

%
§
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(iii) Seja 1 a curva convexa que, entre as curvas convexas de com-
primento [, delimita juntamente com a reta p a maior 4rea. Veja
a Figura 4.5. Provemos usando a Proposi¢io 4 que v; é um se-
micirculo. A idéia é usar o “método das rétulas”. Na Figura 4.5,
consideremos as regides hachuradas como placas rigidas e coloque-
mos rétulas em A, B e P.

A idéia agora é deixar A fixa e deslocar B sobre a reta p. A
curva 7y se deformard por rotagio em volta de P, mas mantendo
os trechos AP e PB inalterdveis; logo o comprimento de v; é
mantido. A variagdo da drea englobada por p e pela curva ficard
" por conta do tridngulo APB. A maior drea sera obtida quando
APB for um tridngulo retangulo. Logo, se para um dado ponto P
o tridangulo nao for retangulo, serd possivel deslocar B e obter uma
area maior. Observe que se o angulo J AP B fosse maior que 90°,
deslocariamos o ponto B para a esquerda, aproximando—o de A.
Neste caso, a drea do tridngulo deformada seria maior e a curva
71 deformada seria ainda convexa. Entretanto se o angulo 3 APB
fosse menor que 90°, terfamos que deslocar B para a direita. Neste
caso, a curva -y; deformada nfo seria convexa. Ai usarfamos o
argumento da parte (i) para obter uma curva convexa de mesmo
comprimento que y; e delimitando juntamente com p uma 4rea
maior. Em qualquer dos casos chegarfamos a um absurdo. |

Observagio 4.1. Por que, na parte (i), a hip6tese de nio con-
vexidade de 7 nos permite encontrar uma “reintrincia”? E se a
curva vy fosse como na Figura 147

Bom, vemos que nesse caso deveriamos escolher a “reintrancia”
dentro de uma reintrincia! Como formalizar isso, a fim de nio
dependermos da figura? A idéia é a seguinte. Para cada reta p no
plano, tomamos as retas a ela paralelas p, e py com a propriedade
que elas tocam 7 e v fica situada entre as duas. Veja Figura 15.
Ent8o, 7 é convexa se e s6 se para toda reta p, as interseccdes
7 N pe & v N pg 580 intervalos (fechados). Se v néo for convexa,
entdo existe p tal que p, (digamos) é tal que p. U~y nio é um
intervalo. Seja PQ o menor intervalo fechado contendo peNy. No
argumento da parte (i) poderfamos simplesmente refletir a parte
de v entre P e () com relagio a p,, e obter o resultado desejado. Qu
poderiamos encontrar sobre p. pontos A e B com a propriedade
expressa na parte (i).
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Figura 14. Figura 15

5. O Principio de Fermat e as Leis da Otica Geomeétrica.

O Principio de Fermat estabelece que
e 0 caminho seguido pela luz para ir de um ponto A a um ponto
B em um certo meio é aquele percorrido em tempo minimo
» Se o0 meio for homogéneo, a velocidade da luz é constante e, como
da Cinemdtica, temos

espago = velocidade X tempo,

segue—se que tempo minimo corresponde a comprimento minimo.
Assim vamos poder recorrer a métodos da Geometria Euclidiana
para estudar as leis da QOtica.

Lei da Reflexao da Luz. O angulo de incidéncia é igual ao
angulo de reflexio.

Lei de Snell da Refragdo da Luz. Suponha que a luz passa de
um meio M,, onde a velocidade da luz é v, para um ocutro meio
M, (separado de M, por um plano H) onde a velocidade da luz é
vy. Seja ¢ o dngulo de incidéncia em H e r o angulo de refragao,
veja Figura 16. Entdo

sent  sen’

V1 Uy

°
§

i
i
B
B
i
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Figura 16

Demonstragio da Lei da Reflexdo. Vamos fazer nosso ra-
ciocinio se referindo a Figura 2.1. Suponha que p é a secio de
um espelho plano perpendicular ao plano da figura. A luz vai de
P para @ se refletindo em p. Temos a hipétese de que o meio
onde o fenémeno acontece ¢ homogéneo, donde a velocidade da
luz é constante ai. Usamos o Principio de Fermat, que nas pre-
sentes circunstincias implica em que se deve encontrar o caminho
de menor comprimento ligando P a @ e tocando p. Essa questio
estd resolvida pela Proposigdo 1. O angulo ¢ de incidéncia é por
defini¢do o dngulo  PAN e o de reflexiio r é § N AQ, os quais sio
iguais precisamente pela Proposi¢io 1. §

Demonstragio da Lei da Refragio da Luz. Vamos fazer a
hipétese de que os raios incidente e refratado estejam num mesmo
plano ortogonal ao plano H. Assim podemos estudar o fendmeno
no plano da figura; designemos por p a reta intersecio de H com o
plano da figura. Tomemos um ponto A sobre o raio incidente e um
ponto B sobre o raio refratado de modo que ambos distem de p
de um mesmo valor h. Coloquemos sobre p um sistema de coorde-
nada z de modo que a origem coincida com o pé da perpendicular
baixada de A sobre p. Veja a figura 17.

Nosso problema é entdo o seguinte: dados A ¢ B encontrar o ca-
minho ligando esses dois pontos de modo que a luz o percorra




>

O ————
o
bl O
>

o

Figura 17

em tempo minimo; estamos usando o Principio de Fermat. Em
vista do fato que num meio homogéneo o caminho seguido pela
luz é uma reta, o nosso problema se reduz a encontrar um ponto
P sobre p de modo que a luz percorra a poligonal AP B em tempo
minimo. Designemos por z a abcissa do ponto P (a priori, pode
ser qualquer nimero real, positivo, negativo ou zero). O tempo

para ir de A ate P é
,/hZ _|_$2

=
!
e o tempo parairde P a B é
h? + (£ —x)?
fe =
vg

onde £ é a distincia de O a C, i.e., y(OC). O que queremos é

minimizar a fungio

_ VTR | =)

™ (%

T(z)

Como essa funcio é tal que T(z) — 4o quando z — +2¢ e
T — —o00, e como a funcio é diferencidvel se segue que o minimo
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ocorre em um ponto onde a derivada T'(z) = 0. Fazendo as contas,

obtemos
z 1 {—z

1
_ = ={. 1
v1 vVhE 422 v2 /R + (£ —x)? (1)

Analisando-se os sinals dos dois termos em (1) vemos que uma
eventual solugio z deve ser tal que 0 < & < £. E mais ainda,
designando por f(z) a funcio definida pelo primeiro membro de
(1), vemos que f(0) < 0 e f(£) > 0. E como f é uma funcio
continua existe pelo menos um ponto onde ela se anula, usando o
Teorema do Valor Intermedidrio. Consequentemente (1) tem pelo
menos uma solugdo. Para ver que (1) tem apenas uma solugio,
basta mostrar que f é uma fungéo estritamente crescente. Para tal
um célculo direto mostrando que f'(z) > 0, fornece a conclusio.

Logo esse dnico valor de z onde f(z) se anula é o ponto de minimo
de T. Como

x } f—=z
——— = geni e =senr,
vVh? 4 2 VR + (£ —2)?

a expressao (1) torna-se precisamente a lei de Snell. §

A Reflexao em Espelhos Esféricos, A reflexio da luz num es-
pelho esférico £ é regida também pelo Principio de Fermat. Assim,
supondo que o meio fora de £ é homogéneo, o caminho seguido
pela luz para ir do ponto P ao ponto () tocando na superficie £
¢ aquele de comprimento minimo. Consequentemente, devemos
encontrar o ponto 4 em &£ de modo a minimizar y(PA) + v(AQ).
Veja Figura 18.

PROPOSICAO 5. Dados o circulo £ e dois pontos P e @ fora
dele (de modo que o segmento P nio intersecione £), o ponto 4
em £ com a propriedade que

7(PA) +~7(AQ) = min{y(PB) + y(BQ): B € &}

é tal que a reta OA bisseta o dngulo JPAQ.

Demonstragao. Como em situagdes anteriores admitimos que o
ponto A com a propriedade minimizante acima existe. E mostre-
mos a ignaldade dos angulos de incidéncia e reflexdo. Tracemos a
tangente p ao circulo £ pelo ponto A. Suponha, por contradicio,
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Figura 18

que os angulos i e r sdo diferentes. Para fixar as idéias suponha
¢ > r. Tomamos agora uma reta p' passando por A e tal que sua
normal »’ em A divide o dngulo PAQ em dois angulos i’ e ' com

i > 1 > ', Entdo, a reta p’ corta o circulo £ em dois pontos A e
A'. Veja Figura 19.

Resulta, entdo, do Lema 1 que existe um ponto B em p' entre
A’ e A tal que '

1(FPB)++(BQ) < 1(PA) +7(AQ). (2)

Qualquei' ponto €' da intersecgdo do tridngulo BPQ com a circun-
feréncia £ é tal que

Y PCY+ v(CQ) < v(PB)+ ~(BQ), (3)

o que se segue do Sublema provado dentro da demonstragio do
Lema 1. Finalmente, a conjungio das desigualdades (2) e (3)
conduz a uma contradi¢do a minimalidade de A. 1
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Figura 19

Segue-se da Proposi¢io 1 que existe um ponto B em p’ entre 4’ ¢
Atal que y(PB)4++(BQ) < ¥(PA)+9(AQ). Seja C a interseccio
de £ com PB. Entio é facil ver que

Y(PC)++(CQ) < y(PB)+ v(BQ),

0 que juntamente com a desigualdade anterior contradiz a mini-
malidade de A. @

Observagdo 5.1. A existéncia de um ponto A com a propriedade
minimizante acima, existéncia essa admitida na demonstracéo an-
terior, pode ser demonstrada rapidamente fazendo recurso a um
resultado da Anilise: toda funcdo real continua num conjunto
compacto do plano assume o seu minimo. Veja, p. ex. [5]. No
nosso caso, o compacto é o circulo £ e a fungao é f: £ — R definida
para (z,y) € €

Hzy) = V@ —apP + (- up) +1/(z - 20) + (3 - yo)?

onde estamos usando um sistema de coordenadas no plano e
(zp,yp),(zg,yg) e (z,y) sfo respectivamente as coordenadas dos
pontos dados P e () e de um ponto genérico sobre £.

PROBLEMA 7. Dados trés pontos A, B e C nio colineares num
plano encontrar um quarto ponto P tal que y(PA) + v(PB) +
v(PC') seja um minimo.
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Resolucao. Como nos outros problemas admitimos que existe um
ponto P do plano que resolve esse problema. Essa existéncia pode
ser demonstrada, veja Observagdo 5.2 abaixo. A seguir, usamos a
notagao

a(Q) = 1(QA4) +v(@B) + v(QC)

onde ( é um ponto genérico do plano determinado pelos pontos
A, B e C. Designemos por P o ponto que resolve o Problema 7,
isto &,

o( P} = mino(@).

(i) Usando o Sublema provado dentro da demonstragdo do
Lema 1, vé-se que P ndo pode ser um ponto do exterior do
tridngulo ABC. De fato, basta analisar as duas possibilidades
para a posicio de P nessa eventualidade: (a) um dos vértices (di-
gamos A; o mesmo raciocinio se for outro vértice), e (b) os pontos
A, B, C e P formam um quadrildtero convexo.

(ii) O ponto P nio pode estar sobre os lados, a nao ser que
seja um vértice. De fato, suponha que P esta dentro do segmento
AB. Observe que, neste caso, o( P) = y(AB) + y(PC). Trace o
circulo centrado em C e raio igual a y{PC'). O segmento AB deve
tangenciar esse circulo, pois, de outro modo, terlamos pontos P!
sobre AB tais que

7(AB) +4(P'C) < v(AB) + 4(PC),

contradizendo a minimalidade de P. Logo PC é perpendicular a

AB. Trace agora o circulo £ com centro A e raio y(PA). Segue-se

da Proposicio 5 que existe um ponto P’ dentro do tridngulo ABC

e sobre & tal que y(P'B) +v(P'C) < y(PB)+y(PC), e dai se vé

que a existéncia de um tal P’ contradiz a minimalidade de P.
(iii) As partes (i) e (ii) acima estabelecem que P deva estar

no interior do tridngulo ou ser um de seus vértices. A nossa meta

agora sera provar as assercoes seguintes:

() Se P for um ponto interior do tridngulo ABC entdo os angulos
JAPB, 4BPC e 4CPA sao iguais e cada um deles mede
120°. Decorre, entdo, que neste caso os angulos internos do
tridngulo ABC sdo todos trés inferiores a 120°.

(3) Se os angulos interiores do tridngulo ABC medem todos trés

menos de 120°, entio P é um pounto interior do trizngulo
ABC. .

S o e A R S e R
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(7) Se o angulo § ABC for maior ou igual a 120°, entdo P = B.
Prova de {a). Inicialmente, afirmamos que os pontos B e C
jazem fora do circulo £ de centro A e raio v(PA). (Asser¢des
analogas para circulos centrados em B e C com raios y(PB) e
¥(PC), respectivamente). De fato, se isso ndo fosse o caso, tal
circulo intersecionaria o lado BC num ponto P/, e é ficil ver que
o({P") < 6{ P}, o que contradiz a minimalidade de P. Agora, como
os pontos B e C estio fora de &, (veja Figura 20), o ponto P é tal
que o caminho de C aa B e tocando £ é minimo. A Proposicio
5 nos diz que 7 = r. Logo os angulo JAPB e 4APC sao iguais.
Fazendo-se um raciocinio semelhante comegando com um circulo
centrado em C, obtemos que os angulos JAPC e {BPC séo
também igunais. Isso completa a prova de (a).

Observagio. Se P estiver no interior, vemos que ele é a inter-
secgao de trés circulos £4, £ e £¢ obtidos do seguinte modo.
Primeiro, observe que o circulo £¢ determinado pelos pontos A, P
e B é tal que a corda AB subtende um arco de 120°. Veja Figura
5.6. A seguir, veja que o centro O desse circulo £¢ é o ponto fora
do tridngulo ABC que esta sobre a perpendicular a AB passando
por seu ponto médio e de modo que no tridngulo AOB o angulo
4 AOB mede 120°. De modo analogo se constréem os circulos £4
e&p.

Prova de (§). Construimos os circulos £4 e £p como na
observagio acima. Observe que esses circulos se interseccionam
em C e num outro ponto P. [Se o d&ngulo ¢ BC A fosse 120° esses
circulos se tangenciariam em C. Se tal dngulo fosse maior que
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120°, a intersecgdo seria fora do tridngulo]. Os dngulos 4 BPC e

JC P A medem 120° cada, o que forga P estar dentro do tridngulo
ABC.

Prova de (7). Neste caso, P ndo pode estar no interior do
tridngulo, em vista de («). Logo de acordo com (iii}, P deve
ser um vértice. E facil ver que de fato P = B, pois o(P) =
4(AB) + v(BC), uma vez que AC é o maior dos trés lados do
tridngulo ABC.

Observagdo 5.2: A existéncia de solugdo do problema 7.
A existéncia de uma solugdo para o problema 7 pode ser feita ana-
liticamente em duas linhas! Introduzindo—se um sistema de coor-
denadas no plano e designando por (z4,¥4),(zB,¥8),(zc,yc) as
coordenadas dos 3 pontos dados e por (z,) as coordenadas de um
ponto genérico, a questdo é mostrar que a funcdo

fz,y) = falz,y) + fB(z,9) + fo(z,y)

onde fa(z,y) = [z - z4)? + (y — y4)*]*/?, assume seu infimo
quando (z,y) varia no plano. Isso decorre imediatamente do fato
que f(z,y) — oo quando z*+y* — 00, 0 qual implica que podemos
restringir a fungio f a um disco {(z,y) : 2% 4+ y* < R*} de raio R
(suficientemente grande) para efeitos de minimizagio. E a seguir
aplicamos o resultado da Andlise enunciado na Observagio 5.1
acima.

Observagdo 5.3: O angulo de 120° ¢ o Problema 7. De
nossas consideragoes geométricas ficou claro que o angulo de 120°
desempenha um papel crucial no problema 7. Agora vamos fa-
zer uma incursio analitica no problema e ver que 120° aparece
também! Vamos supor que P ndo é um dos pontos A, B ou C.
Pela Observagio 5.2, o ponto P minimiza a fun¢do f. Logo o
gradiente de f no ponto f deve ser O. (Veja Secdo 6, a seguir)
Escrevemos entido as duas equagdes provenientes da nulidade das
derivadas parciais de f.

T -4 T —2zp T —7zo
falz,y) * fa(z,y) * fe(z,y)
Y—ya Y~ YB ¥-Yo

i) oy T felmy) (5)

=0 (4)




Agora introduzimos os vetores no plano
'\
va=(2—2a,¥y~ya)ve=(2—28,y—yn)
ve(z - zc,y — yo ).

As expressoes fa, fp, fc sdo respectivamente as normas |[v.||,
lvgil, |vell desses vetores. As equagdes acima nos dizem que

0
vat+vp+0E =0

onde v% designa o vetor unitirio na direcio de v, analogas
notagdes para os outros vetores. A expressio (4) diz que a soma
de trés vetores de norma 1 é zero. Isso implica que esses vetores se
dispbem sobre os vértices de um tridngulo equildtero inscrito num
circulo de raio 1 centrado na origem.

6. O Cilculo diferencial e os problemas de méximo e
minimo.

Na demonstragio da lei de Snell o Célculo Diferencial foi uti-
lizado através do seguinte resultado:
* Seja g:R — R. uma funcio diferencidvel. Entdo, se z¢ é um
ponto onde g assume um médximo local ou minimo local, entio
g'(z0} = 0.
s Observe que a condigio de anulamento da derivada é apenas
uma condicdo necessaria. Ela é, em geral, usada do seguinte modo:
determina-se as solugbes da equagio ¢'(z) = 0, e ai se usa o fato
que entre elas estdo os eventuais maximos e minimos. As solucdes
de g'(z) = 0 sdo chamados os pontos criticos de g. Para decidir se
um ponto critico 29 é méximo ou minimo ha que recorrer a outro
tipo de informagdo. Por exemplo, no Célculo Diferencial apela—
se para a derivada segunda ¢" da fun¢io g. Ai se prova que se
g"'(zo) > 0 entdo z¢ é minimo, se ¢''{zp) < 0 entdo z¢ é maximo;
quando g”(zy) = 0 pode ocorrer maximo, minimo, ou nem um
nem outro. No caso da lei de Snell, poderiamos ter usado esse
critério, mas dentro da mecanica do nosso raciocicio nos pareceu
mais interessante estudar a funcdo f. Questio de gosto!

Para fungdes de vérias varigveis ¢: RY — R as questdes de
mdximo, minimo e ponto critico sio pertinentes. O anslogo da
derivada de fungdo de uma varidvel é o gradiente, designado por
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Vg ou grad g, o qual é uma fungio vetorial Vg: RY — R definida

por
dy dyg
§= (83:1”” ’amw)'

~,
b

E claro que o gradiente estd definido se a funcao tiver suas deri-
vadas parciais. Os pontos criticos de ¢ sdo as solucdes z € RV da
equacio {que na verdade é um sistema de equagdes) Vy(z) = 0.
Como antes, os eventuais maximos e minimos estio entre os pontos
criticos. Isso foi utilizado na Observagdo 5.3. Também hé critérios
para decidir de que tipo de ponto critico se trata, via derivadas
segundas. Cf. [1], [5].

- Em muitas situacdes procura—se maximizar ou minimizar uma
funcio g pondo em competicio nio todos os pontos de RV, mas
apenas pontos que estao sobre um certo conjunto, como, por exem-
plo, uma superficie.

Problema 2 revisitado. A férmula de Heron para a 4rea de
um tridngulo é dada por /p(p — a)(p — b)(p ~ ¢) onde a,b,¢ sio
os lados do tridngulo e @ 4+ b 4+ ¢ = 2p. Portantoc o problema se
resume a obter o méaximo da fungio g:R3 — R,

g(aa bvc) = \/p(p - a)(p— b)(p - C)

com as condigdes
a,b,e >0 e a+b+c=2p,

onde 2p é o perfmetro dado. A idéia é entdo investigar os pontos
criticos de g restrita a superficie (no caso presente é um plano!)

wla,b,e)=a+b+c—2p=0.

Paremos um momento para comentar sobre esse tipo de problema.

Multiplicadores de Lagrange. O problema é encontrar condi-
¢des necessarias para um ponto zo € R ser um ponto critico de
funcdo diferencidvel g: R — R restrita a uma superficie § dada
por

w(z) =0, 2 € RY
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onde ¢»:RY — R é uma funcio diferencidvel, com Vi(z) # 0.
Esta condigiao quer dizer que a superficie S é regular, isto &, tem
uma normal em cada ponto. E intuitivo se ver que se zg9 € 5 for
um ponto de minimo ou de miximo para g restrita a 9, temos
necessariamente que Vg(zo) é paralelo a Vio(zg). Isso poder ser
demonstrado rigorosamente, veja [5]. Logo, existe um niimero A
tal que

Vg{zo) = AVe(zo).
Esse A é chamado um multiplicador de Lagrange. Temos entio

um método pritico de produzir pontos que podem ser miximos

ou minimos condicionados: encontre as solugdes (zg,A), zg €
RY, X € R do sistema

Vy(z) - A\Ve(z) =0

() =0

Em outras palavras, formamos a funcio ®: RV x R — R definida
por

3(z,)) = g(z) - Ap(z)
€ procuramos seus pontos criticos. Esse problema tem a vantagem
de ndo ter vinculos. Os pontos criticos sio as solugdes do sistema

(1)
Volta a resolugao do Problema 2. Formemos a funcio
®(a,b,e,A) =p(p~a)p—b)(p—c)— Aa+b+c— 2p).

Observe que retiramos a raiz quadrada, pois maximizar g ou g* é
a mesma coisa. Neste caso, o sistema (1) se torna

—p(p=b)p—c)-A=0 (1)

—plp-a)p-c)—A=0 | (2)

—pp—a)(p-b)~A=0 (3)
a+b+c—-2p=20 (4)

De (2) e (3) obtemos ou p = c ou @ = b. A alternativa p = ¢ deve
ser descartada, pois nesse caso se seguiria de (5} a+b=p, e a
solugio néo daria um tridngulo. Logo @ = b. Usando (2) e (3)
obtemos b = c. E (5) nos dé a = 2p/3. Assim temos um tridngulo
equildtero. §
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7. A Braquistécrona.,

Em 1696, Johann Bernoulli publicou um artigo “Problema no-
vum ad cujus solutionem Mathematici invitatur” na Acta Erudito-
rum, uma revista cientifica que teve Leibniz como um de seus fun-
dadores. Nesse artigo o seguinte problema foi proposto. [Trata-se
de um problema de Mecanica sobre o movimento de uma particula
sob a agio da gravidadel. “Considere A e B dois pontos sobre um
plano vertical, mas ndo sobre a mesma perpendicular, e A estando
a uma cota mais alta que B. Dentre as curvas ligando A a B, qual
delas tem a propriedade que uma particula deslisando sobre ela,
sem atrito e sob a agao da gravidade, vai de A a B no menoer tempo
possivel?” Essa curva se chama braquistécrona, uma palavra com
etimologia grega: brachistos ( = mais curto}, chronos (= tempo).

Esse problema foi em seguida resolvido por Newton, Leibniz,
Jakob Bernoulli e pelo proprio Johann. A solugio de Jakob foi
também publicada na Acta Eruditorum {1697) num trabalho com
um titulo ndo menos pitoresco “Solutio problematum {raterno-

rum”.

Aqui vamos apresentar a solu¢do de Johann, pois ela estd mais
no espirito deste artigo. Ela se baseia na lei de Snell da refragio.

Para estudar a dindmica do problema, vamos usar um sis-
tema de coordenadas {z,y), com o eixo dos y na diregdo vertical e
orientado para baixo, e a origem (0,0) do sistema coincidindo com
o ponto A. Veja a Figura 22.

No inicio do fendmeno a particula se acha em repouso no ponto
A, (portanto, a energia cinética £, da particula no inicio é zero)
e comega ai seu movimento de descida sob a a¢ido da gravidade.
Tomando o eixo dos z como o referencial para cdlculo da ener-
gia potencial, vemos que no instante inicial a energia potencial £,
da particula é zero. Portanto pela Lei da Conservacio da Ener-
gia, a energia total £ = F, + E. dever ser constante. Como,
inicialmente, ela é zero, segue-se que em qualquer instante poste-
rior deve ser também zero. Logo, designando por v a velocidade

da particula quando ela passa pelo ponto P de coordenada (z,y),

temos
1,
mgy = ~mv-

2

onde m é a massa da particula. Assim, v = +/2¢y,0 que mostra

B A DAL 5 R
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X

yY

Figura 22

que a velocidade sé depende de y e é, de fato, uma furicdo crescente
de y. . S :

Facamos agora uma pausa a fim de estabelecer uma analo-
gia desse fendmeno com o fenémeno de propagacio da luz em
um meio de densidade varidvel. Suponhamos que o meio atra-
vessado pela luz é constituido por uma série de camadas pa-

ralelas Fi, Fy, Fy,... de de_nsida,_dé decrescente. Consequente-
mente, as velocidades de propagacgio da luz nessas camadas séo
v1 < v2 <v3<.... Veja Figura 23

Pela lei de Snell da refragio da luz, temos

§en 47  Sen iy sen i3

n vy U3

Agora, o caso em que a velocidade é uma fungio continua pode
ser obtido como o limite do caso discreto acima fazendo-se as
espessuras das faixas tenderem a zero. Assim obtemos

sem ¢

= const _ (1)

I
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l
Figura 23

que é uma equacio satisfeita em cada ponto da trajetoria do raio
de luz. O adngulo i se torna o dngulo da tangente a trajetdria com
o eixo y.

A analogia entre os dois fenémenos nos leva a reduzir o pro-
blema mecanico a um problema de propagacao da luz num meio

(o semiplano y > 0 da Figura 7.1) onde a velocidade da luz é dada
por

29y (2)

A trajetdria do raio de luz serd uma curva que representa,moé
por y(z) utilizando o sistema de coordenadas da Fig. 7.1. Logo

y'(z) = fg(— - 1)
de onde se segue, usando os conhecimentos da Trigonometria, que
1
sen § = —————x= (3)
V1+y(z)

Assim, utilizando (2) e (3) em (1), obtemos que a funcao y(x) deve
satisfazer a equacdo diferencial:

i+ =c¢ (4)
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onde ¢ é uma constante.

Estamos em presenga de um problema da teorid das Equagtes
Diferenciais; veja por exemplo [7}. O problema é obter uma
solucao y(z) da equagio (4) que além 'do mais passe pelos pon-
tos A e B. Assim, se as coordenadas de B sdo (e,b), a solugio
procurada deve satisfazer as condigoes -

W0)=0 e yla)=b. (5)

Para encontrar solugdo de (4) introduzimos uma varidvel @
definida por .

"= cot - 6

¥ =cots (6)

Substituindo em (4} obtemos

¥ = 2c¢ sen® g =¢(1- cos 8) (7)
Como dy = y'dz, obtemos de (6) e (7)

; ,
dz = ctg§ sen 8 d | - (8)

de onde se segue T . o a
r=c(f —sen 8)+ k- (9)
onde k é uma constante proveniente da integracio de (8). Usando
a primeira condi¢do em (5) temos de (7) que y = 0 implica § = 0,
e z = 0 implica k = 0. Portanto, a equacio da curva y(z) é dada
em forma paramétrica por :

z=c(f—senf) y=c(l—cosh) o)

Agora a utilizagdo da segunda condigao de (5) nas equagdes
(10) nos da o valor de ¢, bem como o valor do parimetro & no
ponto B, :

As equagdes (10) representam uma cicloide. Veja Figura 24.
A cicloide é o lugar geométrico descrito por um ponto de um circulo
quandoe este rola sem deslisar sobre uma reta. Na Figura 24 essa
reta é o eixo z.
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Figura 24

Quando 8 é zero o ponto P estd na origem. Assim v(OD) = #r,
onde 6 é a medida do 4 DC'P em radianos e 7 & o raio do circulo.
Logo as coordenadas de P sio

=6 —r7sen 8 =r(f—sen §)

y=r—rcosd = r(1 - cos h)

que sao as equacdes (10) com r = ¢. |

Observagdo 7.1. O valor de 6 no ponto B, como dissemos acima
pode ser determinado a partir de (10). Assim, 8 é a solugio de

¢ B—send
b 1-cosd (11)

Mas serd que (11) tem solugo? Para responder a essa pergunta,
basta estudar a funcio '

# —sen §
)= 1—cosé

afim de se saber se a/b esti em sua imagem. Um dominio razo4vel
para f é o conjunto dos @ no intervalo [0,27] que corresponde a
um arco completo da cicloide. Utilizando-se as técnicas do Célculo
Diferencial podemos provar que ;i_% f(8) =0, IglirnzrlTr f(6) = 400, e

[ € estritamente crescente. Logo quaisquer que sejam g e b dados,
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existe um e somente um valor de # que resolve (11). Concluimos
pois que o problema de braquistdcrona possue uma finica solugao,
uma vez dados os pontos A e B. Nossa andlise esta mostrando
que se a e b forem tais que a solugdo 8 de (11) é maior do que 7,
a curva y passa por um minimo antes do ponto B.

8. Epilogo e Prelidio.

O nosso trabalho termina aqui, precisamente onde um mundo
de matemdtica bonita comega! A maior parte dos problemas que
estudamos vém da Antiguidade. Os matematicos gregos antigos se
propuseram esses problemas e os resolveram usando as técnicas da
Geometria Fuclidiana, como nds o fizemos. E bem verdade que
as questdes de existéncia da solugio do problema ndo eram por
eles consideradas. Lembramos, porém, que os matemadticos até o
século XIX, ao considerarem problemas semelhantes, também nao
tinham essa preocupacao. Nas Observagdes feitas no decurso deste
artigo, comentamos esses pontos mais delicados, dentro do rigor
moderno, e fazendo apelo a um tipo de matemadtica introduzida
apds o século XVIL

O problema da braquistdcrona foi tratade por nds, porque
a bela resolugido de Johann Bernoulli usa de modo engenhoso a
analogia com a refracdo da luz, assunto discutido em uma secao
anterior, o que da uma continuidade suave ao nosso discurso! Além
disso, a braquistécrona é um marco na evolugio da Matemitica.
O problema, tratado pelos grandes matematicos da época como
dissemos, continuou a merecer a atengido das geragtes seguintes.
E o grande nome no século XVIII é Euler, um dos fundadores do
Calculo das Variacdes. Essa nova teoria, repousando no Calculo
Diferencial e Integral criado no século anterior, permitiu tratar
de modo geral e simples uma série de problemas do tipo “bra-
guistécrona”. Assim, o problema da braguistdcrona aparece como
umnia espécie de prelidio de uma nova matematica. Uma nova ma-
tematica que nao parou de crescer até hoje, tendo no rol de seus
construtores grandes matematicos em todas as geragGes. Sua vin-
culagio com a Fisica e a prépria Geometria tem sido um fator
estimulante em seu desenvolvimento. .

Para concluir, vamos explicar de modo informal a transicio
entre a braquistocrona de Bernoulli e a infincia do Ciélculo das
Variagtes. Na Figura 22 considere todas as curvas (diferencidveis)
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ligando A a B. A cada uma dessas curvas corresponde o tempo
gasto pela particula para ir de A até B, caso escolhesse essa curva
para seu caminho. Assim se chamarmos I' o conjunto de todas
essas curvas, teremos uma funcio

T:-T—-R

que a cada curva y(z) associa o tempo T{y) explicado acima. O
problema é encontrar yy € T tal que

T{yo) = Inf{T(y) : y € T'}.

Ora, estamos em presenca de um problema semelhante aos descri-
tos na se¢@o 6. A diferenca é que 14 as fungdes estudadas tinham
por campo de definicio o conjunto R dos reais ou o espaco RV.
Aqui o campo de defini¢io ndo é desse tipo, e sim é, ele préprio,
um conjunto de fun¢bes. A questdo entio é:
“Como usar o cilculo diferencial para encontrar yp?”

Hoje existemn modos de tratar essa questio de modo elegante e con-
ciso: ha que colocar estruturas adequadas em I’ para que se possa
estender para uma fun¢io como 7 a nogdo de derivada e af usar
as propriedades dessa nova no¢ao. Entretanto, vamos prosseguir
nossa conversa de modo mais terra a terra, fazendo apelo apenas
ao Célculo Diferencial e Integral, como Euler j4 o conhecia. A
funcao T'(y) tem uma expressio, em termos de integral, como ve-
remos a seguir. Usamos coordenadas paramétricas #(t),y(t) para
um ponto P da curva, onde ¢ é o tempo decorrido pela particula
para chegar de A a P. Assim a velocidade v da particula {que é
medida sobre a curva) pode ser escrita como

dz\? dy\? dy\’® dz
o= (@) () i (B)
[Estamos supondo que dz/dt > 0, pois a familia T' é de curvas
ligando A a B, que sdo grdficos]. De (1) e da expressio (2) da

se¢dao 7 obtemos
/1 + yIZ
dt = *——=dz
V2gy




e daf temos a expressio para T(y)

/\/Ty’?

(2)

onde a é abcissa do pounto B.

Portanto, o problema da braquistécrona é um caso particular
do seguinte problema geral. Seja I' o conjunto de todas as fungoes
diferencidveis y(z) num intervalo [z1, z;] dado e tais que y(z1) =
11 € y(z2) = y onde ¥y e yo sdo dados. Seja

Fi(z1,z2) x RXR >R

uma fung¢io continua e diferencidvel. Entio
Iz
5)= [ Fleuo) v (2))ds
I

(supondo que a integral estd definida) expressa uma fungdo ®:T —
R. O problema é encontrar y; € [’ tal que

B(yo) = Inf{®(y) : y € T}.

Aqui, vem a idéia de Euler para usar o Calculo Diferencial nesse
problema. Seja Ty o conjunto de todas as fungGes diferencidveis
definidas em [zy,2;] e tais que y{z1) = y(zz) = 0. Para cada
n-€ T'y considere a fungdo f: R — R definida por

J(t) = &(yo + ).

Como g +1n € I e como 4 é um ponto de minimo para ® segue—
se que t = 0 é um ponto de minimo para f Logo f'(0) = 0, que
escrlto em termos de mtegral nos da

2
[ R+ Fynida =0 3)

1

onde omitimos a dependéncia em z (i.e.F, = Fy(z,y0(z),p0(z)) e
Fy e Fy designam as derivadas parciais. A expressio (3)é hoje co-
nhecida como a equagao de Euler-Lagrange. Supondo (é possivel
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provar que isso ocorre) que Fy(z,yo(z),yp{z)) é diferencidvel po-
demos integrar por partes e obter a equagao de Euler-Lagrange
em sua forma diferencial

d
—Fy —F,=0. (4)

Aplicado ao caso da braquistécrona obtemos, apds alguns
cilculos, uma expressio que nada parece com a equacido (4) da
secdo 7. Entretanto ela muito tem a ver com aquela equacdo (4).
De fato, (4) da segéo 7 é uma integral primeira. Isso quer dizer
de modo preciso o seguinte: toda solugdo da equagido de Euler-
Lagrange de braquistécrona deve satisfazer a equagio (4). Para
ver isso basta demonstrar o seguinte fato geral: se F' ndo depende
de z, entdo F' — y'Fy = ¢ é uma integral primeira da equagio de
Euler-Lagrange da funcional ®. Ao leitor interessado, recomen-
damos os livros sobre Calculo das Variagdes e para uma primeira
leitura o Capitulo 9 de [7]. Felicidades!
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