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Em 1900, em Paris, durante o 22 Congresso Internacional de
Matemadticos, D. Hilbert propds uma colecio de 23 problemas que
viriam influenciar fortemente o desenvolvimento da Matemadtica
deste século. Muitos destes problemas foram resolvidos, outros
resistem ainda. Dentre os dltimos encontra-se a segunda parte do
169 problema de Hilbert, o qual pede:

Determinar o mimero mdzimo de ciclos limites que pode ad-
mitir um campo de vetores em RZ

d d
V= P(an)' 3_1; +Q(I7y)a_y

onde P e () sdo polinémios de grau n.

A nocdo de ciclo limite de um campo de vetores foi introduzida
por H. Poincaré em 1881 na sua célebre “Mémoire sur les courbes
définies par une équation différentielle”). Uma curva integral
de V pelo ponto (zg,%) é uma curva 7:(a,b) C R — R? tal
que a) ¥(0) = (zo,y) ¢ b} A curva v é tangente ao campo
V,ie. se y(t) = (2(t),y(t)) entdo P((t))2'(t) + Q(v(8))y'(t) =
0 para todo t € (a,b). A curva integral é maximal quando a

(1)]. Math, 7 (1881), 375-422.
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Figura 1

aplicagio 7 ndo pode ser estendida a um intervalo maior com as
propriedades a) e b). O teorema de existéncia e unicidade das
equagdes diferenciais ordindrias garante que por qualquer ponto
(20,%0) € R? passa uma tnica solugio maximal de V. A imagem
de v € chamada trajetéria de V. As trajetérias podem ser de trés
tipos: pontos, chamados singularidades, que coincidem com os
zeros comuns a P e (; curvas simples fechadas, também chamadas
ciclos ou trajetérias periddicas, e imagens injetivas de reta real.

Dado um ciclo T' e um ponto py € I consideremos um
segmento X centrado em py e tramsversal ao campo V. E pos-
sivel demonstrar que para todo p € ¥ suficientemente proximo a
Po a trajetéria positiva de V por p volta a cortar X uma Primeira
vez num ponto f(p) € L. A aplicagio f assim definida é chamada
primeiro retorno associada a I'e X. '

Um ciclo limite de V ¢ uma trajetéria periddica T cuja
aplicagdo de primeiro retorno numa segio transversal & ngo ¢ a
identidade. Como P e Q sio funcdes analiticas f ¢ analitica e

consequentemente os ciclos limites sfo isolados entre os ciclos de
V.

EXEMPLO: A equagio de Van der Pol:

i+ (1—m2)@-+ =0, £>0
e T H a TEEh BT

que aparece naturalmente na teoria de circuitos elétricos, pode ser
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considerada, pela mudanca de varidveis,

\
dz z 5
yv—aﬁ'/‘op(l—ﬂ:)dm
como um campo de vetores
d J 3\ 9 4]
Viz,y) = x—+y3 (y pe + pr )83: r

polinomial, Este campo possui uma singularidade em 0 € R? e
um tnico ciclo limite. (Para uma demonstragdo ver [8]).

A primeira tentativa de resolver o 162 problema de Hilbert é
devida a I.G. Petrovsky e E.M. Landis que em 1955, [10], anun-
ciaram que quando P e (} sdo polinémios de grau 2, entdo existem
no maximo 3 ciclos limites. A conclusio deles se baseou numa
anélise de V considerado como um campo de vetores complexo em
C? cujas trajetdrias passam a ser superficies de Riemann abertas
ou pontos. A nogio de ciclo limite pode ser generalizada para a
nocio de ciclo limite complexo. Este é uma curva simples numa
trajetéria complexa sobre a qual o primeiro retorno das trajetérias
complexas é uma transformacio f de uma variavel complexa que
nio é periddica, i'e. f™ # identidade para todo n # 0. Em 1969
Y. I’yashenko [5] mostrou que arbitrariamente préximos a um
campo hamiltoniano de grau n, i.e. um campo de forma:

d d
Ve = —Gyam + Gzé‘y
onde G é um polinémio de grau n+1, existem campos de vetores de
grau n que exibem um nimero arbitrariamente grande de ciclos
limites complexos derrubando um dos argumentos principais na
demonstracio de [10]. Assim, embora a generalizagdo complexa
do problema de Hilbert no faga sentido, a complexificagio de V
fornece informacéio importante sobre o problema real. Finalmente,
em 1980 Shi Song Ling [12] mostrou com um exemplo que existem
campos de vetores de grau 2 com quatro ciclos limites.
E natural entdo se indagar se todo campo polinomial admite
como maximo um nimero finito de ciclos limites reais. Uma res-
posta positiva a esta questdo tinha sido fornecida por H. Dulac em
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Figura 2

1923, [2]. Uma andlise cuidadosa deste trabalho no entanto per-
mitiu concluir que a demonstragio proposta esta incompleta. E o
teorema de Dulac passou a ser chamado de “Problema de Dulac”.

Em 1984, J. I’yashenko resolveu uma versio genérica deste
problema:

Teorema(®, [6]. Suponhamos que todas as singularidades de V
sao hiperbdlicas, inclusive no infinito. Entio sé existe um nimero
finito de ciclos limites de V.

Uma singularidade p € R? do campo V (i.e. V(p) = 0)
é chamada hiperbolica quando a derivada DV(p) tem seus dois

autovalores A1, Ay € C com parte real nio nula. Trés casos podem
se apresentar (Fig. 2)

ou os correspondentes com setas invertidas.

Os pontos no infinito aos quais se refere o enunciado do teo-
rema estdo situados no equador £ = {z?+y? = 1,2 = 0} da esfera
unitdria §% = {22+ + 2% = 1} e sdo pontos singulares do campo
V* em §? obtido a partir de V' da maneira seguinte: Consideremos
V definido no plano R} = {z = 1} de R? pela forma diferencial n,

n= —Q(CL‘, y)dm + P(z,y)dy

(2)De fato este teorema é um pouco mais geral.
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e seja m: R?\ {z = 0} — R} definida por n(z,y,2) = (£, z,1)
A sua restrigio m|gz\g:S® \ E — R} é chamada projegio

central de Poincaré. Pela aplicagdo 7, 5 induz a forma n*n em

R\ {z = 0}.

1= (2@ s (2D a(Y

Se p = grau de P, ¢ = grau de ) e n é o maior dos dois, temos
que

= -2 Q(2,y, 2) dr + 2" P P(o,y, 2) dy

onde P(z,y,z) = zPP(& (Z,%) e Q(x, y,z) = 29Q(%, %) sdo polino-
mios homogéneos de graus p e ¢ respectivamente. QObserve que
7*n estd bem definida em R*. O campo de vetores em R3

) ‘ d 2
=(Bz— Cy)% + (Ca — Az)b-; + (Ay — Bz)a

é polinomial, claramente tangente a esfera 52, e como anula a
forma 7*n, se projeta em V por w, i.e. dn(V*(p)) = V(n(p)).
Este campo restrito a $2? é o induzido pela projecdo central de
Poincaré. O enunciado exige que todas as singularidades de V*
em 52 sejam hiperbdlicas.

Utilizando em parte o teorema de II’yashenko, R. Bamén re-
solveu em 1985 o problema de Dulac para campos de grau 2.

Teorema [1]. Qualquer campo de vetores quadratico em R? s6
possui um nimero finito de ciclos limites.

Sem a pretensao de demonstrar o teorema de II'yashenko pas-
samos a indicar quais as dificuldades para demonstrd-lo. Suponha-
mos por absurdo que existem infinitos ciclos limites (y_) em §2.
Como o ambiente é compacto existe um ponto regular p € 5? de
V™ que é ponto de acumulagéo das v, . Pelo teorema de Poincaré-
Bendixson temos as seguintes possibilidades para a trajetdria ~

]
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Figura 3.

que passa por p. 1) v é uma trajetéria periddica, 2) O limite
positivo de y é uma trajetoria periédica, 3) O limite positivo de
v € um ciclo fechado 4) O limite positivo de v é um ponto singu-
lar. As duas primeiras sdo impossiveis ja que a transformacgio de
primeiro retorno f da irajetdria periddica é analitica e como esta
¢ acumulada pelas y_, f teria infinitos pontos fixos com ponto de
acumulacdo no limite de y o que implicaria que f é a identidade.

Em 3) um ciclo fechado € é uma unido conexa de pontos sin-
gulares {seus vértices) e de trajetdrias (seus lados) que possui uma
aplicacdo de primeiro retorno f, i.e. existe uma curva analitica
transversal a V', £:[0,1] — 5%, £(0) € C, e tal que a trajetéria
que passa por %(s) corta pela primeira vez ¥ em %(f(s)) para s
suficientemente pequeno, s < s5. Para n suficientemente grande
v, penetra na regido sombreada da figura e sem poder sair dela
contradiz o fato de ser periddica. O mesmo argumento serve para
2). '

S6 resta a iltima possibilidade e neste caso é facil verificar
que a singularidade no limite de ¥ é um ponto de sela p; € §2.
Assim as v, se acumulam também em outra separatriz v de py
e pelo mesmo argumento anterior 4’ se acumula numa sela ps.

Como o nimero de selas é finito, apds um nimero finitio de etapas

concluimos que 7,7/, ...,7(™ = 4 sio os lados de um ciclo fechado

C.

E preciso entdo demonstrar que a aplicagio de primeiro re-
torno f de um ciclo fechado C onde os vertices py,...,pny1 = 11
sao pontos de sela, nfo tem uma infinidade de pontos fixos iso-
lados. Em cada p; introduzimos coordenadas locais (z;,2}) tais

sy
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Figura 4.

que p; = (0,0) e z; = 0, y; = 0 sdo lados de C'. As semire-
tas X; = {(z;,1);2; > 0}, &% = {(1,95);4; > 0} slo transversais
onde o primeiro retorno estd bem definido. A trajetdria pelo ponto
(z;,1) corta pela primeira vez &’ em (1,y;) = g;(z;,1) e £y em
(2;+1,1) = h;(1,y;). Temos entdo

f=hmogmohn-10gm-10---0.

As transformacdes g; sdo chamadas {ransformag¢ées de Dulac. Elas
sdo analiticas fora de 0 € ¥;. O seu comportamento em 0 €
%; foi analisado por Dulac [2]. O seu prolongamento analitico é
fundamental na demonstragio do teorema de I’yashenko.

A transformac¢do de Dulac. Consideremos um ponto de sela
p de um campo V. Suponhamos que em coordenadas locais (z,y)
as separatrices de p sdo dadas por z =0 ey = 0, que V estd bem
definido numa vizinhanga do polidisco |z] < 1, |y} < 1, e quea
transformagao de Dulac aplica L = [0,1] x 1 em X' = 1 x [0,1]
A expressio local de V € ‘

i) a
V= “(Ala z+ al(w,y))gg + (A2y + a2($ay))5§

onde A,Az > 0 e a1, ag 56 contém termos de ordem superior a
um. O quociente A = Ay/A; é chamado expoente caracteristico. A
transformagio g pode ser facilmente calculada se V admite uma
integral primeira, i.e., uma fungao I que nao ¢ constante e satisfaz
DI(V) = 0; ja que nesse caso y = g(z) é solugiao da equagio
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I(z,1) = I(1,y). Por exemplo se V é linear, i.e. se a1 = a» =
0, entdo I(z,y) = z’y é uma integral primeira e assim g(z) =
z*. Em geral é possivel encontrar uma integral primeira para a
forma normal formal de V, i.e., uma expressio de V em séries de
poténcias nio necessariamente convergente. Por exemplo, quando
A ¢ Q entdo V é formalmente linearizdvel. Se A = p/a, p,q € N,
¢ possivel encontrar uma forma normal C* para V a qual possui
a integral primeira, [9]:

I{z,y) = o*y" exp(1/2Py?), o,B € R.

A solugdo de I(z,1) = I(1,3(z)) nos fornece uma expressio

g(z) =2+ 2" Plogz) (1)
=1

..,.;%,.ﬂu......-_,,‘.-.u,.,n%,.-.q.-,.-..%&ég S D R

RS
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onde 0 < p; < g < ... é uma seqiiéncia ndo limitada e os Py
sao polinémios. O conjunto D destas séries formadis é um grupo
com a operagao de composi¢io. Ele é chamado o grupe de Dulac.
Dizemos também que g possul um desenvolvimento assintotico §.

O prolongamento analitico G de g é obtido pela complexi-
ficagdo do campo V:

- N 9
V=—(A,2z+ai(z, w))a + (Aqw + ag(z,w))%

onde z =z +1iz', w =y + 1y .

A funcao G estd definida como uma fun¢io multivaluada no
disco furado £ x 1 onde ¥ = {z € C;0 < |2| < 1}, ou como uma
funcao bem definida num subdominio de {{ = £ +in € C;€ >
0} considerado como recobrimento universal de % pela aplicacio
m({) = exp(—().

Geometricamente, g(z) é obtida pelo levantamento do cami-
nho ¢t = (1—1)z+1, segundo a projegio (z,y) — z, aolongo da
solugao de V com origem em (z,1). O ponto final é (1, ¢(z)). Simi-
larmente, como V é transversal a projecio (z,w) — 2z, G é obtida
levantando segundo esta projegio o caminho ¢, = exp(—7,), onde
T, é a composigio dos caminhos ¢ — (1~ t)z +tyt e t — (1 —1)y1,
e o ponto inicial é {e”7,1) e o ponto final (1,G(2)).

Trata-se entio de demonstrar que uma aplicagio f cujo desen-
volvimento assintético estd em D possui a propriedade das fungoes
analiticas:

“Se 7, — 0 é uma seqiléncia infinita de pontos fixos de f, i.e.
f(zy) = 2 para todo n, entdo f = identidade”. Nesta direcao o
que estd demonstrado no trabalho de Dulac é a seguinte:

Proposigao 1 ([2]). A aplicagio de primeiro retorno f que ¢
a composicio de transformacées de Dulac com difeomorfismos
analiticos (h;) possui desenvolvimento asintético em D e como
f possul infinitos pontos fixos:

f(z) =z +0(z") paratodon € N.

Proposigao 2 ([6]). A fung¢io z — foexp(—z), z € Rt pos-
sui um prolongamento analitico limitado F' definido num dominio
Q={C=¢6+ine>b1+7}CC,b>0.
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Supondo que f possui infinitos pontos fixos, temos que ¢: {z =
z +iy;z > 0} — C dada por (2) = z + (1 + 2)%? tem sua
imagem contida em £, para b’ suficientemente grande. A aplicagdo

& z) = Fo(z)—exp(—p(2)) é holomorfa no semiplano real positivo
e existern ndmeros reais K, K, tais que

|6(2)| < K e |¢(z)] < K, exp(—nz) se z € Ry para todo n € N.

Uma aplicagao do Teorema de Phragmén Lindeldf [6] implica que
de fato ¢(z) < Ke™™" para todo n € N, ie. ¢ = 0ou f =
identidade. O que demonstra o Teorema de II'yashenko.

Um resumo da demonstragio do Teorema de Bamén pode ser
encontrada em [9].

A solugdo geral do problema de Dulac tem que levar em con-
sideragio o caso em que uma seqiiéncia infinita de ciclos limites se
acumula num ciclo fechado contendo alguma singularidade dege-
nerada (ndo hiperbdlica) como vértice.

As singularidades degeneradas podem ser simplificadas por
um processo de redu¢ido que consiste na aplicagdo sucessiva de
transformagdes quadréticas ¢: R? — R? ¢(z,t) = (z,y) onde y =
tz. Embora ¢ ndo seja um difeomorfismo, o campo ¥V nas varidveis
(z,y) pode ser transformado num outro V nas varidveis (z,t) o
qual possui a mesma estrutura de drbitas fora do “divisor” z = 0.
Tomemos como exemplo o seguinte

V= (2 + 227y + y"’)ga; + (3zy” + 27y + ya‘)a%-
A transformacido ¢ leva V em
gV =2 (142t + 21:3)i + 1+t - 2t2)2
* dz at’

Dividindo por z? obtemos um campo com singularidades isoladas
Vo= 28 = p(142t 4+ 2632 + 21+ 20 — 262)2 o qual exibe o
seguinte espago de fase perto de z = 0:

As singularidades que aparecem no divisor z = 0 sio isola-
das e conseqiientemente poderemos aplicar novamente uma trans-
formagio quadrética nestes pontos. O teorema de Seidenberg [11]
garante que apds wm nimero finito destas operagdes todas as sin-
gularidades se tornam ou hiperbélicas com autovalores A;, Ay tais




119

i

_._

’

T

NI

<]

A W

/
==

Flgura 6.

que A1/A; € Q4 ou semihiperbélicas. Estas dltimas também cha-
madas selas-nés tem uma forma local do tipo:

0
pr1 Y P
- t(1+ Az? + A(z, t))a

onde p>1e A tem ordem > p+ 1.
No exemplo acima a singularidade (0,0) é semi-hiperbélica,
. j& as outras duas (0,—1/2) e (0,1) sdo pontos de sela. Na figura
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se ilustra também a possibilidade de uma seqiiéncia (y,) de ciclos
limites se acumular num ciclo contendo tanto selas como selas-noés.

Um célculo simples mostra que a aplicagio g de Dulac no caso
de uma sela né nio é mais do tipo (*) e que goexp(—z) nio possui
mais um prolongamento limitado. A solugdo deste problema foi
anunciada por vérios autores {4], [7], [3], mas até agora nenhuma
demonstracio apareceu publicada.

O problema original proposto por Hilbert contudo continua
em aberto, e talvez mais longinquo, mesmo em grau 2 apés todos
estes anos de existéncia. O leitor interessado poderé obter maiores
informagbes nas referéncias de [9] e [13].
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