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1. Introducéo.

Consideremos a expressio

1= [ " f(a)ete=)dg, (1)

onde f tem suporte compacto. Nosso objetivo é estudar o compor-
tamento desta expressio para valores grandes de &, com hipdteses
convenientes de regularidade das fungbes (reais) f e g. Num
proximo artigo apresentaremos uma interessante aplicagio dessa
aproximagao num problema de propagacio de ondas.

De acordo com o chamado método da fase estaciondria, a
principal contribui¢io na integral acima provém dos pontos onde
g'(z) = 0. E é facil entender por que deve ser assim: se g'(z¢) = 0,
entdo “g se estaciona” ou torna-se “praticamente constante” numa
vizinhanca de z¢, de sorte que, nessa vizinhanga,

e**9(=) = cos kg(z) + i sen kg(z)

quase nao varia com o variar de z, e a integral em (1) na refe-
rida vizinhanc¢a pode produzir um valor ndo nulo. Ao contrdrio,
nos pontos 2 onde g'(z) # 0, o seno e o cossenc de kg(z) oscilam
rapidamente com o variar de z, j4 que k é grande, produzindo
contribuicdes a integral em (1) que tendem a se cancelar mutua-
mente.
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Ao que parece, o método da fase estaciondria originou-se com
Stokes [8] num estudo da integral de Airy e obteve uma formulagio
mais geral com William Thompson (Lord Kelvin) [3] em suas in-
vestigagdes do fendmeno de dispersido de ondas liquidas.

Heuristicamente, o método em questio pode ser assim expli-
cado: se zp é o tinico ponto estaciondrio de g{z), entdo préximo
a To, isto é, numa vizinhanca |z ~ zo| < ¢, 0 integrando em (1)
pode ser aproximado por

f(xo)eikg(x")e’-%(r—z“)zgu(m) )

supondo, evidentemente, que ¢"’(zg) # 0. Admitindo que sé a
imediata vizinhanca de z¢ contribua significativamente & integral
em (1), teremos

>4

I(k) ~ f(:co)eikg(m)/ ei59"(m0)e gy

—&
Esta tltima integral, quando estendida de —co a +oc, incorpora
uma parte de importancia secundéria, pois & é um parimetro
muito grande. Entio,

I(k)~ f(:co)eikg‘”°)] e'§ 9" (=) gy,

-0

Ora, esta dltima integral é do tipo de Fresnel (e foi calculada em
[1], p. 80), logo

V37 (mo)eikolao) giom/A o
Vg (zolk ’ '

onde o = %1 conforme g'’(x¢) seja maior ou menor do que zero,
respectivamente.

Evidentemente, este altimo resultado carece de uma demons-
tragdo rigorosa. Uma tal demonstragio pode ser encontrada em
livros, como [2], {6] e [T], porém numa forma que nio faz trans-
parecer com clareza o resultado (2). Apresentaremos, no presente
trabalho, uma deducio bastante simples do método da fase es-
taciondria para a integral (1). Esta deducio, restrita ao caso em
gue f tenha derivadas continuas e suporte compacto, tem a vanta-
gem de se estender facilmente ao caso de integrais multiplas, com
interessantes aplicagdes em problemas de propagacio ondulatdria.

I(k) =




135

2. Uma Demonstragio do Método.
Estabeleceremos inicialmente trés lemas preliminares.

Lema 1. Se f é uma funcdo de suporte compacio e de classe C1,
e g é de classe C*, com g¢'(z} # 0 no suporte de f, entio

I(k) =0 (-};) k — +o0.

DEMONSTRAGAO: Basta integrar por partes em (1). Como f tem
suporte compacto, obtemos

!
I(k) = /m -f_(x_)_ LT G R
o0 k(%)
(=%} . !
— f(:[.') eikg(:r:) +_’E_ /oo f(&:) eikg(a:)dm
ikg/(x) o koo \g(T)
_ fm (M)'eikg(x)dm.
kJoco\g'(2)
Ora, esta dltima integral é, em médulo, limitada por uma cons-
tante que sé depende de f e g, donde segue o resultado desejado.

OBSERVAGAO: A integracio por partes no lema anterior pode ser
repetida um nimero N de vezes, desde que f seja de classe C N
e g de classe C N+1  (Como cada integragio produz um fator 1 /k,
teremos, ap6s N integragoes,

K =0 (Elﬁ) k — too.

Lema 2. Se f é de suporte compacto e de classe Cl,eXéum
nimero real ndo nulo, entao

] f(m)mei‘\krzdm =0 (l) , k— *oo.
—co k

DEMONSTRAGAO: Raciocinamos como no lema anterior, notando

que
. !
I ez)\k.'cz
X = .
€ 2Nk
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Lema 3. Se f é uma funcdo de classe C, que se anula numa
vizinhanca da origem, |z| < ¢, e f(z) = K = ‘tonstante para
|z] > M > ¢, entao

/ f(@)e*dz = 0 (%) .k — too.

DEMONSTRAGAO: Restringiremos nossas consideragdes 3 integral
de zero a +oo. O tratamento é inteiramente andlogo para a inte-
gral de —o¢ a zero.

Como no Lema 1, integramos por partes:

]00 f(a:)e’-kxgd,':r.: “J) (eikmz)'dm

2ikx
_ () ipe? o /oo f(z) I ikz?
=gkt | tm) \T ) ®

= % /:o (@)re*’w?dm

. M . [=)
i (@) ik 2/ F(Z) iks?
- J AT ik _ EASTAPRL L ey
k) 2 ¢ W) e @

Daqui segue prontamente o resultado desejado, pois estas duas
ultimas integrais sdo limitadas, como é facil verificar.

Teorema 4. Se f é uma fun¢ao de suporte compacto e de classe
C?, e g é de classe C®, possuindo um iinico ponto estaciondrio g,
com ¢''(zg) # 0, entdo

o oln \/2_1rf($g)eik9(z°)+iaﬂ/4 1
— T kg(x) z= d
I(k)“f_wf( )t da =1 19" (z0)1 +O(k) 3)

parak — +o0, onde ¢ = +1 conforme seja ¢''(xg) > 0 ou g''(zp) <
0, respectivamente.

DEMONSTRAGAO: Para simplificar os cdlculos, vamos supor zg =
0. O caso zg # 0 requer modificacdes ébvias, que deixamos a
cargo do leitor. Suporemos também ¢(0) = 0, o que se consegue
fatorando €**4(%) na expressio integral de I(k).
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A férmula de Taylor com resto integral ({4], p. 262) nos per-
mite escrever: A

g(z) = Az*h(z), (4)
onde A = g"(0)/2 e

1
h(z) =1+ i/ (1 t)?¢" (tz)dt
22 Jo
é uma funcio de classe C3, com R(0) = 1. Vemos, pois, que a

fungao
s = s(z) = z+/h(z) (5)

2h(z) + zh'(z)

22/h(z)
que é positiva numa vizinhaga Is = (-4, §) da origem, onde, entao,
s(z) é crescente. Como também s(0) = 0, podemos concluir, pelo
teorema da fungio inversa, que s = s(z) é um difeomorfismo do

intervale [ num intervalo Js = (—a, b), onde, @ e b, assim como
d sdo nimeros positivos. Notemos que

_de 1 2y/h(=)
He) =735 = s'(s) — 2h{(z) + zh'(z)’ (6)

de sorte que J(0) = 1/4/h{0) = 1.
Seja agora a(z) uma funcio de classe C? satisfazendo as se-
guintes condigdes:
i) a(z)=1paralz| < $;
i) a(z) =0 para |z} > 2.
Em vista de (4) e (5) podemos escrever a integral em (3) na forma

tem derivada

s'(z) =

§ o0
I(k) = ]—5 a(x)f(m)eik)\sgdx + / [1- a(x)]f(w)eikg(r)dx'

-0

A segunda destas integrais ¢ da ordem de 1/k, pelo Lema 1. Na
primeira das integrais introduzimos a mudanga de varidveis dada
pela fungdo inversa de (5), obtendo, assim,

—a

1) = [ o)) (o) ds +0 ;) o
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Para estudar esta dltima integral, introduzimos a funcio de
classe C?, E

0 se $< —aou s>b,

Fle) = { o(2(s))1(s)/(z(s)) se —a<s<b,

e escrevémo-la na forma.

F(s) = F(0) + sR(s) = F(0) + sR(s), (8)
onde

R(s) = fo F'(ts)dt

resulta ser de classe C', pois J e J, bem como a, sio de classe
C*. Por outro lado, seja 3(s) uma funcio como afs), de classe C'1,
que se anula fora de um intervalo {—¢, ¢}, onde [—¢, ¢] C (—a, b),
e tal que §(s) = 1 para |s| < ¢/2. Entdo, substituindo (8) em (7),
obtemos:

I(k‘) — /c: F(S)eik)\szds — /_'00 ﬂ(S)F(S)eik’\szds

+ f (1= BEIF()ePds 4 0 @) ‘

—00

Esta dltima integral é da ordem de 1/k, pelo Lema 1, de sorte
que

W)= 10) [~ (o) s
+ [-Z ﬁ(s)sR(s)e"“szds +0 (%) .

Novamente, a segunda das integrais que af aparece é da ordem de
1/k pelo Lema 2. Entio

I(k) = £(0) /_ " e g

+ £(0) f_ Z[l = B(s)le*ds + 0 G-) - M)
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Mais uma vez, a segunda destas integrais é da ordem de 1/k, pelo
Lema 3. Quanto & primeira delas, trata-se da integral de Fresnel,
cujo calculo discutimos no N 5 desta Revista. Supondo k& > 0,
temos ([1], p. 80):

RS * \'/? .
/ ezk)\a ds = (W) ew(,\)vr/zi, (10)

onde ¢{A) = +1 conforme seja A > 0 ou A < 0 respectivamente.
Substituindo (10) em (9), resuita

e io(A)yr /4 1
I(k) = f{(0) lAlk e + O 7)) kE — +oo,

que é o resultado (3) com zq = 0, g{ze) = 0 e A = ¢"(0)/2.
Como dissemos, no inicic da demonstragio, o caso geral sd requer
pequenas modificagdes, que ficam a cargo do leitor. Assim, damos
por encerrada a demonstragao do teorema.

OBSERVAGAO: Se a funcdo ¢ possui um nimero finito de pontos

criticos nao degenerados, z1,29,... ,2,, a férmula (3) se genera-
liza, dando lugar a expressao

/ f(z)e @ dz
ikg{x;)+io;m /4
Z\/Q_ﬂ'f(m e +O(1>,

lg7(z;) Ik k

para k — +oo. O o; que af comparece é +1 ou —1; conforme
¢"'(z;) seja maior on menor do que zero, respectivamente.

Para obtermos este resultado, consideramos fungdes a;(z) de
classe C*, como a fungio a(z) ji considerada: a;(z) = 1 numa
vizinhanga de z;, digamos, |z — z;| < 6§;/2 e o;(z) = 0 para
|z — ;| = &;; o §; sendo tal que a vlzmhaga, |z — $J| < §; esteja
contida no suporte de f. Entio

j; f(m)eikg(z)dm = Z /;oo aj(w)f(x)eikg(z}dm

(11)

+ / [1—2%(;@ Flz)e*sl®) dg (12)

)
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e, pelo Teorema 4, o j-ésimo termo da primeira somatéria do se-
gundo membro d4 origem ao j-ésimo termo da somatdria de (11).
A ultima integral em (12) é da ordem de 1/k, pelo Lema 1, o que
completa a demonstragio de (11).

3. O Caso n-Dimensional.

Vamos tratar agora da integral

I(k) = / flz)e*st= gy, (13)

onde f e g sio fungdes de R" em R, z = (z1,...,25), dz =
dx,...dz, e a integracdo se estende a todo o espaco R™ (em ver-
dade, apenas ao suporte de f).

O ingrediente principal do Lema 1 foi a integragao por partes,
notando gue

thg(z) _ tkg(:z:) !
o) = .

Procuremos o andlogo desta identidade no caso n-dimensio-
nal. Temos, sucessivamente:

i eika(z) 6‘g ei*a(z)
6:1:5 T ’
n
ag 6 tkg(r) 2 zkg(:r}
J=1

eikg(:c) - _1_ Leik_g(:n)’
ik

onde L é o operador diferencial linear

693

L=
IV’g(ﬂi)l2 Z < 0z; Oc;’

(E claro que devemos supor Vg{z) # 0 no suporte da funcio f.)
Portanto, integrando por partes em cada uma das varidveis zj,

oyt 2 A e A, A T B 38 B o B i s i S o e TS B

e e B LT R
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supondo f de suporte compacto, teremos:
/f(m)eikg(z)dl.: %/f(m)Leikg(z)dm
8g/8z; Det*9(2)
= d
zk/f )Z |Vg)* 8z, ?
= - — | =T ) - e g
k /;3%‘ ( [Vgl?
ou seja,
/f(m)eikg(z)dm: %/f(a:)l)eikg(z)dm (14)

= ;E/L*f(m)eikg(x)dm,

onde L* é o adjunto formal de L, assim definido:

N0 (104/0s,
= ,.zlamj( o)

A integral em (14) é limitada, independentemente de k, desde
que f € C! e g € C?. Podemos prosseguir integrando por partes,
sucessivamente, cada nova integragio exigindo mais regularidade
das fungdes f e g. Em particular, N integracdes nos levam ao
teorema que enunciamos a seguir como lema e que serd utilizado
para provar o Teorema 6 adiante.

Lema 5. Se f e g sdo funcdes reais definidas em R™, f de suporte
compacto e de classe CV e ¢ de classe CV+1, Vg £ 0 no suporte
de f, entdo

I(k) = / F(e)e*s(=) dg = O(k—lﬁ), k — oo,

Passemos a considerar o caso em que ¢ tenha um certo mimero
finito de pontos estaciondrios, isto é, nos quais Vg = 0. Suporemos
agora que esses pontos sejam nao degenerados, vale dizer,

)?5

Provaremos entdo o andlogo do Teorema, 4, que enunciamos a se-
guir.

dt(
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Teorema 6. Sejam f e g funcdes reais definidas em R”™, de classes
CN e CN*t! respectivamente, N > 5 e N > n/2. Se g possui um
iinico ponto estaciodrio zg, ndo degenerado, e se f é de suporte
compacto, entao

Ik) = /f(l‘)eikg(r)dx (15)
(2#)“/2f(q;o)eikg(xo)+ia7r/4

K (zo)[F7/2

para k — +oo, onde K(xy) ¢ a curvatura Gaussiana da superficie
z = g(z) no ponto ¢ = zp e ¢ = p — v, i sendo o nimero de
curvaturas principais positivas e v o de negativas, da superficie
z = g(z) no ponto xy.

+0( k(n+1)/2 );

DEMONSTRAGAO: Como na demonstracio do Tecrema 4, vamos
supor g = 0 e g(0) = 0. O chamado Lema de Morse ([6], p. 285
ss) nos permite fazer uma mudanga de coordenadas = = z(s) de
classe C*(C*~? se f € C*), levando uma vizinhanca V de s = 0
numa bola |sc| < a e tal que:

i) J(s) = 3(8) > { para todo s € V;

i) J(0)=1;

i) g(z(s)) = X7, Ais? em 3| < a.

Seja y(z)} = a(}z|), onde & é a fung¢io introduzida na demons-

tragdo do Teorema 4; se necessario, restringimos § de maneira que
a bola lz| < v esteja contida em V. Podemos escrever

I{k) = /f(m)f},(m)eikg(r)d:c.i. /‘f(m)[l_,y(m)]eikg(fr)da:‘

Néo havendo mais pontos singulares, esta dltima integral é da
ordem de k=, pelo lema anterior. Quanto 3 primeira, utilizamos
a mudanga de coordenadas z = z(s), obtendo, assim,

(k) = f / F(s)e* Dima ¥ gs, .. . ds,,

O(—I-c-h—,),k—> *oo, (16)

onde F(s) = f(z(s))y(z(s))J(s) se |s| < ae F(s) = 0se |s| > a.
Ora, esta iltima integral é agora tratada por integracio repe-
tida de n integrals simples. Cada uma destas integrais simples
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& passivel do mesmo tratamento dado i integral em (9). Isto nos
leva a obter, para a integral em (16), um preduto do tipo

F(O)H[\/_‘ 0/t 1 03],

Basta notar agora que

F(0) = f(0), gs;5:(0)=2Ai ¢ K = HQS.-S.-(O),

=1

para obtermos o resultado (15) com zg = 0 e g(0) = 0. O caso

zo # 0 e g(zg) # 0 86 requer modificacdes dbvias e fica a cargo do
leitor.

OBSERVAGAO: Se a funcio ¢ possui um ndmero finito de pontos
criticos nfo degenerados, a férmula (3) se generaliza como no caso
unidimensional, dando-nos o andlogo da expressao (12).
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