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1. Introdugao.

A demonstragio abaixo se originou em cursos que dei hd mui-
tos anos no IMPA e no IME/USP; variantes dela apareceram em
notas de aula.

A importdncia do assunto, a simplicidade da prova e o fato,
a0 que me consta, de que ela continua inédita me animaram final-
mente a publicd-la. E nenhum lugar mais adequado para isto do
que este volume da “Matemdtica Universitaria” dedicado a Elon
Lima, ele préprio notério aficionado e autor de demonstracdes sim-
ples, bonitas, minimais. Seja como for, ¢4 com os meus botdes, eu
sempre achei que essa demonstragio “tem a cara do Elon”.

2. O Teorema.

Seja M uma variedade diferencidvel (C*°) de duas dimensdes
compacta e seja X um campo de vetores diferencidvel em M. Um
ponto p € M diz-se um ponto regqular de X se X(p) £ 0 e singular
se X(p) = 0. Os campos de vetores que consideraremos terdo
apenas um ntmero finito de singularidades. A cada uma delas
associaremos um certo inteiro positivo, negativo on nulo, o seu
tndice,

Recordemos aqui rapidamente esse conceito. Seja entdo p um
ponto singular de X e y uma “pequena” curva de Jordan em M que
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limita um disco contendo p no seu interior e contido no dominio de
um sistema de coordenadas onde a tnica singularidade é p. Sem
perda de generalidade podemos supor que p e ¥ estdo num plano
coordenado (z,y) onde X esta definido e X se anula apenas em p.

Suponhamos que o ponto (z,y) percorre ¥ no sentido positivo.

Como sobre 7, X # 0 a correspondéncia (z,y) — ﬁz—:gﬁ define

entdo uma aplicagio f:y — S onde S' é o circulo unitdrio. Defi-
nimos entio o indice de X em p, I(X,p) = I(X,~), como o grau
dessa aplicagio. Essa defini¢do faz sentido pois é ficil verificar que
achariamos o mesmo inteiro caso em vez de -y usassemos uma curva
v contida no interior de ¥ e dela muito préxima. De préximo em
préximo vé-se que para o calculo de I{X,p) em vez de 7 pode-
remos usar uma qualquer curva de Jordan contida no interior de
4 e contendo p no seu interior. Tem-se ainda que I(X,p) ndo
depende do sistema de coordenadas adotado. Além disso se um
outro campo X' possui uma iinica singularidade p’ no interior de
e se o angulo entre X e X' é sempre < 7 entdo I(X,p) = I{(X',p").
A defini¢do acima de indice faz sentido caso o campo X em vez de
ser diferenciivel seja apenas continuo.

O indice I( X, p) possui assim grande estabilidade seja no que
diz respeito a variactes do campo X seja no que diz respeito a
variacdes da curva 7. Essa estabilidade fica ainda maior quando
consideramos ndo apenas o indice de uma dnica singularidade mas
a soma dos indices de todas as singularidades de X em M. Na
realidade essa soma € tdo estivel em relagio a X e a M que ela
nem depende de X, dependendo apenas da caracteristica de Euler
de M1 E isso o que afirma o notabilissimo

TEOREMA DO INDICE DE POINCARE. Sep;, 7 =1,... ,n 530 as

singularidades de um campo X em M e I(X,p;) os seus indices,
entdo

ke
(1) I=IX,M)=) IX,p;)=x(M)
i=1
onde x(M) é a caracteristica de Euler de M.

Antes de demonstrar esse teorema faremos algumas consi-
deragdes preliminares.

Seja vy uma curva simples de M disjunta das singularidades de
X, contida numa vizinhanca coordenada e que seja bordo de um
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disco em M. Mesmo que X contenha singularidades nesse disco,
entdo, em relacio a esse disco a definigao do indice I{X,7) dada
acima faz sentido.

Se M + §? ~ determina dois discos e temos em principio dois
indices distintos. Em qualquer caso um argumento cldssico mostra
que
(2) I(X,7) vale a soma dos indices das singularidades contidas

no interior do disco competente.

Uma vez fixado o disco que estamos considerando podemos
raciocinar como se v fosse uma curva fechada do plano e falar de
poutos interiores e exteriores a 4. Vale entdo a seguinte férmula
para o calculo do indice de v

3 IX7y)=1+132

onde i é o nimero de pontos de v onde X ¢ tangente a v inte-
riormente e e é o nimero de pontos de 4 onde X é tangente a
ezteriormente. Na Fig. 1, g é ponto de tangéncia interior porque
uma vizinhanga da trajetéria de X em g estd contida no interior
de 7; analogamente, b é ponto de tangéncia exterior.

Caso X tenha um ndmero infinito de tangéncias a v, vé-se
facilmente que uma perturbagio em X o transforma noutro campo
com apenas um nimero finito de tangéncias; o que nao altera o
indice. A demonstragio de (3) é ficil, uma vez admitido que a
variacio angular do vetor tangente a v € 27. Para a demonstragao
desse fato veja p.ex. [1, p.189].

A férmula (3) é essencialmente devida a Poincaré. No caso
em que 7 é suficientemente pequena, contém no seu interior uma
finica singularidade e os dados sio analiticos, (3) é conseqiiéncia
de um teorema de Bendixon [1, p.211].

3. Demonstragio do Teorema.

Basta considerar o caso em que M é orientdvel. Com efeito,
se M for nio orientavel, o fato de que (1) vale para o recobrimento
duplo orientédvel de M, munido do correspondente campo levan-
tado de X, implica imediatamente que (1) vale para M munido
do campo X.

Seja entdo M orientdvel e consideremos inicialmente o caso
da esfera

§) M+ 5%,

,ﬁ
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Figura 1. As trajetérias que sio tangentes a v e que
atravessam v nao influenciam o indice.

Figura 2
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Seja 7 uma curva de Jordan em §? disjunta das singularidades
de X e possuindo apenas um nimero finito de pontos de tangéncia
com X. Entdo v divide §% em dois hemisférios (Fig. 2).

Por (2) e (3) a soma dos indices das singularidades situadas
no “hemisfério norte” vale

(4) 1+ 3¢

onde £ e e sdo respectivamente o nimero de tangéncias interiores
relativamente a esse hemisfério. Pela mesma razio a contribui¢io
do “hemisfério sul” vale

(3) 1+

visto que ao trocarmos de hemisfério intercambiamos ¢ com e. Por
(4) e (5) a soma total dos indices vale entdo

1— € e—1
+ 1+

= 2y =
I(X,5%) =1+ .

=2 = x(5%)

o que demeonstra a (1) para o caso M = §2.
Essa mesma idéia simples de usar a férmula (3) aparecerd
novamente no caso geral em que

IT) M tem genus g > 0.
Sabemos que M é difeomorfa a uma esfera 5? com g “asas”
e que

(6) x(M)=2-2g.

Cada asa I' é entdo um cilindro limitado por duas carvas «, 3
que sao homotdpicas e ndo limitam nenhum disco em M. Esco-
Ihamos «, § de modo que em T ndo haja nenhuma singularidade
de X.

Entdo podemos considerar M como decomposta na esfera S*
e mais as g asas I' de tal modo que todas as singularidades de X
em M estdo “concentradas” em $2. (Fig. 3).

Agora vamos eliminar cada asa T, substituindo-a por duas
singularidades @ e b associadas a @ e § respectivamente (Fig. 6).
Seja 4 uma curva diferencidvel fechada simples de T' homotdpica
a o e e chamemos de d e ¢ 0 ntimero de tangéncias de X a v,
“a direita” e “a esquerda” respectivamente. No presente contexto
nio é restri¢io supor que d e e sio finitos. I facil ver, usando o
teorema do fluxo tubular, que existem curvas £, § 4 esquerda e
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Figura 3 Figura 4

a direita de 7 respectivamente tais que para elas os nimeros d
e e sejam exatamente aqueles relativos a 7. Seja ¢ uma funcio
diferencidvel definida numa vizinhanca de v, nula em ¥ e positiva
em todos os outros pontos. E claro que os pontos de ¥ sdo pontos
singulares do campo ¢X e que para esse novo campo, com o qual
passamos a trabalhar, os nimeros d e e relativos a § ¢ ¢ néo
sofreram nenhuma alteragio.

Para eliminar T e de certa maneira “incorpora-la a §%” vamos
colocar uma “pinga”, um “estrangulamento” em < reduzindo-a a
um ponto p (Fig. 4). Em seguida cortando em p obtemos duas
novas singularidades @ e § (Fig. 3) cujos indices

sao tais que

(1) I(a)+I(b)=2.
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Repetindo essa operagdo para cada uma das g asas introduzi-
mos em nossa esfera §2, 2g novas singularidades além das origi-
nais de M. Por (7) essas novas singularidades tém para soma dos
indices 2g e como o teorema é valido para o caso M = S? temos

I(X, M)+ 29 =2,
que por (6) é exatamente a (1). c.q.d.
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