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A teoria de grupos de refelxées, também chamados de grupos
de Coxeter, é uma 4rea entre gometria e dlgebra que pode facil-
mente ser ensinada no nivel de graduagio. Um tal curso poderia,
por exemplo, ser baseado no livro [1] (vide bibliografia). Gru-
pos de reflexdes tém um papel importante em vérias disciplinas
mais avangadas como por exemplo grupos de Lie, singularidades,
espacos simétricos e subvariedades isoparamétricas. Gostarfamos
de mostrar nesta palestra que nio sé sio de interesse pOr 51as
aplicagbes, mas também por si mesmos. Restringiremo-nos as di-
mensdes dois e t78s onde os grupos de reflexées sio os grupos de
simetria de poligonos e sélidos regulares. Observamos, no final da
palestra, que esta situagio muda a partir de dimensio quatro.

Parte I. Reflexdes no plano R?

Nds definimos primeiro a nogio de reflexdo no plano R2. Seja
L uma reta no plano ndo contendo necessariamente a origem. A
reflezdo r:R? — R?, com L como espelho, fixa L ¢ manda um
pomto = ¢ L para o outro lado de L de tal maneira que L é 2
mediatriz do segmento entre z e rp(z). Vide fig. 1.

*Palestra proferida em agosto de 1989 no Coléquio de Matematica da Univer-
sidade Federal do Rie Grande do Sul (UFRGS), Porto Alegre, financiado pela
Sociedade Brasileira de Matematica,
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Figura 1.

Observe que r7 é uma isometria com a propriedade que a
distincia entre z e L é a mesma que a distdncia entre rp(z) e

L. Note também que uma reflexio nido respeito a orientagio do
planc.

DEFNIGAO: Um grupo W de isometrias do plano ¢ chamade de~
grupo de reflezdes (ou grupo de Coxeter) se ele é gerado por re-
flexdes, i.e., se existe um subconjunto de reflexées § C W tal que

todo elemento de W pode ser escrito como produto de elementos
de S.

OBSERVAGAO: Um grupo de reflexdes ndo consiste somente de
reflexdes. Com efeito, o produto de duas reflexdes é uma rotagao
ou uma transiacio {ou a identidade). Sejam L; e Lo duas retas
que se interceptam no ponto y com angulo a. Entdo rz, org, é

a rotagao de angulo 2a na direcido Ly para Ly com centro em ¥,
vide fig. 2.

Figura 2.
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Figura 3.

Sejam agora Ly e L, duas retas paralelas. Entio TL, 0T, é
a transla.ga,o de distancia 26 na diregio ortogonal a [; e I, onde
= d(L1,Lz). Observe que toda isometria do plano pode ser -
escrita. como produto de trés (ou menos) reflexoes.

ExeEMPros: (1) Seja T um tridngulo equildtero. As reflexdes nas
retas Ly, Ly e L3 (vide fig. 3) geram o grupo de simetrias do
tridngulo. Para nés, o grupo deé simetrias de um objeto consiste
em todas as isometrias que mandam o objeto em si, respeitando
Ou nao a orientagao do plano.

Este grupo é chamado o grupo diedral de ordem seis e é deno-
tado por H3 (o indice 2 se refere & dimensio do plano e 3 se refere
ao nimero de vértices do triangulo). E facil ver que H3 é isomorfo
a0 grupo simétrico $3 de permutacdes de trés letras. Note que,
por exemplo, a reflexdo ry, corresponde a transposicio (B,C) que
fixa o vértice A e permuta B e (.

Mais geralmente, dado n > 3, seja P, um n-igono regular.
O grupo de simetrias de P, é também gerado por reflexoes e é
chamado o grupo diedral de ordem 2n, denotado HE. (E claro que
H3 néo ¢é isomorfo ao grupo simétrico §, se 7 > 3.) Uma outra
maneira ‘de definir os grupos diedrais é a seguinte, Sejam n > 1 e
Ly e L, duas retas que se interceptam com dngulo 7/n (L; = I,
se n = 1). O grupo gerado pelas reflexdes r, e r, coincide com
Hy sen > 3. Sen = 1ou2chamamos o grupo também de diedral
e denotamos por Hi ou H3 respectivamente. (Note que muitos
livros usam a notagio D, ou Dy, no lugar de H}. Nossa. notagao
coincide com a de [1].)

(2) O grupo de rotagGes de um n-agono regular (n > 3) é um
grupo ciclico de ordem n que nés denotamos por C3. Note que




18

todo elemento de CF respeita a orientagdo do plano. Segue que
C} nio contém nenhuma reflexdo e portanto ndo é um grupo de
reflexdes. O grupo €7 é um subgrupo de indice dois ém H3. Note
que H} e M} também tém subgrupos de rotagdes de indice dois
que nés denotamos por Cf ou C3. E claro que €} s6 contém a
identidade.

(3) A notagio em (1) e (2) ¢ inexata porque ndo existe s¢
um grupo diedral de ordem 2n ou um grupo ciclico de rotagoes
de ordem n. Eles dependem obviamente do n-dgono P, ou das
retas L1 e Ly. Mas observe que dois tais grupos sio conjugados
no grupo de todas as isometrias do plano se eles tém a mesma
ordem e sdo ambos ou diedrais ou ciclicos. No seguinte teorema
entendemos por um grupo diedral ou um grupo ciclico de rotagoes
um tal grupo com respeito a algum n-igono regular ou par de
retas Ly on L.

Teorema. Seja W um grupo finito de reflexdes em R*. Entao W
é um grupo diedral. Um grupo finito de isometrias do plano é ou
diedral ou ciclico.

A prova deste teorema se encontra em [1]. Na proposicao a
seguir explicaremos o iricio da prova que é baseada numa ferra-
menta 1til para virias perguntas: o conceito de centréide. Seja
A = {z1,...,zk} T R™ O centrdide de A é definido como a
média

Proposigao. Um grupo finito de isometrias do R™ tem um ponto
fixo.

Prova: Dencotamos o grupo por W. Seja ¢ € R". Seja Wz a
érbita de z sob W, i.e.,, Wz = {wz | w € W}. Note que Wz é
um subconjunto finito do R™, que tem portanto um centrdide y.
Uma isometria leva o centréide de um conjunto para o centrdide
do conjunto imagem. A imagem de Wa por um elemento de W é
obviamente Wz. Conseqiientemente, o centrdide y é fixo sob todo
elemento de W.

ey
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Figura 4.

Parte II. Reflexbes no espago R® .

- A definigio de uma reflexdo no espaco R® é semelhante ao
caso do plano. Mais precisamente, seja P um plano no R3 nao
contendo necessariamente a origem. A reflezdo rp: R® — R3 com
P como espelho fixa P.e manda um ponto ¢ P para o outro
lado de P de tal maneira que a distincia entre z ¢ P é 3 mesma
distincia entre rp(z) e P; vide fig. 4.

Vide [1] para uma defini¢do mais formal. Note que uma re-
flexfio no espago nao respeita a orientagio. Um grupo de reflexdes
no espago R® &, exatamente como no plano, um grupo gerado por
reflexdes. Toda isometria de R? pode ser escrita como produto de
quatro (ou menos) reflexdes.

ExeMPLOs: (Extensio dos grupos diedrais e ciclicos para o espa-
¢0.) Seja P, a pirdmide com vértice (0,0,2) cuja base é um n-dgono
regular inscrito no circulo unitdrio no plano-zy, n > 3. O grupo de
simetrias de P, ¢ denotado por M. E ficil ver que H3 e HY sdo
isomorfos. Nés chamamos HE também de grupo diedral de ordem
2n. O grupo de rotagdes que deixa P, invariante é denotado por
C3. Ele ¢ isomorfo ao grupo ciclico C3.

Nés dizemos que o eixo-z é inessencial para HE e CT porgque
todos os elementos destes grupos deixam o eixo fixo. Nés dizemos
também que H} e C} sdo inessenciais porque as acoes deles sdo
extensdes triviais de agdes de grupos que agem em uma dimensio
menor. _

Nés damos agora exemplos de grupos essenciais. Estes grupos
sao grupos de simetrias dos cinco sélidos regulares no R3 (vide fig.
3).
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Tetraedro Cubo

Ociaedro Dodecaedro

Icosaedro
Figura 5.

Os cinco sélidos regulares foram descobertos j& na antiglida-
de. No Timeu, um dos didlogos de Platdo (429-348 a.C.}, quatro
sélidos (tetraedro, cubo, octaedro e icosaedro) sao associados aos
quatro elementos fogo, terra, ar e d4gua. O dodecaedro figura como
simbolo para o universointeiro. Isto talvez seja o primeiro “modelo




Figura 6.

matemdtico” na histéria da ciéneia!
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Dois mil anos depois, no ano 1596, Kepler (1571-1630) publi-
cou 0 seu livro sobre o “mistério cosmografico”. Ele usa os sélidos
regulares para “explicar” as distincias entre os seis planetas conhe-
cidos na época: Mercirio, Venus, Terra, Marte, Jipites e Saturno
cujas drbitas sao, de acordo com Copérnico, circulos centrados no
Sol. O modelo é o seguinte: todo planeta determina uma esfera
com o Sol no centro. Kepler notou que a proporgio entre os raios
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Figura 7.

das 6rbitas de Merciirio e Venus é aproximadamente a proporgao
entre os raios da esfera inscrita num octaedro e da esfera na qual
o octaedro estd inscrito. Isto vale também para Venus e Terra
(icosaedro), Terra e Marte (dodecaedro), Marte e Jupites (tetrae-
dro), Jipites e Saturno (cubo}) (vide fig. 6). O modelo, de fato,
d4 nimeros bastante satisfatdrios.

Nio é dificil ver que a ordem do grupo de simetrias de um
sélido regular é 2f¢, onde f é o nimero de faces do sélido é £ éo
nimero dos lados de uma face. Seja v o niimero de vértices de um
sélide. Entdo temos:

Tetraedro: f=4, £=3, v=4.
Cubo: f=6,{=4, v=_8.
Octaedro: f=8, (=3, v =6.
Dodecaedro: f =12, { =35, v =20.
Icosaedro: f =20, £ =3, v =12.

ExEMPLOS: (1) O tetraedro. O grupo 7T de simetrias do tetraedro
é isomorfo ao grupo simétrico §; de permutagdes de quatro letras.
Note que Sy é gerado por transposiches que correspondem as re-
flexdes em 7. Por exemplo, {4, B) é a reflexdo no plano gerado
por 2, C e Dj; vide fig. 7.

Note que a ordem de 7 é 24. Em certo sentido, 7 ¢ anélogo
a0 grupo diedral H3, o grupo de simetrias do tridngulo. Mais
precisamente, estes dois grupos sio os primeiros na série de grupos
de reflexdes em R™ que sdo grupos de simetria do n-simplexo.

(2) O cubo e o octaedro. O cubo e o octaedro tém grupos de
simetria isomorfos. Para ver isto, note que os centros dos lados do
cubo sdo vértices de um octaedro cujas arestas ligam os centros
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Figura 8.

dos lados adjacentes, e vice-versa (vide fig. 8). :

Nés podemos considerar o octaedro com vértices e; = (1,0,0),
—e; = (—1,0,0), ez = (0,1,0), —ex = (0,—1,0), e3. = (0,0,1) e
—e3 = (0,0.-1). O grupo W de simetrias é gerado por per-
mutacdes de ey, €3 ¢ €3 ¢ troca de sinal de e1;.e; ou e3. A ordem
de W é ignal a 3123 = 48 (ou 2- 8 -3 = 48, usando a observacio
acima sobre a ordem de um grupo de simetrias de um sélido re-
gular). £ mostrado em [3] que W & isomorfo a0 produto direto
84 X Zy. Note que os grupos de simetria do cubo em R™ é também
gerado por reflexdes para todo n. O primeiro grupo nesta série é
o grupo diedral H} de simetrias de um quadrado.

(3) 0 dodecaedro e o icosacdro. Os grupos de simetria do do-
decaedro e icosaedro sdo isomorfos. A razio é andloga ao caso do
cubo e do octaedro. Nés sé citamos que o grupo Z de simetrias do
icosaedro é gerado por reflexdes e é isomorfo a A X Zs, vide [3]. A
ordem de Z é 120. Existem em R, mas nio em dimensdes supe-
riores, sélidos andlogos ao dodecaedro e ac icosaedro cujos grupos
de simetria sio também gerados por reflexdes. E interessante que
o grupo Z ndo pode ser o grupo de simetrias de um cristal, mas
existe matéria viva com este grupo de simetria. A razdo é que 7
tem subgrupos de ordem cinco, vide [4].

Anunciamos sem prova o seguinte teorema (vide [1]):
Teorema, Os grupos essenciais de reflexées de R3 sio T, W e I.

OBsERrvVAGAO: Os grupos finitos de reflexdes em qualquer di-
mensio foram classificados por Coxeter em 1934. Eles ndo cor-
respondem todos a solidos regulares. Estes foram classificados em




24

Figura 9.

dimensdes superiores por Schlafli em 1850.

Parte III. Dominios fundamentais e diagramas

Seja W um grupo essencial de reflexdes de R3esejaf o
conjunto dos espelhos das reflexdes em W. Note que H € £ in-
tercepta 'S num circulo méximo cy = H N 5%. (Nés estamos
supondo que o ponto fixo de W ¢é a origem.) Seja -

C = U CH.

Heé

Entdo pode-se provar que o complemento de C, 5% — C, consiste
em triangulos, vide fig. 9, tirado do livro [3], p. 281, para o caso
W =1 '

Esta triangulacdo de S? é invariante por W.e contém tantos
trisngulos quanto a ordem de W. Mais precisamente:
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Proposi¢do. Um componente de 5° ~C ¢é um dominio fundamen-
tal para W; i.e., seja A um componente. Entao N
(1) §% = W(A) = U w(A), onde A significa a unido do
weW ‘
conjunto A com os seus pontos de fronteira.

(2) wAYNA =10 sew#id.

Sejam agora €;, {3 e f3 os lados de A. Associamos um’

diagrama a W da seguinte forma: Aos lados {1, £; e £3 corres:
pondem os vértices do diagrama. Os vértices de &; e €5 (¢ # 7)
sao ligados por p — 2 arestas se o angulo entre ¢; e ¢; é m/p. Note
qute segue da proposi¢do que p é um inteiro > 2. A seguinte tabela
mostra os diagramas e os tridngulos para as trés possibilidaes para
W no R?. (Observe que a soma. dos angulos nao é 1gual a m porque
os tridngulos sao esiéricos.)

W=1T
W=w
W =1

Os diagramas podem ser definidos analogamente em dimen-
sbes maiores. Eles sio importantes porque contém todas as in-
formagdes essenciais sobre o grupo. A classificagdo de grupos de
reflexces é feita através dos diagramas.

Fzemplo em dimensao quatro. Sejam Hy,H,, H3 e Hy quatro
hiperplanos no R*, de modo que os ingulos entre eles sio dados
pelo seguinte diagrama:

O hiperplano H; corresponde ao vértice ligado a trés arestas,
os outros trés hiperplanos correspondem arbitrariamente aos ou-
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tros vértices. Isto significa que £ faz dngulo 7 /3 com Ha, Hye H,
e todos os outros pares de planos se interceptam ortogonalmente.
Esta configuragao existe (escolha um produto interno conveniente
em R* de maneira que os hiperplanos ortogonais aos elementos da
base canénica satisfacam a condicdo) e ela é iinica a menos de uma
isometria. O grupo gerado pelas reflexdes ry,, ry., 7H, € TH, é
finito e representa um fendmeno que nio ocorre em dimensoes dois

e trés: ele ndo é o grupo de simetrias de nenhum sélido regular de
R. '
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