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1. Introdugéo.

Quantas vezes, desde a descoberta da capacidade dos raios X
para atravessar objetos, o homem se perguntou sobre a possibi-
lidade de descrever exatamente o que tem dentro do corpo vivo
sem danificar os tecidos? Quantas vezes se fez a mesma pergunta
quando precisou “ver” por dentro a estrutura da crosta da terra
na procura de novos minerais? Ou quando precisou reconstruir a
estrutura de algum material sem destrui-lo?

-Desde a década de 50, a uniio com a Matemdtica dos avancos
tecnoldgicos para detectar com precisio fotons e ondas de diferen-
tes tipos, tornaram esta capacidade de “ver” dentro dos objetos
uma realidade cada dia mais concreta. O problema da recons-
trucdo de imagens a partir de projegdes apareceu independente-
mente em diversas areas de aplicagiao e na maioria dos casos mui-
tos anos se passaram até se concluir que o problema matemdtico
subjacente era comum a todas elas. Como casos importantes po-
demos mencionar: o calculo da estrutura da coroa solar (vide [1]),
a estimativa da distribuicio de radionucleidos no interior do corpo
humano (vide [2]) para estudar certos processos fisiioldgicos e a re-
construgdo da estrutura tridimensional de uma bactéria a partir
de secdes bidimensionais {vide [3]).
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Figura 1.

De todas as aplicagbes. possivelmente a mais importante e
que tem revolucionado a drea do diagnéstico na medicina é a to-
mografia de transmissio de raios X ou ('T. Existem outros tipos
de tomografia como a de ressondncia magnética nuclear, ultrasom,
etc. que nio trataremos neste artigo. Mais informagoes sobre es-
tas técnicas podem ser encontradas por exemplo em [4]. Antes de
descrever o modelo matemdtico da tomografia propriamente dita
analisaremos primeiro os principios bisicos da radiografia conven-
cional. Neste caso. temos uma founte de raios X. o corpo, e uma
placa sensivel que registra a quantidade de radia¢do que conseguiu
atravessar os tecidos sem ser absorvida {Figura 1). Tons mais cla-
ros indicam muita absor¢io {0sso}. mais obscuros pouca absorgao
(musculo, tecido nervoso}. Suponha, para simplificar. que a fonte
é pontual (F'), o raio é uma reta e no lugar de uma nlaca sensivel
hd um contador de fotons (D).

Muitos fotons detectados em D significa que poucos foram
absorvidos e portanto o tecido era pouco denso na trajetéria do
raio e, vice-versa, poucos fotons detectados indicam tecido muito
denso. E claro que a diferenca entre os fotons que sairam de F
e aqueles que foram detectados em D fornece informagao sobre a
densidade do tecido no segmento S determinado pela reta FD e o
corpo, mas ¢ igualmente claro que isto ndo é suficiente para descre-
ver a densidade no interior de S. Podemos dizer que o segmento 5
do corpo é projetado sobre D ao longo da reta £0. A radiografia
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é uma proje¢io do corpo sobre a placa na dire¢io determinada
pela fonte de raios X. A pergunta imediata que surge € se, con-
siderando projecdes em muitas diregdes diferentes, é possivel re-
construir as caracteristicas de densidade do tecido para cada ponto
Ou pequena regido no interior do corpo. A resposta nos leva ao
modelo da tomografia e por razées técnicas Sbvias (a mudanca de
direcao) devemos nos restringir a um plano, ou corte {tomos signi-
fica “corte” em grego) do corpo. A incognita agora é uma funcio
f a valores reais, definida num subconjunto @ do plano R?, que
representa a propriedade do tecido que chamaremos “coeficiente
linear de atenuagéo” {ou simplesmente “atenuagao”). Se conside-
rarmos a reta L, determinada pelo par fonte-detector (Figura 2},
é possivel provar que sob determinadas condigbes a variacio rela-
tiva da intensidade { ({otons absorvidos/lotos emitidos) em cada
intervalo é proporcional 3 atenuagao multiplicada pelo tamanho
do intervalo, ou seja

== fs)as

integrando 2o longo da reta resulta

log % - /L F(s)ds, (1)

onde I'p e I representam o nimero de folons detectados em D e
emitidos em F' respectivamente.

De (1) deduzimos que o problema teérico que devemos resol-
ver é: recuperar F conhecido o valor de todas as integrais da
linha, na pritica apenas um ndmero finito mas muito grande.
Para o desenvolvimento matemdtico podemos considerar f com
suporte compacto {zero fora de um conjunte limitado e fechado)
e de quadrado integravel. Discutiremos nas proximas se¢des o
caminho mais usado para resolver este problema.

2. A Transformada de Radon e sua Inversa.

Coloquemos o problema definido por (1) em termos ma-
temdaticos mais precisos. Como ja foi dito, f serd uma funcio de
duas varidveis (z,y) com suparte { contido num quadrado cen-
trado na origem. Em coordenadas polares, f(», ¢} = 0 para todo
7 2 E para algum £ > 0, ou, equivalentemente flz,y) =0 se |z}
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’ » - 3} 4 . -
ou |y é malor ou igual que W2 [ Se parametrizamos as retas L
do plano (x,¥), usando a distancia 3 origem e o dngulo 6 com o

eixo 2 como na Figura 2, definimos a transformada de Radon de
f como a seguinte funcdo de {(,8):

[RS)L.6) =

/mf(\/£'3+z'3,9+arctg(%})dz se £#£0

s )
/ fle, 6+ 7/2)dz se (=0
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Em 1917 J. Radon provou que coin condicdes razodveis sobre

f.ovale que .

PSR S S S VY ()] .
Jire) = o2 /0 /_m {~rcos(f — &) dtds, (3)

onde D; denota a derivada parcial com relagdo & primeira varidvel
(no sentido das distribuicées) e a integral interior no caso que nos
ocupa sera entre ~ £ e E, jd que as integrais de f se anulam para
retas que nao interceptam o quadrado que chamamos de regiao de
reconstrugao. O artigo original de Radon com a demonstragao de
(3) pode ser encontrado em {5].

A existéncia de uma férmuia fechada como (3) pareceria resol-
ver completamente o problema da tomografia mas isto estd longe
de ser verdadeiro por vérios motives. Em primeiro lugar nao co-
rhecemos [R f]({,8) para todo ({,8), mas apenas para um nimero
finito de valores; segundo, ainda que tivéssemos os valores de to-
das as integrais de linha de f, a integral singular em (3) soménte
pode ser calculada em forma aproximada, e, finalmente devemos
considerar o fato de que o problema (1) é mal posto no sentido
que Hustraremos na préxima secio.

3. A Indeterminagio de /.

A primeira pergunta que um matemitico se faz quando ana-

lisa um problema como (1) é se este tem solugdo. Se provada a
-existéncia, a segunda pergunta é se a solucio é dnica ou nio e, fi-
nalmente, a pergunta furdamental do ponto de vista das aplicagbes
é relacionada com a estabilidade; na presenca de erro nos dados,
quanto pode variar a solu¢do, e como? Se pequenas perturbagdes
nos dados produzem grandes variagdes da solu¢ao estamos na pre-
senca de um problema mal posto ou mal condicionado e o conceito
de solucdo deve ser redefinido ou tratade mais cuidadosamente.
Este é o caso da reconstrucio de imagens a partir de projegdes e de
muitos outros problemas, em geral associadaos com novas tecnolo-
gias, como por exemplo, a tomografia sismica, a visdo computacio-
nal e o sensoriamento remoto, conhecidos também como problemas
inversos [6]. No caso que nos ocupa, suponia gue temos &k pon-
tos no plano (r,9) da Figura 2, (vy, @) para k = 1,...,KeM
angulos mA param =0,... , 3 — L, sendo A = m /M. Definimos
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entdo a fungdo d (para 0 < 6 < E/ND

T .
, sen(— ) sen(oM ), se 0<r <o,
dir,¢) = { 8 (4)
‘ 0 se r>4.
E facil verificar que
(RAJ(L,mA) =0 (5)

d _
d (E ﬁ) =1. {(6)

Usando (5) e (6) é possivel consiruir uma fungao g tal que a
transformada de Radon de g nos pontos (£,mA) é nula e

Q(T‘k,¢k} = Ck k= 15--‘ 11{1 (7)

onde os ¢ sio valores arbitrdrios. Em outras palavras, se uma
funcio f tem projecdes conhecidas para um nimero finito de
angulos, f + ¢ tem as mesmas projegbes e valores arbitrdrios nos
pontos (7, ¢r). Ou seja, conhecidas todas as integrais de linha
para um nimero finito de angulos # nao somente néo determinam
a f mas aparentemente nio determinam nada.

A situacdo pareceria pior ainda se considerarmos o seguinte
resuitado devide a D. Solmon [7]:

Seja f, € C®(R™), C um compacto no interior do suporie
de f, € 01,... .0y um nimero finito de dire¢ées. Entdo eriste
uma outra fung¢do f infinitamente diferencidvel com os mesmos
valores de R f para as diregées dudas e completamente arbitrdria
em C. (Teorema 1.8). :

Apesar dos resultados anteriores. as reconstrugoes tomografi-
cas obtidas podem ser muito boas e dteis para o diagnéstico clinico.
A explicagdo disto comega por tma observagao com relagio ao
exemplo (4). Se o nimero M de angulos ¢ muito grande, a fungao
g tem perfodo muito pequeno e portanto freqiiéncia muito alta.
Por outra parte as funcdes com transformada de Radon nula para
finitos angulos necessariamente s6 tém altas {reqiiéncias (vide [8]).
Portanto, se eliminarmos este tipo de fungdes do conjunto vidvel
(solugdes permitidas) a indeterminacio desaparece. E claro que
quantas mais projegdes sejam calculadas methor serd a recons-
trugdo.
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4. Os Métodos.

Uma vez definido o problema matematico e seus inconvenien-
tes faremos uma introducio aos diferentes métodos para resolvé-lo.

Dois caminhos existem para calcular uma solu¢io de (1). O
primeiro é discretizar a transformada de Radon, ou seja, aproxi-
mar as integrais de linha e calcular uma solugao do “sistema linear”
resultante usando algum método iterativo. Este foi o caminho ten-
tado nos primeiros tempos da tomografia, mas esta hoje limitado a
situagbes muito particulares (dados incompletos, angulo limitado)
que ndo trataremos aqui (vide {9] e [10]). O outro caminho, que
produz as melhores reconstrugdes nas situagdes normais, é partir
da férmula analitica para a inversa da transformada de Radon e
aproxima-la de alguma forma: estes sio os chamados métodos de
transformagao. Uma visdo razoavelmente extensa sobre este tipo
de métodos pode ser encontrada em {11]. Concentrar-nos-emos
apenas num deles, o mais usado e aceito como mais eficiente.

5. Convolug¢io-retroprojegao.
Todos os métodos de transformagio para calcular a inversa da

transformada de Radon podem ser deduzidos do chamado teorema
de projecao expresso na igualdade

R~ = FUR, (8)

ou seja, a transformada inversa de Radon é a composi¢ao de uma
transformada de Fourier, 77, na primeira varidvel ¢ e uma trans-
formada inversa de Fourier, 75!, bidimensional. A demonstracio
deste resultado é muito simples e segue da aplicacio de uma mu-
danca de varidveis e do teorema de Fubini {vide [8]).

Se chamamos p({,6) a [R f]({,8) e aplicamos (8) temos que

flr,é) =

: =/ / lpl [Fipl(p, 8) exp(2mirpcos(d — ¢)jdpdd.  (9)
0 -0 : .

A integral interna em (9) é a transformada de Fourier inversa
do produto [p| [F},] na varidvel p, portanto poderiamos usar o
teorema de convolu¢do que diz que a transformada de Fourier do
produto de convolugio de duas fun¢des (lembrar que (£ * h)(z) =
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ffoco £(z—1)h(1)dt é o produto de convolugao de (e h) é o produto
das transformadas de Fourier dessas fungoes, ou, formalmente

FOUp F LD = F el + oo (10)

Lamentavelmente F~!(|p]) ndo existe, logo devemos substi-
tuir o membro direito de (10) por uma aproximagao, ou seja

FilelFip) = fim qa v p (11)

onde g4 = F; }(|p| Fa(p)). Fa é uma fungio apropriada, chamada
janela {serve para “ver” a fun¢do) com comprimento de banda A.
Um exemplo simples de janela é

tose |pf<A4f2

F’*(p)z{o se |p| > A/2.

(12)

Se, para uma fun¢io  de duas varidveis, definimos o operador
de retroprojeg¢io

(R*p](r, ¢} = f p(r cos(6 — ¢),0)d8, ' (13)
0 -
de {9), (L1) e {13) deduzimos que

flr,0) = R¥(ga = p), (14)

gue é a formulacio continua do método de convolugio-retroproje-
gao, : '

A escolha da janela F; depende de uma anélise que inclui fa-
tores como: o erro nos dados e o erro nas aproximacdes que devem
ser feitas para calcular (14). Essencialmente F)y pode ser pensada
como um filtro que ndo deixa passar as variagdes em f menciona-
das na se¢io anterior, provocadas pelas perturbagdes nos dados e
nos calculos intermedidrios. (Para uma discussio detalhada sobre
esta escolha vide [12}).

Para calcular (14) na pratica, é claro que precisamos aproxi-
mar as integrais tanto da convolugio (11} como da retroprojecéo
(14). Esta aproximagio dependerd da forma como os dados sdo
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coletados, o que, na linguagem das pessoas que trabalham na 4rea
chama-se de modo de varredura (scanning mode) ou geometria
da recolecao de dados. Existem muitos tipos possiveis de geome-
trias para recoleio de dados em tomografia médica. Por ser a
forma mais simples e aparentemente a mais natural para a para-
metrizacdo escolhida na nossa defiricio da transformada de Ra-
don, embora ndo a mais rdpida. consideraremos a geometria de
rajos paralelos. Este tipo de recolegio de dados em tomografia foi
também o usado nas primeiras mdquinas até ser substituido pela
geometria de raios divergentes {{an heam) consideravelmente mais
rapida.

6. Convolugdo-retroproje¢io para raios paralelos.

Esta forma de coleta de dados consiste num arranjo de
emissores-detectores em paralelo, tal como indica a F igura 3, que
gira em torno do centro, tomando medi¢des para varios angulos.
Suponha entio que sdo calculadas 24 — | projegoes paralelas se-
paradas por uma distancia d para M angulos. Isto é, conhecemos
p(nd, mA) para

-N<n<N

15
m=0,1,...,M -1, (15)

onde A = r /M. Suponhamos também Nd > E > r.
Para aproximar {11) usamos uma soma de Riemann, obtendo

N '
pe(nd,mA) = Z qalln = n"Yd)p(n'd, mA), (16)

nl==-N

paran = =N,... , N, m = 0.1,... ,8 ~ 1. O vetor de ordem
(2N + 1)M definido por (16) é conhecido como vetor de da-
dos de proje¢io convolvidos. Na aproximagio da retroprojecio
(13) precisamos conhecer para cada par (rj,¢;) os valores de
po(mA — ¢;),mA). Lamentavelmente esses valores nio sio os
calculados em (16), sendo necessiria entdo uma interpolagio li-
near. Em outras palavras nossos dados de projecio convolvidos
sdo conhecidos num conjunto de pontos do plano {¢,4) distribui-
dos em uma malha retangular, mas para calcular a retroprojegio
precisamos de valores sobre a curva definida por £ = r cos(f — )
para cada (r,¢) tal como indicado na Figura 4.
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1 |

Figura 3.

Na inteﬁ‘polagéo linear escothe-se n tal que nd < r cos(mA —
¢) < (n + 1)d e estima-se f.(r cos(mA — ¢),mA) por

Bo(rcos(mA - ¢),mA) = (n+ 1)d - r cos(mA — ¢)

d
L7 cos(ml-\d— ¢} — nd pel(n + 1)d,mA). (17}

Usando (17), para cada ponto {rj,¢;), com j = I,... y
aproxima-se a integral da retroprojegdo pela soma de Riemann
e resulta :

pe(nd, mA)

RV -
f(?'j,d)j} =A Z Pelr; cos(mA = ¢;), mA), (18)

m=0
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Figura 4.

e f('f'j, ;) serd a estimativa da imagem f no ponto (7;,9;). Usual-
mente 0$ pontos (r;, ¢;) formam uma malha retangular uniforme
onde cada elemento se chama “pixel” (de “picture element”).

Para outros tipos de coleta de dados é necessario deduzir no-

vas férmulas equivalentes a (9) ou reduzir ao caso de raios paralelos
usando interpolagao. '

Embora o método de convolugio-retroprojecio, também co-
nhecido como retroprojecio filtrada, seja mais eficiente e pro-
duza as melhores imagens em tomografia médica, isto supde al-
gumas condigdes que devem ser satisfeitas, como, por exemplo:
um nimero suficientemente grande de fotons emitidos e detec-
tados, para manter a validade do modelo representado por (1),
passo de discretizagio d razoavelmente pequeno e um ndmero M
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de dngulos grande e unilormemente distribuidos. Valores tipicos
de d, N e M podem ser 0.1504 cim, 84 e 144 respectivamente, para
uma méquina com geometria de raios paralelos. Isto é, sio conhe-
cidos os valores aproximados de umas 25000 integrais de linha e,
para uma imagem de resolugdo minima, f é reconstruida em pelo
menos 4000 pontos {pixels). Quando alguma das condi¢des men-
cionadas nao é satisfeita, as imagens resultantes da aplicagdo do
método de convolugio-retraprojegio se deterioram proporcional-
mente. E o caso, por exemplo, em que por algum motivo a dose de
raios X & baixa, ou existe algum material opaco (prétese) absor-
vendo a radiagio. Neste tipo de situagdes, métodos mais flexiveis
nos quais seja possivel introduzir informagao “a priori” adicional
sobre o problema podem ser mais convenientes. E o caso dos cha-
mados métodos de ‘expansio em séries {vide [9], {10]).
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