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1. Os modelos matematicos.

No artigo Fundamentos Malemdticos da Tomografie Compu-
tadorizada: Métodos de Transformacdo (Matemdtica Universitiria
n?11), do'qual este trabatho é uma segunda parte, foi descrito
com certo detalhe o modelo fisico da Tomografia Computadori-
zada, que retomamos aqui. Temos uma regido limitada § de R2
(que representa, por exemplo, uma secgdo plana do corpo humano)
na qual esta definida uma fungdo f(z,y) que indica o coeficiente
de atenuagdo linear (ou simplesmente atenuag¢do) de raios X no
ponto (z,y), ou seja a fragio da intensidade de um raio X que é
absorvida num quadrado de lado d2 com centro em (z,7). Como
tecidos diferentes tém atenuagdes diferentes, o conhecimento de f
permite reconhecer a forma e tamanho dos érgios presentes na
seccio S.

Em geral, é impossivel medir f(z,y) num ponto interior de
§ sem intervencdes cirdrgicas, mas é possivel sim medir, com um
detector de particulas, a fracio total de intensidade atenuada ao
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longo da trajetdria de um raio L que atravessa a regido S, ou seja
determinar a integral retilinea:

o) = | fas, (1)

Vale a pena salientar que este modelo supde muitas apro-
ximagoes da realidade fisica. Os raios nio sao na verdade retas
mas feixes, ou seja cones, a atenuagio é fungio do cumprimento de
onda, e ndo é possivel conseguir raios totalmente monocrométicos
(ou seja de um dnico cumprimento de onda), fenémenos de di-
fragio desviam as particulas de sua trajetéria retilinea, etc. B
preciso entdo, na pratica, corrigir o valor medido de (L) para pre-
servar a equagio (1), levando em conta tais fatores perturbatdrios.
Isto, porém, nio modifica essencialmente o modelo matemédtico
descrito.

No artigo anterior mostrou-se que, conhecido (L) para toda
reta L que atravessa S, é possivel determinar a funcio f através
da transformada inversa de Radon. Neste artigo estudamos uma
abordagem alternativa. Supomos que a regiio § estd contida num
retangulo dividido em muitos quadrinhos chamados “pixels” (pic-
ture elements) e aceitamos que f é constante em cada pixel. A
aproximagio é razodvel se os pixels sdo suficientemente pequenos.

Numeramos os pixels de 1 a n e chamamos z; ao valor de
f mo pixel j. Agora a nossa incégnita nio é uma fungio f(z,y)
mas o vetor ¢ = (21,...,Z,). Também supomos que o nimero
de raios é finito (como acontece na realidade). Se Ly,..., Ly, sdo
0s raios cujas atenuagbes medimos, chamamos ¢(L;} (atenuagio
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Fig. 2

total do ¢-ésimo raio) de b;. A integral em (1) passa a ser a soma,
das integrais sobre cada pixel atravessado pelo raio L. E imediato
entdo que (1) se reescreve como:

n
Za.—,-a:,-:bi (1<i<m) (2)
7=t

onde a;; é 0 comprimento da intersegio do i-ésimo pixel (a;; é zero
se 0 raio i nao passa pelo pixel j). Em notagio matricial:

Az = (3)

onde A = {a;;} € R™*", b = {§;} € R™, 2 = {z;} € R™. Se
associamos aos valores de z; tons de cinza entre o branco e o
preto, a coloragio numa tela de cada pixel com esses tons faz de
cada vetor z uma imagem. O vetor z solucdo de (2) é a imagem
reconstruida. Os erros e aproximagdes mencionadas sugerem que
uma representagao mais realista é:

b—e<dz<b+e {4)
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onde b ¢ o vetor das atenuacoes medidas e ¢ € R™ é um vetor de
erros. Trocando o sinal da desigualdade esquerda deé (4) podemos
reescrever (4) como:

Ar <b (5)

com A € R2mx“, be Rzm, definidos em forma natural.

Por variados motivos, é freqiiente que tanto (3) quanto (5)
tenham solu¢des multiplas. Neste caso pode se procurar a solugao
de (3) ou (5) que minimize uma certa funcional #:R™ — R, ou
seja resalver:

min h(z) (6)
sujeito a Az = b
ou:
min A(z)
e =7 (7)
sujeito a Az < b
Duas formas interessantes para h sio
Mz)=lle—2°|° (=°€R") (8)
h(z)= - zjloge; (9)
i=1

O motivo para usar {8) é que em tomografia médica em geral
é conhecida uma certa imagem “normal” 2° (ou seja, a imagem
corespondente ao caso em que o paciente ndo tem “nada estranho
14 dentro”). Se o paciente estd fazendo a tomografia é porque se
espera (ou se teme) que 2 # z°, mas mesmo assim & quase certo
que z; =~ z? para a grande maioria dos pixels j (se z; é muito
diferente de z3 para todo j, certamente o paciente ji morreu e
a tomografia é desnecessiria). Parece entdo razodvel procurar a
imagem z compativel com as medigdes (ou seja satisfazendo (3)
ou (5)) mais préxima a z°, isto é usar (6) ou (7) com h como em
(8). O motivo para usar (9) é que nesse caso obtemos a solu¢do
de maxima entropia, que em certo sentido é a mais provavel (ver
em (8] um modelo estatistico que justifica matematicamente esta
afirmacio).

Na segdo 2.6 discutiremos as vantagens e desvantagens pra-
ticas desta abordagem comparada com os métodos de trans-
formagio. Podemos no entanto adiantar j4 uma vantagem deste
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modelo: se se dispde de informagio adicional (alguns valores de
zj, limites superiores ou inferiores dos mesmos, simetrias, etc.)
nio hd problema em incorporé-la nesta formulagio, adicionando
linhas em (3) ou (5), na medida em que seja possivel representa-la
como equagcdes ou desigualdades lineares nos z;. Isto € consi-
deravelmente mais dificil (ou mesmo impossivel) nos métodos de
transformacao.

2. Métodos.

2.1. Introdugao.

Colocado o problema na forma (3) ou (5) esta secao pareceria
absolutamente dispensdvel. (3) é um simples sistema de equagdes
lineares, e existem variados métodos que calculam solugdes exa-
tas de (3) num ndmero finito de operagdes: eliminagao gaussiana
(escalonamento de A) por exemplo. O mesmo acontece com (3}
que pode ser resolvido usando qualquer algoritmo de Programacao
Linear, como a fase I do Simplex, o algoritmo de Karmarkar, etc.
(ver [9]).

A situagdo, porém, é mais complexa, como conseqiiéncia das
caracteristicas da matriz A. Para que a aproximagio seja boa, ou
seja para obtermos imagens nitidas, o nimero n de pixels tem que
ser grande, talvez de ordem 10° ou maior. O ndmero m de raios
costuma ser pelo menos de ordem 10%. Assim, A tem normal-
mente uns 10% coeficientes. Mas acontece que a grande maioria
sd0 zero: se os n pixels formam um quadrado, é facil ver na figura
2 que nenhum raio atravessa mais de 2/n pixels, o que implica
que a densidade de A (proporc¢ao de coeficientes ndo nulos) é de
ordem ﬁ Naturalmente, s6 sio armazenados os coeficientes nao
nulos. O nimero deles, mesmo assim, é elevado. Acontece que os
métodos acima mencionados alteram paulatinamente a matriz A
introduzindo valores ndo nulos onde originariamente ha zeros. Tal
fenémeno é chamado de fill-in. Existermn métodos sofisticados de
escotha de pivéds para reduzir tanto quanto possivel o fill-in, mas
nao se pode esperar a solucdo de um sistema de densidade baixa
com um fill-in de menos de 100% (ou seja duplicando o ndimero
de coeficientes ndo nulos). Essa situagéo é toleravel para matrizes
grandes mas nem tanto (digamos de ordem 10® x 10%}, mas resulta
insuportdvel nas dimensdes que estamos considerando.

Foi assim que os matemdticos foram procurar os velhos
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Fig.3: Método de Gauss-Seidel

métodos iterativos que nao tém este inconveniente. Estes métodos
nao calculam uma solugio exata, e sim geram uma seqiléncia
{z*} C R™ que, espera-se, converge a um ponto z* solucio do
sistema (3) ou (5).

2.2. Os métodos de Gauss-Seidel e Jacobi.

Comegamos descrevendo os métodos de Gauss-Seidel e Jacobi,
de comegos do século XIX. As figuras 3 e 4 representam ambos
os algoritmos para um sistema como (3) com A ndo singular de
-tamanho 2 x 2.

No algoritmo de Gauss-Seidel, com A € R"*", tomamos um
ponto inicial z° € R™ e modificamos a 1* componente para sa-
tisfazer a 12 equagio (deixando as outras fixas), obtendo o ponto
y1'1; logo modificamos a 2% componente de y**! para satisfazer a
22 equacdo (deixando as outras fixas), obtendo ¥t e continuamos
assim até obter y1™, que é chamado de 2!, o segundo iterado.
Repetimos o procedimento com 2! no lugar de z°, obtendo z2, e
assim geramos a seqiiéncia {z*}. No caso de Jacobi, y1! é obtido
da mesma forma, mas para calcular 4*+%,. .. ,y""™ nao ajustamos,




63

Y

Fig.4: Metodo de Jacobi

como em Gauss-Seidel, os vetores z!7 ji calculados, e sim que
procedemos sempre a partir de 2°; assim y'* tem sé a j-ésima
componente diferente de 2°. O segundo iterado, 2!, se obtém to-
mando a componente modificada de cada y!7, ou seja z} = y;’“’.

Também neste caso o procedimento se repete com ! no lugar de
z° para obter 22, etc.

Antes de discutir a convergéncia destes métodos, observamos
que, pelo menos nas figuras 3 e 4, a seqiiéncia de Gauss-Seidel
parece se aproximar da tinica solugdo 2™ muito mais rapidamente
que a de Jacobi. Isto é verdade em geral, mas o algoritmo de
Jacobi tem uma vantagem compensatéria: os vetores auxiliares
y*7 (com k fixo) do método de (lauss-Seidel tdm que ser calcu-
lados emn segiiéncia jd que o cdlculo de cada um deles requer o
anterior. J4 o método de Jacobi, em principio, permite o cilculo
simultdneo dos y*7 (com k fixo). Assim, num computador com
processadores paralelos o método de Jacobi pode ser mais eficiente
que o de Gauss-Seidel. Esta distingio entre algoritmos sequenciais
(como Gauss-Seidel) e paralelos (como Jacobi) se mantém quando
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passamos a métodos mais sofisticados.

A respeito da convergéncia, a situagido nio é muito satis-
fatéria. Embora em casos como os das figuras 3 e 4 temos con-
vergéncia, esta ndo é invariante por transformagdes ortogonais, ou
seja por rotacdes dos eixos coordenados. Por exemplo, no caso
da figura 5, é evidente que o algoritmo de Gauss-Seidel entra em
“].OOP”.

O motivo é que as proje¢des sio tomadas paralelamente aos
eixos, que de certa forma sio alheios & geometria do problema.
Os teoremas de convergéncia destes métodos exigem que o raio

~espectral da matriz de iteragao associada com A (ou seja o mdximo
dos moédulos dos autovalores) seja menor que 1.

2.3. Os métodos de Kaczmarz e Cimmino.

O problema mencionado desaparece nos métodos de Kacz-
marz (1938} e Cimmino (1937), que podem ser vistos como versdes
mais sofisticadas dos métodos de Gauss-Seidel e Jacobi, com
projecoes ortogonais sobre os hiperplanos definidos pelas equagdes
do sistema.

Doravante, {-,-) e || || indicam o produto escalar e a norma
usuais em R™, Em geral, dado um hiperplano A = {y € R :
{a,y) = B} (com a € R*, 3 € R) e um ponto z € R*, o ponto de
H mais préximo a z é mg(z), definido por:

_ ((@2) =B
el

Entdo o algoritmo de Kaczmarz para o sistema Az = b (com

ma(z) =z

(10)
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Fig.63 Metodo de Kaczmrz

A € R™*"* b € R*, chamando as linhas de A de a') pode ser
descrito como:
Inicializacdo:

2’ € R" (11)

Passo iterativo: Dado z*, defina y*+10 = 2# ¢ calcule sequencial-
mente: ’ .

) . 1o kHl,i—1y _ oy,
yk+1,z — yk-}-l,z—l _ ((a’ ' Y : 2) bl)a (1 S ; S m) (12)
[|a*]
.'.'Ck+1 = ‘yk-i-l,m (13)

ou seja, obtemos 2*t! projetando sequencialmente z* sobre todos

os hiperplanos H; = {y : {¢’,y) = b;} que determinam o sistema
Az =0

No caso de Cimmino, tomamos pesos A; (1 < i < m) satisfazendo:

Ai>0 (1<i<m) (14)
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Fig. 7: Método de Cimmino

m

S =1 (15)

i=1

e projetamos z* sobre todos os hiperplanos H;, obtendo as

projecdes y*t1:* 5+ ¢ 3 média de y**t12, ... y** 1™ com pesos
Ay..., A, Formalmente:
Inicializagdo: :

2 e R™ (16)

Passo iterativo: Dado z%:

i=1

m - N
ZFH = Z’\‘ I:Ik _ ({a',2 )'—gb;)a'
[l
ou, equivalentemente:
m

ZFHl gk Z/\.((“iaf’»‘k) — b;)a’ (17)

i 2
i=1 ljail

Note-se que o método de Kaczmarz é sequencial e o de
Cimmino paralelo, com a notacio da secio 2.2.
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2.4. Desigualdades. N

Vejamos como extender estes métodos a um sistema de de-
sigualdades Az < b (ou seja {a*,z) < b; (1 € i < m), onde
a' sdo as linhas de 4). Dados A € R", 3 € R consideramos o
semi-espaco T = {y € R" : {a,y) < }. E imediato que dado
z € R™ o ponto m¢(z) mais préximo a z em T pode ser calculado
da seguinte forma: se {a,z) < § entdo 2 € T e wp(z) = z. Se
{a,z) > B entdo wr(x) é o ponto mais préximo a = no hiperplano
H={yeR":(a,y) = 8} ouseja 7p(2) = my(z), dado por (10).
Isto pode ser resumido como:

|[al||2 max{0,{a,z) — f}a (18)

Entdo os passos iterativos dos algoritmos de Kaczmarz e
Cimmino para desigualdades ficam:

rr(z) =z —

Kaczmarz:
yk+l,0 — :Lk _ (19)
yFrd = grist ” 1”., max{0,{a’, 151} — b;}a* (1<i<m)

atfl”

(20)
:l,'k-H - yk+1,m (21)

Cimmino:
okt = 2k z “ t||2 max{O,(a‘,xk} _ bi}az (22)

i=1 al

onde as projecdes sio feitas sobre os semi-espacos T; = {y € R™:
(a’z’ y) < bt}
2.5. Relaxagdo.

A idéia de relazagdo é que as projecdes de z* sobre os semi-
espagos indicam uma dire¢do apropriada para o avango do algo-
ritmo, mas ndo ha, estritamente, necessidade de que os vetores
y*J sejam projecbes exatas. Podemos ficar na metade do cami-
nho ou ir um pouco além da projecio exata, ou seja, se mp(z) €
a projecao de x sobre o semi-espago T, substituimos no algoritmo
7r(%) por um ponto Tp(z) na reta que passa por z e Tp{z):

fr{z) =arp(z)+(1-a)z = 2 — mﬁF max{0,{a,z} — B}a (23)
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Fig. 8 : Metodo de Kaczmarz para desiguaidades

Assim, os passos iterativos dos algoritmos de Kaczmarz e Cimmino
relazados ficam:

Kaczmarz:
yk+1,0 — Ek (24)
yk-l-l,i — yk-l-l.i—l ” z“ ma\{{) ( ’J.‘n.-{-l.i—d) _bi}ai (25)
$k+ JL+1 Jm (26)

Cimmino:

st =2k _ max{0, {a'z*} - b;}a’ (27)
Z|| arf (O (@) = it

Veremos logo que para garantir a convergéncia dos algoritmos
deve-se tomar 0 < & < 2. Quando & = 1, recuperamos o algoritmo
original (nao relaxado). A experiéncia computacional mostra qie
a escolha de valores de & diferentes de 1 pode acelerar consideravel-
mente a convergéncia. O algoritmo se diz subrelazado se a € (0,1)
e sobrerelazado se o € (1,2).

2.6. Métodos de agio de linha,
Todos os métodos das seqdes 2.2-2.5 evitam o problema do

fill-in e podem ser caracterizados, em geral, pelas duas seguintes
propriedades:

a) A matriz 4 ndo é modificada no procedimento.
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Fig.9: Método de Kaczmarz Subrelaxado

b) Em cada passo usa-se s6 uma iinha de A e um (ou uns
poucos) vetores de dimensio n.

No caso do algoritmo de Kaczmarz calculamos y** usando a*

e s6 um vetor: y*i~1. No caso de Cimmino precisamos além de o,

=1y

e a soma parcial Z 2L max{0, (af,z*) — be}at
£=1 ”“’E”-

Métodos que satisfazem a) e b) sdo ditos de agdo de linha

(row-action) e sio especialmente adequados para aplicagdes em to-

mografia (ver [1]). Sio mais lentos que os métodos diretos (como

1

dois vetores: z¥

1
yz,\. y _V
Y -
T "
] £
f
-
3 =
|3 | - -~
IT
ol
T2 2 )
x
1l [l 1 .

Fig.10: Metodo de Kaczmarz Sobrerekmado
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eliminacio gaussiana) mas, como ja explicamos, os métodos dire-
tos ndo sao aplicaveis no caso da tomografia devido ao fill-in.

Se compararmos estes métodos com os métodos de trans-
. formagdo, novamente a desvantagem dos métodos de a¢io de linha
é a lentiddo, mas eles sdo teis em certas circunsténcias especiais:
por exemplo quando ndo temos raios que cubram uma certa faixa
de dngulos (isto acontece em tomografia industrial onde muitas
vezes é impossivel rodear com um anel de detectores o objeto,
que pode ser, por exemplo, um avido). Nestes casos o célculo da
transformada inversa de Radon pode ser muito prejudicado, mas
os efeitos negativos sdo bem menores para métodos de agéo de li-
nha. Também, o fato de produzir uma seqiiéncia de aproximactes
a imagem procurada permite relizar ajustes { “suavizar a imagem”)
20 longo do procedimento (ver [7]). Além disso a lentidio, que po-
deria ser proibitiva em aplicagdes que exigem alta precisdo, é um
obstéculo menos grave em reconstrucio de imagens: o niimero de
tonalidades de cinza perceptiveis pelo olho humano néo é muito
grande, e um erro de 5% (ou até de 10%) pode ser tolerdvel. Em
resumo, estes métodos compensam a sua lentiddo com uma maior
flexibilidade, se tornando iteis em situacdes onde a moldura rigida
dos métodos de transformacio impede a geragio de boas imagens.

Vale a pena mencionar aqui as influéncias tecnoldgicas que
motivaram os altos e baixos do prestigio dos métodos iterativos
para sistemas lineares. Até o advento dos computadores, eles eram
preferidos aos métodos diretos (tipo eliminagio) devido a outra
vantagem: sao mais robustos. Se ao longo do processo iterativo
um erro é cometido, o préprio método se encarrega de corregi-lo:
tudo é como se comegdssemos de novo com outro z° (no pior dos
€asos, atrasaremos um pouco a convergéncia). Num método de eli-
minagao qualquer erro estraga a solugio, e qualquer um que tentou
resolver & mao um sistema linear de 10 por 10 sabe que a proba-
bilidade de cometer ao menos um erro é bem alta. A aparicio dos
computadores {que ndo erram) mudou o panorama; os métodos di-
retos monopolizaram a cena, foram incessantemente aprimorados
com a introdugdo de melhores fatorizagdes matriciais e estratégias
de escolha dos pivés, e os métodos iterativos foram esquecidos,
nao se registrando avango nenhum nos 20 anos seguintes aos tra-
balhos de Cimmino e Kaczmarz (houve também outros motivos
coadjuvantes: o jovem e promissor Kaczmarz foi literalmente es-
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magado, junto com boa parte da cavalaria polonesa,. pelos tanques
alemies em setembro de 1939: digamos também, para completar
este paréntese de “trivia”, que Cimmino ainda vive e trabalha em
Roma). No comego da década de 70, um novo avango tecnoldgico,
o tomdgrafo, tira estes métodos do esquecimento e os coloca nova-
mente no palco. E interessante mencionar (ue apds o primeiro al-
goritmo pouco pratico de Cormack, que recebeu junto com Houns-
feld o prémio Nobel de Medicina pela inven¢ao do tomdgrafo, Her-
man e Bender redescobriram o algoritmo de Kaczmarz, que jazia
esquecido nos anais da Academia Polonesa de Ciéncias, e o cha-
maram, por motivos hoje irrelevantes, de método de expansio em
séries. Este algoritmo foi usado no primeiro tomdgrafo comercial,
fabricado pela empresa EMI. A nomenclatura ficou, embora seja
mais preciso chamar estes métodos de algébricos ou iterativos. Os
dltimos 20 anos viram uma atividade razoavelmente intensa nesta
drea e o processo continua: os métodos iterativos na Tomografia
e na Algebra Linear sio objeto de um nimero especial da revista
Linear Algebra and Its Applications (volume 130, margo de 1990)

e de um simpésio internacional a ser realizado na Bélgica em abril
de 1991.

3. Anadlise de convergéncia.

3.1. O problema de viabilidade convexa.

Como acontece freqilentemente em Matemadtica, a andlise de
convergéncia destes algoritmos fica mais simples se consideramos
um problema “a priori” mais complexo. Observe-se que, se H; =
{y € R™ : {a',y) = b;}, resolver o sistema Az = b é o mesmo

m
que achar um ponto pertencente a H = ﬂ H;. Analogamente,
i=1

se T; = {y e R* : (ai,y) < b;}, resolver o sistema Az < b é

m .-
equivalente a achar um ponto 2z em T = ﬂ T;. Generalizando
i=1
estas situagdes, o problema de viabilidade conveza (PVC) consiste
em, dados conjuntos convexos e fechados C'1,... ,C; C R", achar

m
z€C=[)C;: Eclaro que Az = b, Az < b sfo casos particulares
pat

i=1
de PVC. Afirmamos que os algoritmos de Kaczmarz e Cimmino
se extendem facilmente a este problema.
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Fig. 1

Dado um conjunto fechado K C R" e 2 € R" é sabido que
existem pontos T em K que minimizam a distincia a K (ou seja
|z - z|| < lly—z| Vy € K). Se K é convexo (isto &, contém
o segmento entre dois pontos quaisquer pertencentes a ele), 7 é
unico. A funcio 7x:R® — K definida como Tri{z) = T é a
projegdo ortogonal sobre K. A unicidade de T é uma das con-
seqiiéncias do Teorema de Separagdo de Convezos (ver [12], Teo-
rema 11.2), que diz (numa formulagio fraca) que:

Dados um convezo fechado K C R™ e um ponto ¢ € R™ que
nao pertence a K existe umn hiperplano H que deiza z de um lado
e K de outro. H pode ser escolhido de forma que passe por um
ponito T de K que minimiza a distdncia a z.

Uma conseqiiéncia imediata deste teorema é que o angulo
entre ¢, Tr(z) e qualquer ponto z de & é obtuso.

Ou seja;

(z-7mr(z),2 —7x{z)) €0 Vze K,ze R* {28)

(Note-se que se z € K entio Tr{T) = 2 e temos igualdade em
(28)). Como Im(wx) = K podemos reescrever (28) da seguinte

Ak
4

M {x)

Fig.12
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Fig.13: Kaczmarz sem Relaxapdo

forma:
(rr(y) = 7r(z)z —7x(2)) <0 Yz,ye R" (29)

Agora dado o PVC com convexos fechados Cy,...,C,, C R®
podemos considerar as versdes relaxadas ndo lineares dos algo-
ritmos de Kaczmarz ¢ Cimmino da seguinte forma: definimos
FPiR" — C; como Py = 7¢; e, dado a € (0,2), definimos
Pr:R™ — R™ como:

P2(2) = (1 - a)z + aPi(z). (30}

Definimos também P, P:R"™ — R" como:

P(e)=(Pgo--PfoPf)z)  (31)

P(z) =Y MP(a) (32)

onde o indica composi¢io de funcdes e os A; satisfazem (14), (15).
Entéo o passo iterativo do algoritmo de Kacamarz é dado por:

ghtl = P(.?:k) {33)

e o de Cimmino por: _
= Pa). (34)
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Fig.14: Kaczmoarz Subrelaxado

Isto é, substituimos as proje¢des sobre os hiperplanos H; ou
semiespagos T; por proje¢oes sobre convexos fechados arbitrarios
Ci. Provaremos que as seqiiéncias {2¥} geradas por (33), (34)

m

convergem a pontos pertencentes a ' = ﬂ Ci, ou seja as solugoes
i=1

de PVC. Assim, os algoritmos podem ser usados para resolver

sistemas de desigualdades convexas:

G()<0  (1<i<m) (35)

com g;: R™ — R convexa (ou seja gi(vz+ (1 —v)y) < vgi(z)+(1-
7)gi(y) para todo z,y € R", v € [0,1]), tomando C; = {y € R™:
gi(y) < 0}, que, como se verifica facilmente, é convexo e fechado.

Vale a pena salientar que os algoritmos {33), (34) sio de certa
forma tedricos: para convexos C; arbitrdrios nao ha férmulas fe-
chadas das projecdes P; {como {10) para hiperplanos e (18) para
semi-espagos). No entanto, é possivel provar que se substituimos
as P; por projecdes aproximadas P; {que na verdade sio projecdes
exatas sobre hiperplanos que separam z de C;), calculdveis a partir
dos gradientes das g;, a convergéncia se preserva. Aqui nos preo-
cuparemos somente com a convergéncia de (33), (34) e ndo com a
implementagdo pritica, ji que no caso de interesse em tomografia
de raios X os C; sdo hiperplanos ou semi-espagos para os quais
temos as férmulas fechadas (10), (18), bem simples alids. Men-
cionemos que ha modelos matemadticos de tomografia de ultrasom
onde aparecem convexos C; ndo lineares.
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N

X y
A ‘\y
{a) (b) Ty}
Fig.15
Dada wma iteragio do tipo:

e* = U(at) (36)

com U:R™ — R™ é fécil ver que se U é uma contragio estrita {ou
seja, [IU(2) = UW)I| < ple -l para todo o,y € R™, p € (0,1))
entdo {z*} converge a um ponto fixo de /. A projecio 71 sobre um
convexo ngo é uma contragao estrita, mas o Teorema de Separagio
de Convexos nos permite provar a seguinte proposi¢io, que resulta
suficiente para estabelecer a convergéncia de (33), (34).

PRrOPOSIGAD 1: Seja 7 a proje¢io ortogonal sobre o convexo fe-
chado K’ C R*. Entéo:
i) r(e) - 7| < lo - gl o,y R7.
i) Se [[n(a) - ()]l = [}z - 9] ento:
a) m(z)-7(y)==z—y,
b) {y—z,7(z)-2)=0.
A figura 15 ilustra a Proposigio 1: {c), (d) e (e) violam i},
ii a), ii b) respectivamente. Provamos a proposi¢io usando (29):

(z —w(z),n(y) - m(2)) <0 (37)

(y ~ m(y),m(2) —7(y)) < 0. (38)
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Somando (37) e (38):

Im(z) — 7)) < {z -y, 7(2) - 7(y))
< lz =yl fr(2) — = (y)}- (39)

Se ||z{z) — 7(y)|| = 0, 1) é trivialmente certo; caso contrdrio divi-
dimos (39) por {|7(z) — 7{y)| obtendo:

I7(z) - () < lle — vl (40)

e i) estd provado. Se:

liw(z) — n(y)ll = llz — o (41)

entdo temos igualdades em (39) e resulta da igualdade direita que
z — y e m(2) — 7(y) sdo colineares, ou seja:

z —y=o(r(a) - n(y)) (42)

com ¢ € R. Usando {41) resulta ¢ = 1, isto &
2 -y = xlz) - 7(y) (43)

ot seja que ii a) estd provado. Finalmente, a igualdade esquerda
em (39) implica igualdade em (37), (38). No caso de (37):

{z —w(a),n{y)—7(z)}=0 7 (44)

e ii b) é conseqlidncia imediata de {43}, (44). §
3.2. A classe F. _
A Proposicao 1 sugere considerar o conjunto F das fungdes
continuas §: R™ — R™ tais que:
1) () - Q) < e - .
2) Se Q(2) - Q)i = ||z — | entdo:
a) Q(z)-Qy) =z -y,
b) (y—2,0(x) - =) = 0.
Deixamos ao leitor como exercicio a seguinte propriedade de

F
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PRrOPOSIGAO 2: F é fechada por composi¢do e por combinagdes
convexas. Isto é,se Q1,... ,Qn € Fentio Qo0 ---0Qq00Q, € F

m
e Z AiQ; € F, onde os A; satisfazem (14), (15).
i=1
Note-se que basta provar a proposi¢io para m = 2. No caso
das combinagdes convexas deve-se usar a convexidade da norma:

Z/\,-yi < Z/\,- |ly*|| pata todo 3',... ,4™ € R™.
i=1 i=1

A Proposi¢do 1 diz que as projecdes P; sobre os convexos
fechados C; estdo em F. Um cdlculo semelhante ao feito na Pro-
posicdo 1, que deixamos também como exercicio, mostra que as
projecdes relaxadas P definidas em (30) também estio em F se
a € (0,2) (para a € {0,1) isto é conseqiiéncia imediata da Pro-
posicao 2: P = AT+ AP com Ay =, Ay = 1 —a e [ afungio
identidade; P; estd em F pela Proposigdao 1 e a identidade per-
tence a F trivialmente). Usando a Proposigdo 2, resulta que P, P
definidos em (31), {32) estdo em F. A convergéncia dos algoritmos
de Kaczmarz e Cimmino (33), (34) é entdo consegiiéncia do:

TEOREMA 1: Sejam @ € F e 2° € R™. Considere a seqiiéncia
gl = Q(zF) (k = 0,1,2,...). Seja F o conjunto de pontos
fixos de @ (F = {y € R* : Q(y) = y}). Entdo {z*} converge
se e somente se F' é ndo vazio, em cujo caso o limite z* de {z¥}
pertence a F.

Prova: Se {z*} converge a z~, tomando limite com k — oo em
zF+1 = Q(z*), e usando a continuidade de ), temos z* = Q(z*)
ousejaz* € Fe F#og.

Suponhamos entdo F' # ¢ e provemos que {2*} converge.
Fixemos z € F; entdo Q(z) = z e usando a propriedade 1 da
classe F:

lo**! = 2l = Q=" - Q)| < [l ~ 2] (45)

ou seja que a seqiiéncia numérica {||lz* — z||} é decrescente. Ite-
rando (45):

”.’Ek+1 _ Z" < “:BL _ :H <o & “3;0 - z” (46)

isto é, a seqliéncia {z*} estd contida numa bola de centro em
z e raio ”.:r;0 - z“ {z*} é portanto limitada e entio existe uma
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subsegiiéncia convergente {a7*} (k = 0,1,2,...) de {zF}. Seja

z* = lim z7*. Usando reiteradamente (45):
k—oco

lo+ = 2l < fla?*? — 2] = Q) - Q2)]
< o - <] 47

Tomando limites em (47) com & — oo:

o™ = =1l < 1Q(=") = Q=) = [Qa") — =l < o™ —2Il  (48)

ou seja:
1QG") - Q) = o™ - =] (49)
Usando 2 a): '
Q@™ —z=Q@R")-Qz)=2" -2 (50)
isto é:
Qz") =2~ (51)

Provamos assim que 2™ € F. Mas entio podemos usar (45)
com z* no lugar de z: a seqiliéncia numérica {”a:" - a:*”} ¢ de-
crescente, ndo negativa e tem uma subseqiéncia {{|[z%* - z*||})
convergente a (. E imediato que a seqiléncia inteira converge a 0,
ou seja ||mjc - :c*“ — 0o que equivale a lim 2* = 2™ §

kerco k—co
3.3. Convergéncia dos algoritmos de Kaczmarz e Cimmi-
no.

O Teorema 1 implica que os algoritmos de Kaczmarz e
Cimmino convergem se os conjuntos de pontos fixos de P e P
sao ndo vazios. Lembremos que o nosso objetivo é resolver PVC,

. nt

ot seja achar z pertencente a C = ﬂ ;. A andlise ficha fechada
com: =1
PROPOSIGAG 3: Sejam F, I os conjuntos de pontos fixos de P,
. m
P definidos em (31), (32) respectivamente. Se C' = D C; é nao
i=1

vazio entio F' = F = (.
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Prova: Se z € C entdo z € (; para todo i, isto é, P{z) = =
Entdo PMz)={l—-a)z+ali(z)=(1 —a)z + az = z. Resulta
imediatamente de (31), (32) que P(z) = P(z) = z,isto &, z €
F,z € FousejaC C F,C C F. Temos que provar entio as
inclusdes inversas. Tomemos P. Seja z € F, w € { (suposto ndo
vazio). Definamos Rj:R™ — R™ como R; = P¥o---0 P o P ou
seja Rj11 = P 0o R;. Usandoa propriedade 1 da classe F para
as projecoes relaxadas P, e o fato jd provado de que CCE:

|2 = wli = |P(2) = P(w)l]| = || Pal Bm-1(2)) = PR Bm-1(w))]l
SHBm-1(2) = Rm—a{w)l|
= || Pg_1(Rm-2(2)) = Pa_1{Bm-a{w))]
S |Bm-2(z) = Rm—2(w)|l < -+ < |[Ra{2) ~ Ra(w)il

= [[P{{z) — PP(w)fl £ ||z~ w (52)

Como w € C, temos w € pard todo ¢, ou seja w = Pi{w) =
- = Py (w) o que implica w = Pf{w) = -+ = P%(w) e também:
w= Ry(w)="+= Bnlw) {(53)

E imediato, olhando os extremos de (52) que temos igualdades ao
longo de {52), e usando a propriedade 2 a) de F para as P temos
também igualdade sem as normas. Usando (53):

P)-w=Rp{z)-w=-=Riz)-w=z-w (34
Isto é:

Ra(z)==Ri(z)=z2 (55)
(55) implica:

P(zy= = PP(z) =z (56)
De (56) e (30):

Pr(z)=---=Pz)=1z2 (57)

-
ou seja z € C; para todo i¢. Temos provado que z € C = ﬂ i,

=1
istoé F C C. A provade F C C é semelhante, usando novamente
a convexidade da norma, e fica como exercicio. 1
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Fig.16: F#¢,C=¢

Do Teorema 1 e a Proposigio 3 resulta:
nm
CoroLARIO 1: Se € = ﬂ C'; é nio vazio entdo as seqiiéncias
i=1
geradas pelos algoritmos de Kaczmarz e Cimmino, (33} e (34)
respectivamente, convergem, qualquer (ue seja o ponto inicial z°,
a um ponto de (.

4. O caso inconsistente.

O leitor cuidadoso terd observado que a propriedade 2 b) da
clase F ndo foi utilizada até agora. Ela somente é relevante no
caso em que (' é vazio. Pode parecer esdriixulo se preocupar pela
convergéncia de uma seqiiéncia criada para convergir 3 solucio de
um problema no caso em que o problema nio tem solucio, mas
a questao tem certo interesse matemdtico. Sabemos que se F é
ndo vazio a seqiiéncia converge a um ponto de F, e que se C é nio
vazio, entdo F' = C. Mas pode acontecer que C seja vazioe F naag,
como mostra o exemplo da figura 16 (onde m = 2 e consideramos
?comh:)ﬁ:%ea:l).

Interessa saber em que casos F é nio vazio, e que proprie-
dades tém os pontos de F, limites possiveis das seqiiéncias dos
algoritmos (33), (34). A questio tem também o seu lado prético.
Suponhamos que a atenuacio medida de um certo raio, b;, re-
gistrou um valor totalmente disparatado (porque uma mosca, por
exemplo, se interpds entre a fonte e o detector) tornando o sistema
Az = binvidvel. Seria lamentdve! (e um tanto desconfortivel) que
tao insignificante incidente levasse o algoritmo a divergir, ou entdo
a convergir a um vetor que nao tivesse nada a ver com a solugao
do sistema verdadeiro (que indicasse, por exemplo, que o paciente,
perfeitamente sauddvel, tem um tumor que o levarad & morte em
trés meses). Veremos que isso ndo acontece.
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Comecamos a analise deste caso definindo, dada ¢ € F, a
fungdo g: R™ — R. como: -

g(z) = 1Q(z) - =’ (58)
Seja G o conjunto de minimos de g ¢ F' o conjunto de pontos
fixos de Q.
PrOPOSIGAO 4: Se Q € F entio G = F.

Prova: E claro que F C G porque ¢ é nio negativa e g(z) = 0
para todo z € F. Vejamos que &G C F. Seja z € G e y = Q(z).
Como z é um minimo de g, temos g(z) < g(y), ou seja, usando a
propriedade 1 da classe F:

1Q(2) — 2| < 1Q(y) = lf* = 1Q(Q(2) - Q(2)|?

< Qe — = (59)
De (59) resulta:
R(Q(=) - Q)" = llQ(z) - =|I” (60)
e usando a propriedade 2 a) da classe F:
QW) —y= Q=) - Q=) = Q(2) - =. (61)
De (61):
Qv -Qz)=y~= o (62)

e usando finalmente a propriedade 2 b) da classe F em (62):

0=(y-2Q() -2 =(y-7y-2) = ly-2  (63)

e concluimos que y = 2. Como y = @(z), fica provado que z =
Q(z)ousejaze F. A conclusio é que GC F. 1

Portanto, F é ndo vazio se e somente se a funcido ¢ tem
minimos. Precisamos agora algumas defini¢des. Um politopo é
o conjunto de solugdes de um sistema da forma Az < b, ou seja a
intersegfo de um ndmero finito de semi-espacos (os politapos limi-
tados sdo ditos poliedros). Diremos que uma funcao h: R* — R™ é
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afim por partes politdpicas se existem politopos V,... ,V;, matri-
zes EY,...,E7 € R"*™ e vetores d;,...,d, € R™ tais que
™
R™ = U Vi e:
i=1

n(ey=Eix+d; se zeV;  (1<i<r).

Seja F a classe de funcdes afins por partes politdpicas. E claro
que se h é afim entio h € F (tomando somente um politopo:
R™). Note-se que a projecdo 7y sobre um hiperplano H dada
por (10) é afim, ou seja 7z € F. A projegio mp sobre um
semi-espago T = {y € R" : (¢,y) < 3} também pertence a
F considerando 2 politopos: o préprio T onde np(z) = z é
T ={y € R" : {a,y) > B} onde =7 = 7y com 7wy dada por
(10). E facil ver que a classe F também é fechada por com-
posicic e combinacao convexa (basta tomar uma nova partigao
em politopos consistentes das intersecdes dos politopos associa-
dos as fungdes que estao sendo compostas ou combinadas). Isto
significa que as fungoes P, P definidas em (31}, {32) estdao em F
quando os conjuntos C; sio hiperplanos ou semi-espagos, ou seja
quando o sistema é linear, do tipo Az = b ou Az < b. Como con-
seqiiéncia as fungdes g{z) = || P(2) — 'J;||2, glz) = H-P-(:.':) - a:“z 530
neste caso quadrdticas por partes politdpices, isto é, existem poli-

topos Vi,...,V; tais que R™ = U Vi e 9.7 sao quadrédticas em
i=1
cada V;. O Teorema de Frank-Wolfe (ver [12], Coroldrio 27.3.1) diz
que uma fun¢io quadrética limitada inferiormente num politopo
atinge o seu minimo no politopo (isto é trivial se o politopo é um
poliedro, ou seja se ele é limitado, mas nao é tdo ficil assim para
politopos ilimitados). Como g, 7 sdo limitadas inferiormente por
0 em todo R™, elas atingem os seus minimos em cada politopo, e
portanto seus minimos globais. Como conseqiiéncia da Proposi¢éo
4 os conjuntos de pontos fixos de P e P sio nio vazios, e segundo o
Teorema 1 os algoritmos {33} e (34) convergem. Notamos que o ar-
gumento continua vélido quando os conjuntos Cy,... ,C,, sio eles
proprios politopos (e ndo somente hiperplanos ou semi-espacos),
porque a projecac sobre um poiitopo é também afim por partes
politdpicas. A prova é um pouco enrolada, mas a figura 17 aclara
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Fig. 17

a situagdo: a projegio 7 € igual 4 identidade em K, constante
com valores u, v, w, z nas regides 1, 3, 3, 7 respectivamente, e igual
as projegdes sobre as retas que passam por {u,v}, (v,w), (w,z) e
(z,u) nas regides 2, 4, 6, 8 respectivamente. As 9 proje¢des sio
afins e as 9 regides sdo politopos. Poder-se-ia pensar que F é
sempre nao vazio, mas temos o seguinte contra-exemplo:

Na figura 18 a fungio g(z) = {|P(2) - 2{|* tende a 0 ao longo
do eixo z, mas ndo atinge o valor 0, porque g(z) = 0 implica
P(z) =z, isto é, z € C; N C,. Neste caso, o algoritmo (33), como
pode se ver, diverge.

Sabemos entdo que no caso linear (Az = b ou Az < b) os
algoritmos (33), (34) convergem sempre, mas que podemos di-
zer do limite de {z*}? No caso do algoritmo (34), com Az < b
pode-se provar que {z*} converge a um ponto que minimiza a

A |
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m
funcdo h(z) = Z)\i | Pi(z) — 2{|?, isto 6, a um ponte,_que mini-
i=1

miza uma média, com pesos A;, dos quadrados das distincias aos
semi-espagos T; = {y € R" : {a!,y) € b;}, ou seja a uma solugio
de quadrados minimos pesados do sistema Az < b, quando o sis-
tema é inconsistente (ver [4]).

5. Comentarios finais.

Na se¢do 1 mencionamos que muitas vezes é desejavel resolver

o problema:
B min A{2) (64)

sujeitoa Az <b

Tém sido desenvolvidos vdrios métodos de agdo de linha para
este problema. O principal é o de Bregman {vetr {5]}. No caso
em que h é da forma (8) o algoritmo de Bregman se reduz ao
de Hildreth {ver [10], [11}). Outro caso especial do algoritmo de
- Bregman, quando h é da forma (9), produz o algoritmo ART (ver
[2]). Todos estes algoritmos geram duas seqiiéncias: uma em R,
dita primal, que converge a uma solugio de (64), e outra em R™,
dita dual, que converge a um vetor de multiplicadores de Lagrange
associados ao limite da seqiiéncia primal.
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