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1. Introducéo.

Um dos problemas mais antigos da Algebra é a busca de
solucbes de equacdes polinomiais que possam ser expressas por
combinac¢des finitas de radicais. Esse problema sé foi resolvido
no século XIX por Evariste Galois, que construiu uma teoria gue
permite, dado um polinémio com coeficientes racionais, decidir se
ele tem ou ndo raizes soliveis por radicais, hoje conhecida como
teoria de Galois.

(")Apés a redagio desse artigo o Professor Derek IHacon comunicou-me que o
teorema principal jd havia sido demonstrado por Holder (ver [3], pig. 346-
348), com enunciado e demonstracio wimm pouco diferentes dos aqui apresenta-
dos. Apesar disso, continua sendo interessante a publicagdo do artigo, tendo
em vista que os autores mais modernos tém feito a Teoria de Galois sobre um
corpo qualquer, ganhando em generalidade mas perdendo as vezes resultados
relevantes (como o do presente trabalho), relativos especificamente a Q ou a
R.

Deixo agui meus agradecimentos ao prof. Derek por ter-me avisado da
existéncia desse resultado e ao professor Karl Otto Stéhr, por ter-me ajudado
a compreender o teorema, que esti em alemio no livro de Tschebotardéw (ver
[3], e por me haver estimulado a publicar o presente artige, com argumentas
como o citado acima.
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Um dos principais resultados dessa teoria é o seguinte: Dado
f(z) € Q[z] irredutivel, as raizes de f sio exprimiveis por ra-
dicais < Gal(f) é um grupo solivel, onde Gal{f) é o grupo
dos automorfismos de Q(raizes de f) que fixam Q (Gal(f) =
Aut(Q(raizes def|Q)).

Um dos coroldrios desse teorema é que (como ji se sabia no
século XVI) polinémios do 12, 29, 3% 4%graus sdo sempre soliveis
por radicais, havendo até férmulas explicitas para as raizes dessas
equagOes. No entanto, nem sempre essas férmulas sio satisfatérias,
no seguinte sentido: existem, por exemplo, equagdes do 32 grau
com todas as 3 raizes reais cujas expressdes por radicais dadas
pela férmula envolvem nimeros imaginirios. E o caso da equacio

=3z +1 = 0. A formula para as solugdes de z° + pzr + ¢ =06
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expressao que envolve nimeros complexos, enquanto seria de se
esperar uma expressao que so envolvesse niimeros reais.

Surge entdo uma pergunta natural: Dado um polindmio
f{z) € Q[z2] que tenha todas as rafzes reais, soldvel por radicais,
em que condigdes pode-se garantir que seja solivel por radicais
reals, no sentido de existir uma extensio radical X de Q, &' C R,
com Q (raizes de f) C K7

O objetivo deste trabalho é dar uma resposta a essa pergunta.

2. O teorema e algumas conseqiiéncias.

Teorema. Seja f € Q[z] irredutivel. Entdo f é solivel por radi-

cais reais < |Gal(f)| = 2K, para algum K ¢ N, e nesse caso as
raizes se escrevem usando s raizes quadradas.
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DEMONSTRAGAO: .

(<«=) Seja L = Q(raizes def), e seja G = Aut(L/Q) = Gal(f).
Como |G| = 2%, G é um 2-grupo, e por 1], exemplo 2, pag.

206, temos que G ¢é solivel = 3{e} = G,aG4...4G = G, onde

|Gi} = 2 e logo (Git1 : Gi) = 2. Isso nos d3 a seguinte extensio

de corpos:

Li=LCR
|
|
Ly
I
Q=1L,
. Liyy
onde L; = Fix(Gx—;). Temos que [Lig; : L] = 2 = | é
L;

normal. Como [Li+1 : L,‘] = 2, 30.’4_*_1 < Li+la Lig = Li(a,-+1),
com a? +1 € L;, o que decorre da férmula da equagio do 29 grau.

Essas observagoes implicam que L/Q é uma extensio radical,
e,como L CR, L; C R, Vi, fésolivel por radicais reais, pois
a; € R,Vi,e Li = Li_1(e;), com o? € Li_;.

(=>) Se f é soldvel por radicais reais, f é soldvel por radicais = 3
extensdes de corpos; todos contidos em R, da seguinte forma:

L,
p ——
L
Ly
e
Q =1L,

onde L = Q(raizes def); 3n; primos, a; tais que L; = Lici(a;) e
o € Li_y. Se |Gal(f)| = [L : Q] ndo é uma poténcia de 2, existe
p primo, p # 2 tal que p|[L : Q] = |Gal(f)|, donde, pelo 12 teorema
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de Sylow ([1], pdg. 159), existe subgrupo H de G = Gal(f) com
|H| = p. Seja K = Fix(H). Temos que [L : K] = p. Temos a
seguinte extensido de corpos:

K.L,
L/////'
K- Ly
P ( -~
K1
K = K-L,

Temos que K - L; = K - Li_1(ey); o € Liy C K- Li—1. Como
LCK-L,mas L¢g K -L,,3te{1,2,...,n}talque L C K- L;
mas L ¢ K - L;_,.

Seja agora By tal que L = K{f;). Como L/Q é normal, L/ K
também é normal. Assim, Pp g = (z — f1)(z = B2)...(z — B},
onde f1,... ,8p € L, e, como Car(Q) = 0, Car(K) = 0 = Pp i é
separavel, por ser irredutivel = 3; # 8;, ¢ # j.

Temos agora as seguintes extensdes de corpos:

/K.Li

!
L |
/ K-Li,
K

Temos que K - L; = K - L;_y(a;), onde o; € L;, e In; primo tal
que ;' € Li—q C K+ L;—y. Assim, Porxiy | X™ — .

Ao mesmo tempo temos que, como K - L; ¢ K - Li_y, a; ¢
K-Li_yecomoaqa; € L; CR, X™ —al nio tem raizem K-L;_y,
pois K'-L; 1 CRea; ¢ K-L;_1 é ainicaraiz real de X™ — o,

Desta forma, como n; é primo, X™ — o'’ é irredutivel sobre

ni—1

K-Li_1[X]. Defato, X™ —a}' = H (X —€*a;), onde € é raiz n,-
k=0

ésima primitiva da unidade. Assim, se f|X™ — ", f deve ser da
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forma c{ X ~£M o (X €2 e;) .. (X —€may) = se f € K-L;1[X],
teremos Mt ttmg™ € K- L,y = af" € K - L,-_\l. Se m < ny,
como n; é primo, 3a,b € Z,an; +bhm=1= o; = a?mHm =
(al)* (e} € K - L;-y, contradi¢do. Assim, m = n; = f =
o(X™ —al)oum=0. Assim X™ — o} é, de fato, irredutivel.

Assim, X™ — Of?i = PolK-Licy = [I( -L; - K- Li-—l] = 7,
que é primo. Assim, nfo existe corpo propriamente contido entre
K-LiieK-L;donde,como L CK -LymasL ¢ K-Li_1,eL =
K(B;), paracadaj € {1,2,...,p} temos que K-L; = K-L;_1{5;),
para cada j € {1,2,...,p}. Como todos os conjugados de 3; estio
em L, todos os conjugados de 3; estdoem K -L; = K-L;/K-L;_,
¢ uma extensao normal.

Dai segue que, como K - L; = K - Li—y(ai} e Po\k-Lio, =
X™ —al| temos que todas as raizes de X™ —af" estioem K-L; =
Ecaq;e K- L;,CR=>(eER = =2 ‘

Como Pﬁle-Li-l I P[J','IK = (X—ﬁl) fa (X—-ﬁp), € BPﬁj |KLic1 ™
[K-Li: K -Ljm1] =mn; =2, temos que Vj € {1,2,...,p}, 3r; €
{1,2,...,p} tal que Py x.r,_, = (X — B;(X - Br;). Clara-
mente 7, = j. Como Pg,x.r,_, é irredutivel, V1,7, temos que
Poik-pios = Py xnio, & i€ {grit & 7€ {n,ni}

Assim, dividimos {1,2,...,p} em classes de equivaléncia do
tipo {j,7;}, r; # 7, (pois K - L;/K - L;—1 é separavel), absurdo,
pois p é um ntumero impar. 1

CoRroLARIO 1: Se f € Qiz] é irredutivel, de grau que ndo é

poténcia de 2, com {raizes def} C R, entdo a equagao f(z)} =0
nio é solivel por radicais reais.

DEMONSTRAGAO: Basta ver que df]|Gal(f). 1§

CoROLARIO 2: Seja f € Qz] com todas as raizes reais. Entao
todas as raizes def sdo exprimiveis por radicais reais & todas as
raizes de f sdo construtiveis com régua e compasso.

DEMONSTRAGAO: Basta provar para cada fator irredutivel de f.
Podemos supor, pois, f irredutivel. Nesse caso, f é solivel por
radicais reais 3k, |Gal(f)| = 2% & todas as raizes de f sdo

construtiveis com régua e compasso {ver (2], teoremas (10.7) e
(10.8)).

COROLARIO 3: cos(3E) & exprimivel por radicais reais & o

poligono regular de n lados é construtivel com régua e compasso
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spn=2.P.P...P.,ondekeNeP,..., P, sé,g primos de
Fermat distintos (da forma 22" + 1).

DEMONSTRAGAO: Para a segunda equivaléncia, ver [2], (10.9) e
(10.10).

(< da 12 equivaléncia): Nesse caso |Gal{¢,)] é poténcia de 2 = co-

mo Q(raizes de ¢,) = Q (e;:_.-), e cos & = 1 (e;:_i +e_?-ﬂ),

temos a seguinte extensio de corpos:

Q(e21ri/n)
|

27
Q (cos ?)
|
Q

Como [Q (ezfi) : Q] é poténcia de 2, [Q (cos i) - Q] também é
= (pelo teorema e por Q (cos %) C R) cos 2T ¢ exprimivel por
radicais reais. '

{=> da 12 equivaléncia):
LEmMA: Jpolindmios P, e @, de Q[z] tais que cos nz = P,(cos x)
e sen nz = sen & np{cos z), 0P, < n,08Q, <n-—1.

DEMONSTRAGAO: Vale para = = 0 e n = 1. Por indugio,
cos(n + 1)z = cos(nz + z) = cOs nT cos T — sen nz sen ¥ =

cos 2 Pp(cos z) — sen® 2 Qn(z) = Phyi(cos ), onde P, q(y)
yPu(y) = (1= 9*)Qn(y) > 0 Papi Sn+ 1

sen(n 4 1)z = sen(nzr + z) = sen nz cos z + sen z cos nz

=sen z Qn41(cos )

onde Qﬂ-’rl(y) = an(y) + Pn(y) = aQn <.
Assim, como cos {n - 2%} = 1, cos (2Z) & raiz de (P, (z) —1).
Para cada k € {0,1,... ,n — 1}, cos (24T ¢ raiz de (Pn(z) — 1).
cos () = cos (X5}, k £ ¢, {1,£} C {0,1,...,n -1} &
k+{ =mn. Nesse caso, provaremos que cos {222} § raiz dupla de
P,(z)-1.




Pp(cosz) = cos nz = —P!(cosz)sen z = —nsen nz. Temos
que se r = 3%,!:#0,.&75%entéosenx#Oesennm':()#
Pp(cosz) = 0. Como P,(cosz) — 1 = 0, cos z é raiz de P, — 1
e de Py = (P, — 1) = cos z ¢ (pelo menos) raiz dupla de P, —
1= (z-cos22) (z —cos 22) |(P, = 1), se k+ £ = n,k £ £,

{k, €} C{0,1,... ,n-1}= IIT_, (z—cos (2—1‘?)) [(Pn—1),e

&(Pn—1) = n = os dois polinémios diferem por um fator constante
= todas as raizes de P, — 1 sdo reais, e a aplicacio do coroldrio
2 encerra a demonstragio.

Podemos aplicar o coroldrio 2 pois, como  cos “T” =
= Py (cos(%2)), se cos (22) & exprimivel por radicais reais entao
cos (%—’5) também o é, Vk. Assim, todas as raizes de P,(z) — 1

830 exprimiveis por radicais reais.
OBSERVAGAO: Claramente o seguinte resultado vale: se
mdc(p, ¢} = 1 entdo cos ("’q—”) é exprimivel por radicais reais <o

poligono de ¢ lados é construtivel com régua e compasso (basta
ver que p é invertivel médulo ¢ e usar o coroldrio 3).

EXEMPLO 1: cos 40° nio se exprime por radicais reais (40° = 27,
ExeMpro 2:

cos 25 = =AHVIT+ \f3~1—'2-\/17+2‘\/17+3\/1T+\/l?0-—25\/_17—4\/344-2\/17
7= 16

observe que sé usamos raizes quadradas.

OBSERVAGAO: Podemos estender o conceito de solubilidade por
radicais reais para nimeros complexos da seguinte forma: a -+ bi &
exprimivel por radicais reais se e sé se ¢ e b o sio.
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